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AVANT-PROrOS. 


1.  Dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage,  nous 
avons  fait  connaître  la  métliode  que  l'on  devait  suivre 
pour  la  formation  d'une  science  de  rakonnemenl,  c'est- 
à-dire  d'une  science  dans  laquelle  tous  les  rapports 
entre  les  choses  qu'on  y  considère  sont  des  consé- 
quences nécessaires  de  vérités  et  de  données  premières, 
admises  avec  le  sentiment  de  l'évidence.  Les  pre- 
miers exemples,  que  nous  avons  donnés  de  cette  mé- 
thode, se  rapportaient  à  la  science  des  nombres  et  à 
la  science  de  l'étendue;  nous  allons  maintenant  l'appli- 
quer à  la  science  desforces. 

Les  données  fondamentales  des  deux  premières, 
quoique  fournies  jusqu'à  un  certain  point  par  l'obser- 
vation des  objets  naturels,  sont  indépendantes  de 
l'espèce  de  la  matière  qui  les  compose,  et  qui  peut 
varier  de  l'un  à  l'autre  :  elles  ne  se  rapportent  qu'à 
la  distinction  et  à  l'étendue  de  ces  objets.  On  y  fait 
abstraction  de  la  matière  même,  et  l'on  vit  dans  le 
monde  idéal  de  la  grandeur,  de  la  figure  et  du  nombre, 
dont  le  sentiment  pourrait  rester  en  nous  lors  même 
que  le  monde  matériel,  qui  nous  l'a  donné,  se  trou- 
verait anéanti. 

2.  Mais  les  données  premières  d'où  résultent  les 
lois  de  ce  monde  idéal,  seraient  insuffisantes  pour 
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déterminer  celles  du  monde  maténei  au  milieu  duquel 
nous  vivons.  Les  sciences  qui  en  dépendent  seront 
fondées  sur  des  principes  qui  ne  pourront  être  obte- 
nus que  par  l'observation  de  la  nature,  puisque  ce 
monde  n'a  rien  de  nécessaire,  et  aurait  pu  être  créé 
tout  autre  qu'il  n'est  réellement. 

Dans  cette  étude  du  monde  réel,  il  convient  de  s'oc- 
cuper d'abord  des  propriétés  les  plus  simples  et  les 
plus  générales  de  la  matière.  11  en  est  une  qui  est 
commune  à  tous  les  corps,  quelle  que  soit  la  nature 
particulière  de  la  matière  qui  les  compose  :  c'est  la 
mobilité;  elle  joue  un  rôle  dans  la  plupart  des  phéno- 
mènes, et  par  conséquent  les  lois  générales,  auxquelles 
elle  donne  lieu,  demandent  à  être  étudiées  avant  celles 
des  phénomènes  qui  dépendent  des  diverses  espèces 
de  matière.  L'étude  de  ces  lois  est  l'objet  de  cette 
Partie  de  notre  Ouvrage  :  et  leur  ensemble  constitue 
ce  que  nous  avons  appelé  la  science  des  forces. 

Ici  se  trouvent  des  considérations  que  ne  présentent 
pas  les  sciences  des  nombres,  et  de  l'étendue  :  celles 
de  temps,  de  mouevment,  et  de  cause. 

La  notion  des  causes  productrices  de  mouvement 
résulte  de  notre  propre  expérience  et  des  efforts  que 
nous  faisons  pour  déplacer  les  corps;  elle  n'est  sujette 
à  aucune  difficulté;  mais  les  deux  autres  ont  donné 
lieu  à  bien  des  discussions  entre  les  philosophes  ou 
les  sophistes, 

3.  La  succession  de  nos  sensations,  et  des  événe- 
ments qui  les  ont  produites,  est  incontestable  pour 
tous  les  hommes.  Mais  entre  ce  sentiment  et  la  pensée 
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qu'il  y  a  un  être  dans  lequel  se  fasse  cette  succession, 
il  y  a  un  abîme.  Le  temps  n'a  pas  plus  d'existence  réelle 
que  l'espace;  il  est  peut-être  encore  moins  saisissable. 
Ces  deux  prétendus  êtres  sont  des  créations  fantas- 
tiques de  l'imagination  de  l'homme,  qui  veut  toujours 
aller  au  delà  de  ce  qu'il  peut  saisir  et  comprendre. 
Mais  comme  la  succession  des  événements  joue  un 
grand  rôle  dans  la  nature  et  dans  la  vie  des  hommes, 
il  est  de  la  plus  grande  importance  d'y  introduire  de 
l'ordre  et  de  la  précision  ;  et  c'est  ce  qu'on  a  fait  d'a- 
bord en  rapportant  les  divers  événements  à  des  événe- 
ments successifs  bien  saillants,  comme  par  exemple  les 
retours  du  soleil  au-dessus  de  l'horizon.  Ce  classement 
des  événements  au  moyen  des  jours  étant  bientôt  de- 
venu insuffisant,  il  a  fallu  les  rapporter  à  des  inter- 
médiaires, et  l'on  a  appelé  cela  diviser  le  temps  en  in- 
tervalles :  langage  iiguré  qui  a  fini  par  faire  croire  que 
le  temps  est  une  grandeur,  divisible  comme  les  quan- 
tités géométriques,  et  sur  laquelle  se  placent  toutes 
les  époques,  comme  les  points  de  division  sur  une 
ligne. 

Tout  en  protestant  d'avance  contre  l'admission  d'un 
être  appelé  temps,  nous  emploierons  le  langage  ordi- 
naire; nous  classerons  les  événements  successifs  par 
ce  que  nous  nommerons  des  intervalles,  que  nous  ex- 
primerons par  des  nombres,  après  en  avoir  défini  avec 
précision  l'égalité;  ce  qui  ne  sera  possible  qu'après 
l'introduction  d'une  autre  notion  générale,  celle  du 
mouvement. 

4.  Lorsque  la  distance  de  deux  points  varie  d'une 
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manière  continue,  on  dit  qu'ils  sont  en  mouvement 
l'un  par  rapporta  l'autre;  et  lorsque  les  distances 
d'un  point  aux  différents  points  d'un  système  rigide 
varient,  on  dit  que  ce  point  est  en  mouvement  relati- 
vement à  ce  système.  II  est  en  repos  relatif  lorsque  ces 
distances  restent  constantes. 

Le  mouvement  et  le  repos  ainsi  conçus  sont  essen- 
tiellement relatifs  :  mais  peut-on  attacher  un  sens  au 
repos  ou  au  mouvement  absolue 

Ceux  qui  en  parlent  supposent  un  espace  sans 
bornes,  dont  tous  les  points  ont  une  réalité,  en  quel- 
que sor le  personnelle,  et  auxquels  ils  attribuent,  sans 
s'apercevoir  du  cercle  vicieux,  une  immobilité  abso- 
lue. Ils  (lisent  alors  qu'un  point  est  en  repos  absolu, 
quand  ses  distances  aux  divers  points  de  cet  espace 
ne  changent  pas;  et  en  mouvement  absolu,  quand  elles 
varient.  Mais  que  serait-ce  que  l'immobilité  ahsolue 
des  points  de  l'espace,  même  en  leur  accordant  cette 
sorte  de  personnalité,  dont  nous  avons  précédemment 
établi  le  néant?  Il  serait  tout  aussi  impossible  de  la 
définir  pour  ces  points  imaginaires  que  pour  des  points 
réels;  et  l'immobilité  absolue  ne  peut  se  définir,  qu'en 
la  supposant  déjà  quelque  part;  c'est-à-dire  qu'en 
faisant  un  cercle  vicieux. 

On  dira  peut-être  que  c'est  là  une  conception  qui 
ne  peut  être  ramenée  à  aucune  autre,  et  qui  est  évi- 
dente par  elle-même.  Nous  répondrons  que  les  choses 
premières  que  l'on  admet  ainsi,  doivent  être  claire- 
ment apparentes,  évidentes  par  elles-mêmes.  Or  il  en 
est  tout  autrement  ici,  puisque  les  hommes  n'aper- 
çoivent que  des  repos  ou  des  mouvements  relatifs,  et 
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ne  pourraient  arriver  que  par  extension  à  rêver  un 
repos  ou  un  mouvement  absolu  :  et  si  l'on  voulait  ex- 
pliquer seulement  ce  qu'on  entend  par  là,  on  tomberait 
inévitablement  dans  le  cercle  vicieux  que  nous  venons 
de  signaler.  Abandonnons  donc  cette  fausse  notion, 
dont  l'inutilité  est  d'ailleurs  évidente;  car  tous  les 
principes  que  l'on  établirait  en  l'admettant  ne  pour- 
raient jamais  être  fondés  que  sur  des  observations  et 
des  expériences  relatives.  Et  à  quoi  bon  partir  du  re- 
latif pour  établir  par  induction  un  absolu  imaginaire, 
d'où  l'on  tirerait  des  principes  applicables  au  relatif, 
qui  est  seul  réel!  Ne  vaul-il  pas  mieux,  après  avoir 
établi  les  principes  sur  le  relatif,  les  appliquer  direc- 
tement au  réel,  sans  remonter  à  un  absolu  fantastique, 
pour  l'abandonner  immédiatement? 

5.  Le  système  des  étoiles  est  le  plus  considérable 
et  le  moins  variable  qu'il  soit  donné  à  l'homme  de 
connaître;  c'est  à  ce  système,  que  l'on  peut  sans  in- 
convénient considérer  comme  immuable,  qu'il  est 
convenable  de  rapporter  les  grands  mouvements, 
comme  ceux  de  la  terre  et  des  autres  planètes.  Mais 
pour  tout  ce  qui  a  pour  objet  le  travail  des  hommes, 
ou  l'exécution  d'expériences  ayant  un  but  quelconque, 
particulier  ou  général,  c'est  au  système  des  objets  liés 
invariablement  au  globe  terrestre  qu'on  rapporte  les 
mouvements,  sauf  à  tenir  compte  ensuite,  s'il  le  faut, 
du  mouvement  de  la  terre  elle-même  par  rapport  aux 
étoiles. 

Cela  posé,  nous  dirons  que  «  deux  intervalles  de 
temps  sont  égaux,  lorsque  deux  corps  identiques  au 
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commencement  de  chacun  de  ces  intervalles,  et  soumis 
aux  mêmes  actions  et  influences  de  toute  espèce,  au- 
ront parcouru  à  la  fin  de  ces  intervalles  des  espaces 
identiques,  relativement  au  système  immuable,  t 

Ainsi,  si  l'on  admettait  que  la  terre  se  trouve  con- 
stamment dans  des  conditions  identiques,  ses  retours 
dans  la  même  position  par  rapport  aux  étoiles  se  fe- 
raient à  des  intervalles  de  temps  égaux.  Un  pendule 
écarté  d'un  angle  donné  de  la  verticale,  et  abandonné 
à  des  époques  différentes  â  des  actions  identiques, 
reviendrait  à  la  verticale  dans  des  temps  égaux,  etc. 

L'égalité  de  deux  intervalles  quelconques  étant 
définie  généralement,  on  en  choisira  un  pour  terme  de 
comparaison;  et  les  temps  pourront  s'exprimer  en 
nombre,  comme  si  c'étaient  de  véritables  quantités. 

6.  Dans  cet  Ouvrage,  comme  dans  notre  Traité  de 
Mécanique,  nous  avons  établi  deux  grandes  divisions 
dans  la  science  des  forces  :  la  première  traite  des  lois 
de  leur  équilibre;  la  seconde,  des  lois  des  mouve- 
ments qu'elles  produisent, 

Les  données  nécessaires  pour  la  première  sont 
moins  multipliées  que  pour  la  seconde,  et  nous  les 
avons  établies  avec  beaucoup  de  détail,  en  cbercbant 
avec  soin  à  nous  défendre  de  cette  tendance  trop  na- 
turelle à  admettre  comme  devant  être  d'une  certaine 
manière,  les  choses  qui  ne  nous  offrent  pas  de  raisons 
d'être  autrement;  ou  encore  à  étendre  des  concep- 
tions purement  géométriques,  à  des  questions  qui 
renferment  quelque  élément  du  système  du  monde. 

Les  données  nécessaires  pour  l'étude  des  lois  du 
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mouvement,  exigent  un  plus  grand  nombre  d'expé- 
riences. Nous  avons  traité  ce  point  important  avec 
tout  le  soin  qu'il  demandait,  et  nous  n'avons  pas  dis- 
simulé que  ces  lois  premières,  étant  déduites  d'expé- 
riences toujours  imparfaites,  et  en  nombre  limité, 
avaient  besoin  d'être  confirmées  par  l'accord  de  leurs 
conséquences  directes  avec  les  faits  observés. 

Cette  plus  grande  complication  des  données  serait 
une  raison  suffisante  pour  faire  précéder  la  théorie 
du  mouvement  de  celle  de  l'équilibre;  maisilyena 
une  autre  très-importante  qui  résulte  de  ce  que,  par 
un  tbéorème  général  dû  à  d'AIembert,  on  peut  rame- 
ner la  détermination  des  équations  du  mouvement 
d'un  système  quelconque  de  points,  à  celle  de  son 
équilibre.  Par  ce  moyen,  le  problème  du  mouvement 
de  tout  système  sera  ramené  à  une  question  de  pur 
calcul,  lorsque  les  forces  auxquelles  il  sera  soumis 
seront  données,  et  qu'on  saura  trouver  les  équations 
générales  de  son  équilibre. 

7.  Si  les  forces  ne  sont  pas  connues,  ces  mêmes 
équations  serviront  à  les  déterminer  par  la  connais- 
sance que  l'on  aura  de  certaines  circonstances  du 
mouvement. 

Le  premier,  et  aussi  le  plus  grand  problème  de  ce 
genre  qui  s'est  présenté,  est  celui  du  mouvement  des 
corps  célestes.  Les  forces  qui  les  produisent  n'étant 
pas  données,  il  fallait  les  déduire  des  phénomènes; 
et  les  grandes  lois  que  l'observation  avait  fait  connaître 
à  Kepler,  devaient  se  prêter  merveilleusement  à  cette 
déduction,  aussitôt  que  la  science  des  forces  serait 
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créée.  C'est  en  vue  de  cette  application  que  Newton  a 
établi  sa  belle  théorie  des  forces  centrales,  au  moyen 
de  laquelle  les  lois  de  Kepler  ont  déterminé  les  direc- 
tions et  les  grandeurs  des  forces  qui  seraient  propres 
à  la  production  de  ces  phénomènes  observés,  en  sup- 
posant que  la  matière  qui  forme  les  corps  célestes 
obéisse  a  l'action  des  forces,  comme  celle  qui  forme 
les  corps  à  la  surface  de  la  terre.  Elles  se  résument 
dans  cette  loi  simple  de  l'attraction  mutuelle  de  toutes 
les  parties  de  la  matière,  proportionnellement  aux 
masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
Ces  forces  étant  connues,  tous  les  phénomènes  en 
sont  des  conséquences  nécessaires,  plus  ou  moins  fa- 
ciles à  déduire,  suivant  l'état  plus  ou  moins  parfait  de 
la  science  des  forces  :  et,  par  cette  grande  découverte, 
l'Astronomie,  qui  n'était  avant  Newton  qu'une  science 
d'observation,  est  devenue  une  science  de  raisonne- 
ment. 

8.  Cette  méthode,  suivie  par  Newton  pour  l'Astro- 
nomie, et  qui,  considérée  à  un  point  de  vue  général, 
consiste  h  remonter  des  phénomènes  aux  causes,  puis 
à  déduire  de  ces  causes  toutes  les  lois  de  ces  phéno- 
mènes, a  été  adoptée  avec  empressement  et  suivie 
avec  prédilection  par  les  géomètres  français.  Malheu- 
reusement les  phénomènes  ne  conduisent  pas  toujours 
avec  la  même  rigueur  à  la  découverte  de  la  cause  élé- 
mentaire, qui  est  la  donnée  indispensable  pour  le  cal- 
cul des  actions  finies.  On  est  alors  obligé  d'avoir 
recours  à  une  nouvelle  méthode,  celle  des  hypothèses. 
Elle  est  toujours  fondée  sur  des  observations  et  des 
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expériences,  mais  des  expériences  insuffisantes  pour 
faire  connaître  complètement  les  causes;  et  l'on  ne 
peut  suppléer  h  ce  défaut  de  données,  qu'en  admet- 
tant comme  réel  un  état  de  choses  qui  n'est  peut-être 
que  spécieux.  Ces  hypothèses  ne  se  font  pas  au  hasard  ; 
il  faut  qu'elles  s'accordent  avec  tous  les  faits  connus, 
et  i]  est  probable  alors  qu'elles  s'accorderont  avec 
beaucoup  d'autres  que  l'on  ne  connaît  pas;  et  comme 
la  classe  de  phénomènes  pour  laquelle  elles  sont  faites 
devient  ainsi  une  science  de  raisonnement,  toutes  les 
lois  peuvent  en  être  déduites,  et  l'on  pourra  vérifier 
si  elles  sont  confirmées  par  l'expérience.  Si  cet  ac- 
cord se  maintient  constamment,  la  légitimité  des 
hypothèses  acquerra  une  prohabilité  de  plus  en  plus 
grande;  et  la  théorie  que  l'on  aura  formée,  et  qui  a 
déjà  l'avantage  de  lier  entre  eux  tous  les  faits  connus, 
pourra  être  employée  avec  confiance  à  la  prévision  de 
faits  nouveaux.  Mais  si,  comme  cela  est  arrivé  quel- 
quefois, les  faits  prévus  ne  sont  pas  vérifiés  par  l'ex- 
périence, on  est  oblige  de  changer  les  hypothèses,  et 
d'en  trouver,  si  l'on  peut,  de  nouvelles  qui  s'accordent 
avec  l'ensemble  de  tous  les  phénomènes  connus. 
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APPLICATION 

MÉTHODES  GÉNÉRALES 

SCIENCE  DES  FORCES. 
INTRODUCTION. 


DE  L'ETABLISSEMENT  DES  AXIOMES 

i    J,ES    SCIEMCES    QUI    DÉPENDENT    IIU    MOKDE    MATÉI 


1.  Tout  ce  qui  dépend  du  nombre  et  de  la  Ggure  ue 
demande  aucune  connaissance  des  propriétés  pai-tîculière.f 
de  la  malièrc;  et  dans  cette  étude,  qui  nous  a  seule  occupé 
jusqu'ici,  on  a  pu  faire  abstraciion  de  la  matière  elle-même, 
et  créer  le  monde  idéal  de  la  grandeur,  de  la  figure  et  du 
nombre,  dont  le  sentiment,  pourrait  rester  en  nous  lors 
même  que  le  monde  matériel  qui  nous  l'a  donné  se  Irou- 
verait  anéanti. 

Nous  allons  maintenant  entrer  dans  la  réalité  de  ce 
monde,  en  ne  nous  attachant  cependant  qu'à  la  propriété 
la   plus  générale  et  la  plus  simple,  qui  se  retrouve  dans 
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tous  les  phénomènes  naiurcîs,  et  doit,  parconséqueiir,  èire 
étudiée  avant  tontes  les  autres. 

D'après  (6  qui  a  été  exposé  dans  la  première  Partie  de 
cet  Ouvrage,  il  faut,  pour  qu'une  science  devienne  ce  que 
nous  avons  nommé  une  science  de  raisonnement,  que  l'on 
connaisse  assez  de  pi-incipes  généraux  sur  les  choses  donl 
elle  s'occupe,  pour  que  tous  les  rapports  auxquels  cilcs 
peuvent  donner  lieu  en  soient  des  conséquences  nécessaires. 
Ces  [trincipes,  ces  données  premières,  renferment  virtuel- 
lement toute  la  science,  sans  quoi  le  raisonnement  ne  l'en 
tirerait  pas.  Mais  la  science  ne  sera  pas  faite  par  cela  seul 
qu'on  connaîtra  ces  principes,  parce  que  leurs  consé- 
quences sont  infinies  en  nombre  et  en  variété,  et  que  ia 
science  est  l'ensemble  de  toufes  ces  conséquences. 

Ces  principes,  pour  une  science  dépendant  du  monde 
matériel,  ne  pourront  être  obtenus  que  par  l'observation 
de  ia  nature,  puisque  les  lois  du  monde  matériel  n'ont 
rien  de  nécessaire,  et  auraient  pu  être  tout  autres  qu'elles 
ne  sont.  Pour  arriver  plus  promplement  et  avec  plus  de 
précision  à  la  connaissance  des  vérités  que  l'on  cherche,  il 
ne  faudia  pas  toujours  attendre  que  la  nature  nous  les  offre, 
il  faudra  provoquer  ses  réponses,  eu  créant  les  circonstances 
les  plus  propres  à  les  rendre  significatives,  c'est-à-dire 
joindre  à  V observation  immédiate,  ce  que  l'on  appelle  des 
expériences-  et  il  en  faudra  beaucoup  pour  se  croire  le 
droit  de  proclamer  une  vérité  générale  :  on  ne  sera  mùme 
jamais  certain  qu'un  rapport  que  l'on  aura  vérifié  dans  un 
nombre  immense  de  cas  analogues,  aura  lieu  dans  un  nou- 
veau cas  du  même  genre;  mais  on  sera  invinciblement 
porté  à  le  croire,  tant  par  la  puissance  de  l'analogie,  que  par 
le  besoin  naturel  à  l'homme  de  connaître  et  d'influencer 

Les  données  qui  auront  ainsi  constitué  une  science  de 
laîsonneuieiit  auront  donc  quelque  chose  d'incertain:  aussi 
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sera-l-i!  à  propos  d'en  vérifier,  autant  qu'on  le  pourra,  les 
conséquences  éloignées.  Maïs  lorsque  l'on  aura  toujours 
trouvé  ces  conséquences  conformes  à  la  réalité  directement 
observée,  la  science  approchera  beaucoup  de  la  perfection 
de  la  Géométrie  et  de  la  Science  des  nombres,  et  l'on  pourra 
sans  inquiétude  croire  à  l' exactitude  des  solutions  qu'elle 
fournira.  L'homme  ne  peut  pas  aller  plus  loin;  mais  cela 
lui  suffit  dans  la  pratique,  et  son  esprit  doit  Être  satisfait, 
puisqu'il  a  la  conscience  d'avoir  fait  tout  ce  que  comporte 
sa  nature. 

Cela  posé,  nous  allons  procéder  à  l'établissement  des 
données  premières  de  la  scienee  qui  va  faire  l'objet  de  nos 
études, 

DES  FORCES. 

2.  Lorsque,  dans  un  système  quelconque  de  corps  liés 
ou  non  les  uns  avec  les  autres,  il  ne  s'est  opéré  pendant  un 
certain  temps  aucun  changement  dans  les  positions,  rela- 
tives, et  qu'à  un  certain  instant  on  voit  l'un  d'entre  eux 
se  déplacer  par  rapport  aux  autres,  restés  dans  les  mêmes 
positions  les  uns  par  rapport  aux  autres,  on  reconnaît 
généralement  qu'il  y  a  eu  intervention  de  quelque  chose 
d'étranger  à  ce  point  :  et  de  quelque  nature  que  soit  cette 
intervention,  on  l'appellera  cause  de  ce  déplacement.  Pour 
que  de  pareilles  expériences  soient  le  moins  possible  ex- 
posées aux  dérangements  ou  accidents  causés  même  par 
les  procédés  et  appareils  d'expérimentation,  il  convient 
de  prendre  le  système  le  plus  vaste,  et  dont  l'immobilité 
relative  des  parties  soit  le  mieux  assurée  par  une  longue 
durée;  et  c'est  le  globe  terrestre  lui-même  qu'il  est  bon  de 
choisir.  Rien  que  les  objets  à  sa  surface  soient  sujets  à 
mille  déplacements  relatifs,  les  grandes  masses  qu'on  y 
reconnaît,  les  montagnes,  les  grands  édifices,  offrent  une 
fixité  relative  qui  permet  de  prendre  leur  systèr 
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invarialile,  cl  se  prclant  d'ailleurs  sans  déraiigomcnt  pos- 
sible à  toutes  les  expéricHces  auxfiiifiUes  les  hommes  peu- 
vent se  livrer.  Et  quelquefois,  pour  abréger  le  langage, 
nous  appellcroiisy/xe^  des  corps,  des  lignes  ou  des  points 
qui  seront  supposés  ne  pouvoir  se  déplacer  par  rappiirt  à 
ce  système. 

3.  Celle  observation  d'une  cause  produisant  un  déran- 
gement relatif  étant  répétée  un  grand  nombre  de  fois,  la 
tendance  naturelle  de  l'homme  à  la  généralisation  le  porte 
à  croire  qu'il  en  sera  toujours  ainsi;  de  sorte  que,  même 
dans  les  cas  où  il  n'aperçoit  pas  d'inlervenlion  étrangère, 
il  admet  qu'elle  existe,  et  il  pose  en  principe  générât  que 
lorsqu'un  point  faisant  partie  d'nn  système  invariable  vient 
à  se  déplacer  par  rapport  aux  autres,  cela  est  dû  à  l'action 
d'une  cause  étrangère;  et  ce  déplacement  est  dit  ^effel.  de 
celle  cause. 

4.  Quelle  est  maintenant  la  nature  de  celle  action  ? 
Pourrail-elle,  par  exemple,  provenir  d'une  simple  volonté 
d'un  être  supérieur?  C'est  ce  qu'il  n'esi  pas  donné  à 
l'homme  d'approfondir,  et  il  doit  se  borner  à  l'étudier  sur 
lui-même.  C'est  en  déplaçant  lui-même  des  corps  faisant 
partie  d'un  système  invariable,  qu'il  acquiertie  sentiment 
de  l'effort  ;  et  il  reconnaît  en  même  lemps  que  l'elforl  qui 
a  déplacé  le  corps,  pourrait  être  délruit  par  un  autre  effort 
qui  seul  l'aurait  déplacé  en  sens  contraire.  De  aorte  qu'il 
a  le  seuliment  de  l'effort  ou  de  [a  force,  lors  même  qu'il 
n'en  résulte  pas  de  déplacemeni. 

Lorsque,  dans  un  système  invariant,  un  corps  se  déplace 
relativement,  et  qu'on  n'aperçoit  pas  de  cause  de  ce  dépla- 
cement, on  reconnaît  encore  qu'on  aurait  pu  l'empêcher 
par  un  effort  qui,  seul,  le  déplacerait  en  sens  contraire;  cl 
il  est  naturel  d'admettre  par  analogie  qu'il  s'exerçait  sur  ce 
corps  un  effort  qui  aurait  été  délruit  par  celui  qui  aurait 


Hosted  by 


Google 


DES    FORCES.  5 

empêché  le  déplacement.  Ainsi  un  corps  qu'on  empêche 
de  descendre  suivant  la  vcnîcale,  au  moyen  d'un  effort 
dont  on  a  la  conscience,  sera  regardé  comme  solllcîlc  coq- 
stammenl  par  une  force  invisible  qui  le  pousse  dans  ce 
sens  :  force  qui  pourra  varier  d'un  corps  à  un  autre.  De 
même  encore,  la  présence  d"uij  aimant  dans  \in  syslème 
oùii  y  aura  un  morceau  de  fer,  qui,  maîulenu  d'abord,  sera 
devenu  libre,  produira  un  déplacement  qu'on  pourrait 
empêcher  par  un  effort  convenablement  dirigé.  Toutes  ces 
expériences  bien  constatées  et  souvent  répétées,  donnent 
la  notion  de  force  aussi  nette  que  l'espéricnce  puisse  faire 
connaître  quoi  que  ce  soit.  Elle  n'a  rien  d'hypothétique; 
mais  nous  ne  chercherons  pas  à  connaître  sa  nature  in- 
time, pas  plus  que  nous  ne  cherchons  celle  de  la  matière 
elle-même.  Nous  nous  bornerons  à  en  étudier  les  effets,  et 
à  reconnaître  et  accumuler,  par  des  expérience  précises, 
assez  de  données  pour  que  la  science  des  forces  devienne 
ce  que  nous  nommons  une  science  de  raisonnement. 

5.  Pour  commencer  par  les  considérations  les  plus  sim- 
ples, nous  concevrons  les  corps  sur  lesquels  agissent  des 
forces,  comme  réduits  à  des  points  sans  étendue  sensible  ; 
nous  appellerons  rlirection  d'une  force  appliquée  à  un 
pareil  corps,  ou  point  matériel,  celle  suivant  laquelle  le 
point  se  déplacerait  dans  le  syslème  invariable,  s'il  y  était 
entièrement  libre  et  qu'il  ne  lût  sollicité  par  aucune  autre 
force. 

Admettant,  d'après  l'espérience,  que  le  déplacement 
pourrait  être  empêché  par  une  certaine  force  de  direction 
contraire,  nous  dirons  que  cette  .seconde  force  est  égale  à 
la  première.  Ainsi  se  trouvera  définie,  dans  ce  nouvel  ordre 
de  choses,  Végah'té,  qui  est  la  première  notion  indispen- 
sable pour  la  comparaison  des  quantités. 

6.  La  seconde  notion  indispensable,  el  qui  complète  les 
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données  nécessaires  à  la  comparaison  et  à  la  mesure  des 
quantités,  est  celle  de  leur  addition.  ISous  dirons  que  deux 
forces  s  ajoutent  lorsqu'elles  agissent  dans  fe  n^ème  sens  et 
suivant  la  même  droite  sur  un  même  point  malériel.  L'es- 
pénence  ferait  voir,  si  cela  ne  paraissait  pas  admissible  de 
soi-même,  que  le  déplacement  d'un  point  libre  s'effectue- 
rait, sous  l'influence  des  deux  forces,  dans  la  même  direc- 
tion où  il  aurait  eu  lieu  sous  l'influence  de  chacune  d'elles 
séparément;  et  que  ce  déplacement  pourrait  être  empêché, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  au  moyen  d'une  force  de 
direction  contraire. 

D'où  il  suit  que  les  deux  forces  qui  sollicitent  le  même 
point  dans  le  même  sens  pourraient  être  remplacées  par 
une  seule,  et  cette  dernière  s'appellera  la  somme  des  deux. 

Ayant  ainsi  déflni  Végalité  et  Yadditton  de  deux  forces, 
et  par  suite  d'un  nombre  quelconque  de  forces,  la  sous- 
traction, la  multiplication  et  la  division  des  forces  s'en 
suivent.  La  comparaison  des  forces  et  leur  expression  en 
nombre  en  résultent,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  les 
moyens  pratiques  d'exécution, 

7.  Les  forces  pouvant  ainsi  être  censées  représentées 
par  des  nombres,  et  les  nombres  pouvant  l'être  eux-mêmes 
par  des  lignes,  les  forces  pourront  l'être  par  des  lignes;  et 
il  sera  commode  de  les  placer  sur  les  directions  respectives 
de  ces  forces,  en  pariant  des  points  mêmes  où  elles  sont 
appliquées.  De  cette  manière,  une  force  quelconque  sera 
déterminée  par  son  point  d'application,  sa  direction,  et 
par  nue  longueur  portée  sur  cette  direction,  à  partir  du 
point  d'application,  qui  représentera,  par  son  rapport  a 
l'unité  de  longueur,  le  rapport  de  la  force  à  celle  qui  a  été 
prise  pour  unité. 

8.  Si  nous  considérons  un  assemblage  de  points,  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque,  entièrement  libre 
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dans  le  système  invariable  auquel  on  rapporte  les  corps, 
ou  assujetti  à  certaines  liaisons  avec  les  points  de  ce  sys- 
tème, et  que  des  forces  viennent  à  être  applif|uées  à  des 
points  de  cet  assemblage  :  elles  produiront  généralement 
un  déplacement,  mais  il  peut  arriver  aussi  que  leurs  elicts 
soient  détruits  par  les  liaisons  des  points,  tant  entre  eux 
qu  avec  ceux  du  système  invariable,  et  l'on  dit  alors  qu'elles 
y  sont  en  équilibre. 

L'élude  de  ce  cas  particulier  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance, non-seulement  par  les  applications  utiles  que  les 
hommes  en  ont  ("ailes,  mais  encore  parce  qu'il  est  la  base 
des  solulions  de  toutes  les  questions  de  mouvement.  C'est 
pour  cela  que  la  recherche  dus  lois  de  l'équilibre  des  forces 
doit  èlre  l'objet  des  premières  études. 

Elle  exigera  nécessairement  des  données  tirées  de  l'ob- 
servation ;  car  le  monde  dans  lequel  nous  vivons  aurait  pu 
être  soumis  à  des  lois  autres  que  celles  qui  y  régnent;  et  il 
serait  insensé  de  prétendre  que  les  lois  que  l'homme  ima- 
ginerailseraient  nécessairement  celles  qui  oui  été  choisies 
parle  Créateur  de  l'univers. 

Les  données  nécessaires  à  la  recherche  des  lois  de  l'équi- 
libre des  forces  sont  moins  multipliées  que  celles  qu'exi- 
gent les  lois  des  déplacements  qu'elles  peuvent  produire. 

Cette  recherche  sera  l'objet  de  la  première  Section  de 
ce  volnm<;;  et  nous  ne  nous  occuperons  d'abord  que  de 
rétablissement  des  premières  données  et  des  principes  qui 
lui  sont  nécessaires.  La  seconde  Section,  où  l'on  considérera 
les  déplacements  produits  par  les  forces,  sera  précédée  de 
l'éiablissemenlde  nouvelles  données,  inutiles  pour  les  sim- 
ples questions  d'équilibre. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DONNÉES  EXPÉRIMENTALES  ET  PROPOSITIONS  GÉNÉRALES 
RELATIVES  A  LÉQUILIBRE  DES  FORCES. 


9.  Les  propositions  que  nous  allons  établir  ne  devront 
pas  être  présentées  toutes  immédiatement  aux  eommen- 
çants  :  trop  de  généralité  dès  le  début  produit  presque  tou- 
jours du  vague  et  de  l'oLscurité,  et  l'on  ne  se  rend  pas  assez 
compte  de  ce  que  l'on  admet  sur  des  choses  que  l'on  n'a 
pas  encore  pratiquées. 

Mais  dans  un  Ouvrage  comme  celui-ci,  qui  n'est  pas  des- 
tiné à  ceux  qui  n'ont  encore  aucune  notion  sur  les  matières 
qui  y  sont  traitées,  il  nous  a  paru  convenable  de  présenter 
dans  leur  ensemble  les  principes  qui  sont  la  base  de  la 
science,  et  qu'on  applique  à  chaque  înslanl  dans  les  circon- 
stances les  plus  variées.  Il  peut  être  sage,  dans  un  premier 
enseignement,  de  n'introduire  chacun  d'eus  qu'au  moment 
où  il  est  devenu  indispensable;  mats  quand  on  a  sufllsam- 
ment  étudié  les  détails,  il  eslbon  de  réfléchir  sur  leur 
enchaînement,  et  de  se  rendre  compte  de  l'ensemble  des 
données  premières,  et  des  principes  qui  ont  guidé  dans  les 
déductions. 

10.  PiîEMiEH  pRiwciPE. —  Lorsqu'un  système  de  poinis 
esl  en  équilibre,  on  ne  déirtiit  pas  cet  état  en  fixant  un  ou 
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plusieurs  de  ces  points,  ou  en  étab/issaiit  entre  eux  ries 

liaisons  nouvelles. 

En  effet,  on  n'introduit  ainsi  aucune  force;  on  donne 
seulement  des  moyens  de  détruire  certaines  forces  nouvelles 
que  l'on  introduirait  dans  le  système. 

Nous  admettrons  encore,  soit  comme  évident  de  soi- 
même,  soit  comme  résultai  de  l'expérience,  que  lorsqu'un 
système  (le  points  est  en  équilibre,  cet  état  subsisterait  en- 
core si  l'on  ajoutait  de  nouveaux  points,  ou  qu'on  en  sup- 
primât, pourvu  que  toutes  les  liaisons  primitives  ne  fussent 
pas  altérées.  Ainsi,  en  supposant  le  système  entièrement 
rigide,  ce  que  nous  désignerons  quelquefois  sous  le  nom  de 
coi-ps  solide,  on  pourra  y  lier  ou  en  retrancher  une  quantité 
de  matière  quelconque,  pourvu  que  les  points  auxquels 
sont  appliquées  les  forces  ne  puissent  changer  leurs  dis- 
lances mutuelles,  et  qu'aucune  force  nouvelle  ne  soit  intro- 
duite; et  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé  :  de  sorte  qu'on  n'a 
à  s'occuper  que  du  système  des  poinls  d'application  et  de 
leurs  liaisons  extérieures,  indépendamment  de  la  matière 
qui  compose  le  corps,  et  de  la  forme  qu'on  lui  donne. 

1 1 .  Deokième  prikcipe.  —  Si  divers  systèmes  de  forces 
appliquées  à  un  système  de  points  liés  entre  eux  et  au 
système  vwariable  d'une  manière  quelconque,  y  sont  sé- 
parément en  équilibre,  et  que  les  liaisons  soient  suscepti- 
bles de  produire  des  résistances  indéfinies,  ils  seront  en 
équilibre  quand  ils  y  seront  appliqués  simultanément. 

Ainsi,  dans  un  système  sur  lequel  certaines  forces  sont 
en  équilibre,  on  peut,  sans  le  rompre,  introduire  de  nou- 
velles forces  qui  seraient  en  équilibre  sur  ce  système,  si 
elles  y  étaient  seules. 

On  peut  aussi  évidemment  supprimer  des  forces  qui  sont 
détruites  par  les  efforts  qu'elles  font  naiire  dans  ce  sys- 
tème matériel.  Mais  il  ne  suffirait  pas  de  s'assurer  qu'elles 
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seraient  en  équilibre  quand  on  les  appliquerait  seules  sur 
le  système;  i!  faut  toujours,  pour  avoir  le  droildelcs  sup- 
primer, reconnaître  qu'elles  ont  fait  naître  dans  le  système 
les  mèniea  résistances  que  si  elles  étaient  seules;  alors,  en 
les  suppiimanl,  les  autres  forces  sur  lesquelles  les  précé- 
dentes n'agissaient  pas,  puisqu'elles  étaient  détruites  indé- 
pendamment d'elles,  resteront  en  équilibre  :  ce  que  toutes 
les  espéricnces  confirment. 

Celle  condition  nécessaire  pour  la  suppression  d'un 
groupe  de  forces  n'est  pas  toujoui's  facile  à  reconnaiire,  et 
est  suppléée  par  le  principe  suivant  : 

12,  Troisiîsme  principe.  —  On  peut,  sans  déiruire 
l'équilibre,  supprimer  un  groupe  de  forces  telles,  que  des 
forces  respectivement  égales  et  appliquées  aux  mêmes 
points  en  sens  contraire,  seraient  en  équihre  si  elles  exis- 
taient seules  sur  le  sjstème. 

En  elï'et,  d'après  le  principe  précédent,  on  ne  dérangera 
pas  l'équilibie  primitif  en  introduisant  ces  dernières  forces; 
mais  cbacune  d'elles  détruisant  la  force  égale  et  contraire 
appliquée  au  même  point,  on  peut  les  supprimer  l'une  et 
l'autre  en  chaque  point  sans  déranger  l'équilibre,  et  il  ne 
reste  plus  que  les  forces  primitives,  moins  le  groupe  en 
question. 

Il  est  à  remarquer  que  l'on  peut  ainsi  supprimer  un 
groupe  de  forces  qui  ne  sérail  pas  en  équilibre  sur  le  sys- 
tème, s'il  y  existait  seul.  Il  est  suffisant  que  le  groupe 
composé  de  forces  respecûvement  contraires,  soit  en  équi- 
libre s'il  existe  seul  sur  le  système:  toutefois,  celte  con- 
dition n'est  pas  indispensable,  et  nous  le  montrerons  toul 
à  riieure. 

Ces  principes  très-généraux  sont  d'une  grande  utilité,  à 
cause  des  transformations  sans  nombre  qu'ils  permolteni 
de  faire. 
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Remarque.  —  Quelque  rigides  (|itc  soJeiU  les  corps,  les 
forces  qu'ils  déti-uîsent  opèrent  toujours  de  petits  chan- 
gements dans  la  position  relative  de  leurs  molécules.  On 
n'en  tiendra  ici  aucun  compte  ;  et  l'on  supposera  que  des 
forces  qui  se  font  équilibre  sur  un  corps,  cl  qui  ont,  par 
cela  même,  dérangé  tant  soit  peu  ses  molécules,  s'y  feraient 
encore  équilibre  si,  par  des  moyens  quelconques,  on  pou- 
vait rendre  ce  corps  assez  rigide  pour  que  le  dérangement 
fût  encore  bien  plus  insensible  et  même  nul. 


EXEMPLES  DE    I,  APPilCATlOa  DES    PEIKCIPES   PBÉCÉDENTS. 

13.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  montrer,  par 
un  exemple  très-simple,  combien  i!  est  nécessaire  d'avoir 
égard  à  l'observation  que  nous  avons  faîte  au  sujet  du  se- 
cond des  principes  précédeuls,  et  comment  celle  difliciilté 
disparaît  par  l'application  du  troisième. 

Soient  A  et  B  (fig.  i)  deux  points  liés  de  telle  sorte, 
qu'ils  ne  puissent  s'éloigner  l'un  de  l'autre,  mais  qu'ils 
Fig.  I,  puissent  se  rapprocher.  Que  l'on  applique  au 
point  A  deux  forces  égales  et  contraires  P,  P'  dans 
la  direction  delà  droite  AB,  et  que  l'on  applique  à  B 
deux  forces  Q,  Q'  égales  aux  premières,  et  agissant 
aussi  en  sens  contraire  suivant  la  ligne  AB;  il  y  aura 
équilibre  dans  le  système,  puisqu'il  y  ; 
chaque  point.  Or  les  deux  forces  P,  Q'  ! 
équilibre  si  elles  agissaient  seules  sur  le  système  AB, 
et  cependant  on  ne  peut  les  supprimer  sans  perdre 
l'équilibre  des  quatre  forces,  car  il  resterait  les 
deux  forces  P'  et  Q,  qui  ne  se  détruiraient  pas, 
puisque  les  deux  points  A  et  B  peuvent  se  rapprocher,  par 
hypothèse.  Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  le  groupe 
P,  Q'  ne  rentre  dans  aucun  des  deux  cas  que  nous  avons 
indiqués  précédemment,  comme  permettant  la  suppression. 
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En  premier  lieu,  les  deux  forces  P,  Q'  ne  se  détruisent 
pas  elTecii veinent,  et  ne  produisent  pas  sur  AB  l'eflbrl 
qu'elles  produiraient  si  elles  y  étaient  seules  appliquées. 
La  foMx'  P  est  détruite  par  P'et  n'agit  que  sur  le  point  A; 
il  en  CM  de  même  des  forces  Q,  Q'  en  B,  et  il  n'en  résulte 
aucune  action  entre  les  points  A  et  B,  qui  ne  cesseraient 
pas  d'être  en  équilibre  quand  même  il  n'existerait  aucune 
liaison  entre  eux. 

En  second  Heu,  les  forces  P'  et  Q,  égales  et  opposées  à 
P  et  Q',  ne  seraient  pas  en  équilibre  si  elles  agissaient 
seules  sur  le  système,  puisque  les  points  A  et  B  peuvent  se 
rapprocher. 

Donc  enfin  on  ne  pourrait  affirmer  qu'en  supprimant  les 
forces  P  et  Q'  on  ne  détruirait  pas  l'équilibre;  cl  nous 
avons  vu  qu'effectivement  il  se  trouvait  détruit  par  cette 
suppression. 

Cet  exemple  montre  donc  que,  dans  un  système  en  équi- 
libre, on  ne  peut  pas  toujours  supprimer  un  groupe  de  forces 
qui  serait  en  équilibre  sur  le  système,  s'il  y  était  seul.  Et  il 
montre  aussi  qu'on  peut  supprimer  un  système  qui  ne  serait 
pas  en  équilibre  s'il  était  selil  sur  le  système,  mais  qui  est 
tel,  que  le  système  opposé  serait  en  équilibre  s'il  y  était 
seul.  Oji  peut  en  effet  supprimer  les  deux  forces  P'  et  Q  qui 
ne  seraient  pas  en  équilibre  sur  le  système,  mais  sont  (elles, 
que  les  contraires  y  seraient. 

l-i.  On  peut  donner  aussi  un  exemple  bien  simple  de 
ce  que  nous  avons  avancé  dans  le  troisième  principe,  savoir 
qu'oM  peut  quelquefois  supprimer  un  sj'stémo  de  forces 
tel,  que  le  système  contraire,  existant  seul,  ne  serait  pas 
en  équilibre.  Il  suffit  pour  cela  de  considérer  le  système 
P,  Q*,  existant  seul  sur  AB.  On  peut  évidemment  le  suppri- 
mer sans  que  le  système  cesse  d'être  en  repos,  et  cependant 
le  système  des  forces  opposées  P',Q,  existant  seul,  ne  serait 
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pas  en  équilibre  sur  AB;  mais  les  forces  que  l'on  supprime 
sont  effectivement  délniiies  par  la  résisiaiiee  da  syslèine. 
Cette  remarque  peut  être  énoncée  d'une  manière  dilTérenie 
ea  observant  que  supprimer  un  système  de  forces,  c'est 
iuti-oduire  le  système  contraire.  Ou  aura  alors  !a  proposi- 
tion suivante: 

On  peut  quelquefois  introduire  un  groupe  de  forces  qui 
ne  serait  pas  en  équilibre  sur  le  système. 

J5.  Remarque.  — On  lire  des  considérations  précédentes 
celte  conséquence,  que  si  l'on  introduit  des  forces  dans  un 
système,  on  ne  peut  pas  toujours  affirmer  que  leur  effet 
sera  le  même  que  si  l'on  avait  préalablement  introduit 
certaines  autres  forces  qui  n'auraient  pas  détruit  l'équilibre, 
mais  qui  cependant  pourraient  avoir  de  l'influence  sur 
celles  qu'on  applique  en  dernier  lieu.  Et  pour  cette  raison 
on  ne  peut,  sans  examen,  conclure  l'effet  de  forces  intro- 
duites dans  un  syslcmc  où  l'on  aurait  légilîmenient  rem- 
placé un  groupe  par  un  autre.  Un  exemple  bien  simple 
le  prouvera  sans  réplique. 

Soit  une  force  P  appliquée  à  un  point  A  d'un  corps  émi- 
nemment flexible,  mais  inextensible  AB,  ayant  tous  ses 
Fig.  2.  points  en  ligne  droite  IJig.  2).  Introduisons  suivant 
la  droite  AB  deux  forces  P',  P"  égales  à  P  et  de 
sens  opposés.  L'effet  de  la  force  P  sur  le  système 


1  modifié,  soit  qu'il  1 


t  c,m 


non,  pourvu  que  le  corps  reste  constamment  dans 
les  conditionsprimitives  qui  ont  permis  l'introduc- 
tion de  P',  P".  Or,  si  l'on  applique  en  B  une  force 
égale  et  contraire  à  P",  les  quatre  forces  se  détrui- 
sent, tandis  qu'il  en  aurait  été  autrement  si  l'on 
avait  appliqué  la  dernière  force  avant  l'introduc- 
tion de  P',  P". 
Nous  reconnaîtrons  bientôt  que  les  mêmes  réserves  ne 
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se  rcnconirent  pas,  dans  les  systèmes  rigides,  qticdans  ceux 
dont  les  liaisons  comportent  des  cliangemenls  de  forme  ou 
de  disposiiioii.  Mais  il  faut  prendre  garde,  dès  le  commen- 
cement, d'attribuer  aux  principes  «ne  trop  grande  géué- 


16.  Lorsqu'une  force  P  est  appliquée  à  uu  point  libre  A, 
nous  allons  démontrer  qu'on  peut,  sans  changer  son  effet, 
quel  qu'il  soit,  l'appliquer  à  tout  autre  point  li  de  S3  direc- 
tion, si  ce  point  est  lie  invariablement  au  premier. 

Et  il  n'est  même  pas  nécessaire  que  cette  liaison  soit  aussi 

Si,  par  exemple,  le  point  B  est  situé  par  rapport  à  A  du 
côté  où  s'exerce  l'action  de  !a  force  P,  il  suffit  que  la  dis- 
tance AB  ne  puisse  augmenter;  ce  qui  sera  le  cas,  par 
exemple,  où  ces  deux  points  seraient  liés  par  un  corps  ex- 
trêmement délié,  éminemment  flexible  et  inextensible. 
Nous  donnerons  dorénavant  le  nom  de /ï/ à  un  pareil  corps, 
et  nous  le  considérerons  comme  n'ayant  de  dimensions  que 
dans  le  sens  de  la  longueur,  et  prenant  sans  résistance 
toutes  les  formes  possibles,  en  conservant  la  même  lon- 
gueur. Nous  considérerons  plus  tard  des  fils  élastiques,  qui 
sous  l'action  des  forces  peuvent  changer  de  longueur. 

Si,  au  contraire,  le  point  B  était  de  l'auHc  coté  de  A,  il 
suffirait  que  la  dislance  AB  ne  pût  diminuer. 

Pour  le  démontrer,  dans  le  premier  de  ces  deux  derniers 
cas,  appliquons  aux  extrémités  de  la  droite  inextensible 
Ali  {fig.  2)  deux  forces  égales  à  V,  et  agissant  suivant  la 
droite  AB  dans  les  directions  AP',  BP";  elles  se  détrui- 
raient si  elles  étaient  seules  sur  le  système,  et  par  consé- 
quent leur  introduction  est  permise.  Mais  les  deux  forces 
égales  P,  P',  appliquées  au  même  point  en  sens  contraires. 
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se  déiruisem,  ei  il  ne  resie  plus  que  la  force  P",  qui  n'est 
autre  que  la  force  P  transportée  au  point  B  de  sadirection- 

On  raisonnerait  d'une  manière  analogue  si  le  point  B 
était  situé  de  l'autre  côté  du  point  A,  et  que  la  dislance  AB 
ne  pût  pas  diminuer. 

Les  raison uctneitls  précédents  ne  seraient  plus  appli- 
cables dans  le  cas  où,  le  système  des  points  étant  variable, 
la  distance  AB  ne  resterait  pas  la  même. 

EnOn  si  les  conditions  respectives  de  ces  deux  cas  sont 
réunies,  c'est-à-dire  si  les  poiuls  A  et  B  sont  invariable- 
ment liés  l'un  à  l'autre,  comme  cela  arrivera,  par  exemple, 
s'ils  font  partie  d'un  système  rigide,  on  pourra  transporter 
la  force  en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  supposé 
toujours  invariablement  lié  au  système. 

Remarque.  —  Il  est  important  d'observer  que,  quand 
on  a  fixé  des  points,  ou  introduit  toute  autre  espèce  de 
liaison  dans  un  système  en  équilibre,  on  peut  supprimer 
des  forces  telles,  que  les  contraires  seraient  en  équilibre 
sur  le  système  modifié.  C'est  une  conséquence  immédiate 
du  troisième  principe. 

Si,  par  exemple,  dans  un  système  rigide,  on  fixe  un  de 
ses  points,  on  pourra  supprimer  toutes  les  forces  dont  la 
direction  passera  par  ce  point,  puisque  les  contraires  ap- 
pliquées en  ce  point  seraient  détruites. 

Si,  au  lieu  de  fixer  un  point  du  système,  on  en  fixe  deux, 
et  par  suite  tous  ceux  de  la  droite  qui  les  joint,  soit  qu'ils 
appartiennent  d'abord  au  système,  soit  qu'on  les  y  intro- 
duise et  qu'on  les  lie  invariablement  aux  autres,  on  pouria 
supprimer  toutes  les  forces  dont  la  direction  rencontrera 
cet  ase  fixe,  puisque  cliacune  d'elles  peut  6[re  appliquée  à 
son  point  de  rencontre  qui  est  fixe. 

17.  Postulatum.  —  Nous  venons  de  voir  que  quand  un 
système  rigide  avait  un  point  fixe  autour  duquel  il  pouvait 
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se  mouvoir  d'une  manière  quelconque,  toute  force  Joiit  la 
dircclioD  passait  par  ce  point  était  détruite,  et  ne  pouvait 
produire  aucun  déplacement.  Nous  admettrons  comme  ré- 
sultat d'expérience,  ou  comme  axiome,  que  tonte  Joice 
dont  la  direction  ne  passerait,  pas  par  le  point  jlxe,  ne 
serait  pas  détruite,  et  produirait  un  déplacement. 

Nous  admettrons  encore  qu'i7  en  serait  de  même  dans 
le  cas  d'un  axe  fixe,  ou  de  deux  points  Jixes. 

Il  en  résultera  nécessairement  que  si  un  corps  a  un  point 
unique,  ou  un  axe,  fixe,  et  qu'on  sache  qu'une  force  appli- 
quée seule  à  ce  corps  est  détruite,  on  pourra  affirmer  que 
sa  direction  passe  par  le  point  fixe,  ou  rencontre  l'axe  fixe, 
à  ime  distance  finie  ou  iniînie. 

Nous  donnerons  encore  un  peu  d'extension  à  ce  pos- 
tulatum;  et  nous  admettrons  que  si  un  système  rigide  ne 
peut  que  tourner  autour  d'un  axe  [fixe,  et  qu'il  soit  solli- 
cité par  plusieurs  forces  qui,  si  elles  agissaient  sépaiémenl, 
le  feraient  tourner  dans  le  même  sens,  le  système,  sous 
leur  action  simultanée,  tournerait  dans  ce  même  sens,  et 
ne  serait  pas  en  équilibre. 

Si,  au  lieu  d'un  axe  fixe,  il  y  avait  seulement  un  point 
fi\e,  on  pcoi  affirmer  que  des  forces  appliquées  à  ce  système 
n'y  seront  point  en  équilibre,  si  elles  n'y  sont  pas  quand 
on  fixera  un  second  point  du  système,  ou  un  axe  passant 
par  le  premier. 

1 8.  liédproqite  d'une  proposition  précédente.  —  Il  est 
important  de  remarquer  qu'une  force  agissant  sur  un 
système  libre,  ne  saurait  être  transportée  parallèlement  à 
elle-même  en  un  point  qui  ne  serait  pas  sur  sa  première 
direction  ;  et,  plus  généralement,  qu'elle  ne  peut  être  rem- 
placée par  une  autre  qiti  n'agirait  pas  suivant  la  même 
ligne  droite. 
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En  effet,  supposons  qu'une  force  P  puisse  ttrc  remplacée 
par  une  autre  Q  qui  n'agisse  pas  suivant  ]a  même  ligne 
droite.  Fixons  un  point  sur  la  direction  de  P,  qui  soit 
autre  que  le  point  de  rencontre  des  directions  de  P  el  Q, 
si  toutefois  elles  se  rencontrent.  La  force  P  sera  détruite, 
comme  nous  venons  de  le  voir-,  elle  n'atiraît  donc  pas  pu 
être  remplacée  par  Q,  qui  dans  les  mêmes  conditions  ne 
serait  pas  détruite. 

Il  n'est  donc  pas  possible,  dans  un  système  libre,  de  trans- 
porter une  force  parallèlement  à  elle-même  en  un  point  hors 
de  sa  direction,  ni  de  la  remplacer  par  toute  aulre  force  di- 
i-igée  comme  on  voudra  et  appliquée  à  un  point  qui  ne  se- 
rait pas  sur  sa  direction. 

Et,  par  conséquent,  toutes  les  fois  qu'on  pourra  prouver 
qu'une  force,  agissant  sur  un  système  libre,  peut,  sans 
changer  d'e/fel,  être  remplacée  par  une  aulre,  appliquée 
en  un  certain  point,  on  eu  conclura  nécessairement  que  sa 
direction  passait  par  ce  point.  Il  est  facile  de  reconnaître, 
en  outre,  que  cette  nouvelle  force  doit  être  égale  à  la  pre- 
mière; car  il  a  été  démontré  que,  dans  la  position  où  elle 
se  trouve,  elle  pourrait  remplacer  la  première  si  elle  lui 
était  égale  ;  donc,  si  elle  était  plus  grande  ou  pins  petite,. 
elle  ne  produirait  pas  le  même  effet  que  la  première,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse. 

19.  Deux  forces  qui  ne  sont  pas  égalas  et  directement 
opposées  ne  peuvent  se  faire  équilibre  sur  un  système  ri- 
gide libre. 

Cela  résulte  immédiatement  des  raisonnements  précé- 
dents; car,  en  fixant  sur  la  diiection  de  l'une  uli  point 
qui  ne  serait  pas  sur  la  direction  de  l'autre,  l'équilibre 
ne  devrait  pas  être  rompu;  mais  la  première  serait  dé- 
truite, et  la  seconde  mettrait  le  système  en  mouvement: 
l'équilibre  n'existait  donc  pas.  Il  est  donc  nécessaire,  pour 
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qu'il  existe,  que  tout  poîut  pris  sur  la  direction  d'uiio  des 
forces  soit  sur  la  direction  de  l'autre,  et  par  conséquent 
que  ces  deux  directions  se  confondent;  il  est  c'vident  alors 
qu'elles  doivent  agir  en  sens  contraire  et  être  égales. 

SYSTÈMES  ÉQIIIVALEMS  OU    QUI   PEUVEBT  SE  KEMPLACER.    — 
COMPOSiMTES  ET  RÉSULTANTE. 

20.  Soit  A  un  certain  groupe  de  forces,  et  B  un  second 
groupe  qui  pourrait  le  remplacer  sur  un  système  donné  de 
points,  sans  déranger  son  état,  quel  qu'il  soil.  Introdui- 
sons le  groupe  B  et  l'opposé  que  je  désignerai  par —  B, 
sans  attacher  aucun  autre  sens  au  signe  — .  Les  trois  sys- 
tèmes A,  B,  —  B  ne  seront  autre  chose  que  A.  Or,  pour 
que  B  puisse  le  remplacer,  il  faut  qu'on  puisse  supprimer 
A  et  —  B,  ce  qui  aura  lieu  si  le  contraire  —  A  et  B  est  en 
équilibre  quand  il  existe  seul  sur  le  système.  D'où  l'on 
conclut  qu'wH  groupe  de  forces  B  peut  toujours  en  rem- 
placer un  autre  A,  lorsqu'il  serait  en  équilibre  sur  le  sjs- 
tème  avec  Vopposé  —  A  à  cet  autre. 

Mais  cela  n'entraîne  pas  que  A  puisse  remplacer  B,  parce 
que  A  ne  serait  peut-être  pas  en  équilibre  avec — B,  et 
alors  on  ne  pourrait  prononcer. 

Si,  par  exemple,  on  considère  un  fil  flexible  MN  et  une 
force  P  appliquée  au  point  N  suivant  IN'M,  on  pourra  la 
remplacer  par  une  force  égale  et  de  même  sens  P'  appli- 
quée en  M,  parce  que  celte  dernière  serait  en  équilibre 
avce  P"  égale  et  contraire  à  P.  Maïs  on  ne  peut  affirmer 
que  P  pourrait  remplacer  P',  parce  que  P  ne  serait  pas  en 
équilibre  sur  le  fil  avce  la  force  égale  et  opposée  à  P'  et 
appliquée  en  M. 

Et,  en  effet,  P  ne  pourrait  pas  toujours  remplacer  P'. 

Remarque.  —  On  voit  par  cet  exemple  qu'il  esl  possible 
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qu' 

ungH 

)U[»e  de  forces  B  soit  équivaleiil 

nuna 

«tregi 

A, 

leraî 

1  certain  syslème,  sans  que  A  so 
■me  système. 

it^qui 

valent 

2i.  Composantes  et  i-ésuhante.  —  Lorsque  des  forées 
appliquées  à  un  système  rigide  et  eutièrËment  libre  dans 
l'espace  sont  telles,  qu'elles  poiirraieut  dans  ions  les  cas 
être  remplacées  par  une  seule,  cette  force  uuit|ue  est  dite 
la  résultante  des  premières,  ei  celles-ci  s'appellent  les  com- 
posantes de  Tautrc, 

Cette  substitution  d'une  seule  force  à  plusieurs  autres 
sur  un  système  rigide  et  libre  se  nomme  composition  des 
forces,  et  la  subslilulion  de  plusieurs  forces  à  une  seule  se 
nomme  décomposition  de  cette  dernière. 

On  voit  donc,  par  ce  qui  précède,  qu'on  aura  la  résul- 
tante d'un  système  de  forces,  si  l'on  en  trouve  une  qui 
fasse  équilibre  au  syslème  contraire,  e'esl-à-dire  au  sys- 
tème qui  consislerait  dans  les  forces  primitives  prises  en 
sens  contraire  et  appliquées  respectivement  aux  mêmes 
points.  Et,  par  conséquent,  le  problème  de  ia  composition 
des  forces  rentre  dans  celui  de  l'équilibre. 

Si  l'on  a  trouvé  une  résultante,  il  n'y  a  pas  à  en  cber- 
cher  une  autre,  puisque  nous  avons  vu  qu'une  force  ne  peut 
être  remplacée  identiquement  que  par  une  autre  qui  ne 
serait  que  la  première  transportée  en  un  point  de  sa  direc- 
tion lié  invariablement  au  système- 
Mais  peut-on  dire  réciproquement  qu'une  force  puisse 
èlre  remplacée  par  plusieurs  autres,  par  cela  seul  qu'elle 
pourrait  les  remplacerP  Nous  avons  vu,  en  effet,  des  cas 
où  un  groupe  de  forces  A  pouvait  être  remplacé  par  un 
autre  B,  sans  pouvoir  réciproquement  le  remplacer. 
L'exemple  que  nous  en  avons  donné  s'appliquait,  il  est 
vrai,  à  un  syslème  non  rigide;  mais  nous  n'avons  pas  cn- 
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core  le  droit  d'affirmer  que  cette  rédproque  esL  toujours 
vraie  quand  il  s'agit  d'un  corps  solide. 

Nous  prouverons  bientôl  qu'il  en  est  ainsi,  c'est-à-diie 
que  si  un  groupe  A  peut  Être  remplacé  par  un  autre  B  sur 
un  système  rigide,  réciproquement  il  pourra  remplacer  B. 
Maïs  dans  les  cas  simples  que  nous  étudierons  avant  d'avoir 
établi  cette  proposition  générale,  nous  reconnaîtrons  sans 
peine  que  cette  réciprocîic  a  lieu, 

REMARQUES    DIVERSES. 

22.  Lorsque  plusieurs  forces,  situées  ou  non  dans  un 
même  phni,  sont  aj/pîiquées  h  un  même  point  et  qu  elles 
ne  sont  pas  en  équilibre^   elles  ont  toujours  une  lésul- 

En  effet,  supprimons  ces  forces,  et  introduisons  à  leurs 
places  des  forces  respeclîvement  égales  el  contraires.  Le 
point  tendra,  par  leur  action,  à  se  déplacer  dans  une  cer- 
taine direction  déterminée;  et,  si  l'on  appliquait  en  sens 
contraire  une  force  d'une  intensité  convenable,  on  empê- 
cherait évidemment  le  déplacement  de  se  produire,  et  l'é- 
quilibre aurait  lieu.  Donc,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  cette  force  pourra  remplacer  les  premières. 

23.  Lorsque  trois  forces  appliquées  en  un  même  point 
sont  en  équilibre,    leurs  érections  sont  dans  un  même 

Trois  forces  respecliventent  égales  et  opposées  aux 
premières  seraient  aussi  en  équilibre. 

Chacune  des  trois  forces  est  égale  et  opposée  à  la  ré- 
sultante des  deux  autres. 

1°  Si  les  trois  forces  n'étaient  pas  dans  un  même  plan, 
et  qu'on  fixât  deux  points  liés  au  point  donné  et  silués 
sur  les  directions  de  ces  deux  forces,  l'équiiibre  ne  serait 
pas  détruit.  Or  ces  deux  forces  seraïejit  détruites  et  la 
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troisième  ne  le  serait  pas  (n"  16,  Bcmarque),  l'é([iiililjro 
serait  donc  détruit,  ce  qui  est  coniradicloire.  Il  n'est  doni; 
pas  possible  c[ue  les  trois  directions  ne  soient  pas  dans  un 
même  plan. 

2"  Les  trois  forces  étant  en  équilibre  sur  le  point  libre, 
cet  état  ne  cessera  pas  quelque  part  qu'on  transporte  ce 
système  sans  y  rien  changer.  Or,  si  on  le  fait  tourner  de 
deux  angles  droits  dans  son  plan,  autour  du  point  d'appli- 
cation, chaque  force  est  dans  la  direction  opposée  à  la 
première  et  l'équilibre  subsiste.  Donc,  lorsque  trois  forces 
sont  en  équilibre  sur  un  point,  les  trois  respeclîvement 
égales  et  contraires  y  sont  aussi. 

3°  Une  force  opposée  à  l'une  quelconque  des  trois  peut 
remplacer  les  deux  autres  ;  car,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
dit,  elle  serait  enéquilibre  avec  les  forces  égales  et  oppo- 
sées aux  deux  autres.  Donc  chacune  des  t/ws  forces  est 
égale  et  opposée  à  la  résuhanle  des  deux  autres. 

Inutile  de  faire  remarquer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  force 
qui  puisse  faire  équilibre  à  deux  autres  appliquées  à  un 
point,  car  celle  force  doit  être  opposée  à  la  résistance,  qui 
est  unique  (n"  21). 

Rappelons  encore  qu'en  introduisant  une  force  égale  et 
opposée  à  la  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un 
point,  il  y  a  équilibre.  En  effet,  on  a  démontré  que  l'équi- 
libre est  possible  en  introduisant  une  troisième  force  con- 
venable, et  ensuite  que  cette  troisième  est  égale  et  opposée 
à  la  résultante.  D'où  il  suit  que  la  force  égale  et  opposée 
à  la  résultante  établit  l'équilibre. 

24,  Si  des  forces  en  nombre  quelconque  sont  appli- 
quées h  un  même  point,  et  que  leurs  directions  soient 
toutes  dans  un  même  plan  et  d'un  mente  côté  d'une  droite 
passant  par  ce  point,  il  est  impossible  qu'elles  soient  en 
équilibre. 
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Eli  effet,  soient  A  le  point  donné  [fig.  3),  XAX'  urip 
droiie  telle,  que  toutes  les  directions  des  fiirces  P,  P',  P", 
P™, .  .  . ,  soient  d'un  même  côlé  de  celtt;  droite  ;  et  suppo- 
sons que  ces  forces  soient  en  équilibre.  Fisous  un  point  0 


simé  sur  AX  ci  lié  invariableniciH  ii  A,  l'équilibre  ne  sera 
pas  troublé, 

Oi-,  si  l'on  conçoit  un  rajoii  vecteur  tournant  autour  de 
A,  et  partant  de  la  direction  AX  pour  arriver  à  AX'  en  se 
mouvant  du  côté  où  sont  les  directions  des  forces  données, 
on  reconnaît  immédiatement  (n"  16)  qu'une  force  qui  se- 
rait appliquée  seule  au  point  matériel  A,  dans  une  quel- 
conque de  ces  directions,  le  ferait  tourner  autour  de  O  dans 
le  môme  sens,  et  que  toute  force  appliquée  à  A,  dans  une 
direction  située  de  l'autre  côté  de  XX',  ferait  tourner  le 
point  dans  le  sens  contraire  autour  de  Q. 

Il  suit  de  là  que  chacune  des  forces  P,  P',P", ..  .  ten- 
dant à  faire  tourner  A  autour  du  point  fisc  O  dans  le  même 
sens,  rien  ne  s'opposera  à  ce  que  le  mouvement  ait  lieu,  et 
que,  par  conséquent,  ces  forces  ne  seront  pas  en  équilibre 
comme  cela  devrait  Être  d'après  l'hypothèse. 

Cette  hypothèse  était  donc  fausse  et  les  forces  ne  pou- 
vaient être  en,  équilibre,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  — ■  Il  suit  de  là  que  lorsque  trois  forces 
P,  P',  P",  appliquées  à  un  point  libre  A,  sont  en  équilibre, 


Hosted  by 


Google 


26  DE  l'équilibre  des  FoncEs. 

la  direction  contraire  à  celle  de  l'une  quelconque  des  Irois 

est  dans  l'angle  des  deux  autres. 

En  effet,  sï  la  direction  opposée  à  AP,  par  exemple, 
u'était  pas  dans  l'angle  P'AP",  on  pourrait  mener  par  A 
une  droite  telle,  que  les  directions  des  trois  forces  seraient 
d'un  même  côté  de  cette  droite;  les  trois  forées  ne  seraient 
donc  pas  en  équilibre,  ee  qui  serait  contraire  à  l'iiypo- 
ihèse. 

25.  La  dii-eclion  de  la  résultante  de  deux  forces  ap- 
pliquées à  un  même  point  est  située  dans  l'angle  formé 
par  les  directions  de  cesforces. 

En  effet,  la  force  égale  et  opposée  à  la  résullaulc  éta- 
blissant l'équilibre,  la  direction  qui  lui  est  opposée,  c'esl- 
â-dire  celle  de  la  résultante,  sera  dans  l'angle  des  deux 
forces, 

Si  les  deux  forces  sont  égales,  la  résuhanle  serti  dirigt'ie 
suivant  la  bissectrice  de  l'angle  des  forces. 

Supposons,  en  effet,  qu'elle  ait  une  autre  direction  et 
faisons  tourner  de  deux  droits  le  système  autour  de  la  bis- 
sectrice, La  résultante  anra  pris  une  position  symétrique 
par  rapport  à  la  bissectrice.  Or  les  deux  forces  coïneidanl 
avec  les  premières  devraient  aussi  donner  la  première  ré- 
sultante, et  le  même  système  en  anraîl  deux,  ce  qui  est  im- 
possible. Donc  la  direction  de  la  résuhanle  ne  peut  être 
que  la  bissectrice. 

26.  Si  une  force  E.  peut  remplacer  deux  forces  P  e(  Q 
appliquées  à  un  même  point,,  rêciprotjuemcnl  P  eï  Q  en- 
semble pourront  remplacer  R. 

En  effet,  si  E.  peut  remplacer  P  et  Q,  nous  venons  de 
voir  qu'il  y  aurait  équilibre  entre  P,  Q,  — R;  done  P  et  Q 
peuvent  remplacer  R,  puisque  leur  système  est  en  équilibre 
avec  l'opposé  de  R  (n"  20). 

27.  Lorsque  deux  forces  égales  non  opposées  sont  appli- 
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quces  à  im  même  point,  elles  peuvenl  être  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelconqne  de  la 
bissectrice  de  leur  angle,  pourvu  qu'il  soit  lié  invariable- 
ment au  premier.  Car  ces  forces  peuvent  èlre  remplacées 
par  une  seule,  dirigée  suivant  cette  bissectrice,  et  qui  peut 
être  appliquée  en  un  quelconqne  de  ses  points;  or,  en 
ce  point,  d'après  le  numéro  précédent,  elle  peut  être  dé- 
composée comme  elle  aurait  pu  1' 


posée  comme  elle  aurait  pu  1  être  au  premier  point 
d'application,  et  l'on  aura  ainsi  deux  forces  égales  et  pa- 
rallèles aux  premières,  appliquées  en  un  point  quelconque 
de  la  bissectrice. 


RÉSUMÉ  DES  PROPOSITIOHS  ET  PBIBCIFES  QUI  PRÉCi:DE!VT. 

28.  1°  On  peut,  sans  rompre  l'équilibre  d'un  système, 
introduire  de  nouvelles  forces  telles,  que  si  elles  étalent  ap- 
pliquées seules,  elles  se  détruiraient  au  moyen  des  résis- 
tances et  efforts  que  peut  produire  le  système  et  qui  sont 
supposés  illimités. 

a"  On  peut,  sans  détruire  l'équilibi-e,  supprimer  le 
groupe  de  forces  ainsi  introduit,  et  généralement  tout 
groupe  de  forces  qui  sont  effectivement  détruites  par  les 
résistances  seules  du  système,  sans  le  secours  des  autres 
forces . 

3"  On  peut,  sans  détruire  l'équilibre  d'un  système  quel- 
conqne, y  supprimer  des  forces  telles,  que  l'euseinblc  de 
forces  égales  appliquées  respectivement  aux  mêmes  points 
en  sens  contraires  seraient  en  équilibre  sur  le  système,  si 
elles  y  agissaient  seules. 

Cette  circonstance  pourrait  avoir  lieu  sans  que  les  forces 
elles-mêmes  fussent  en  équilibre,  agissant  seules  sur  le  sys- 

4°  Une  force  peut,  sans  clianger  son  effet,  quel  qu'il 
soit,  être  appliquée  en  un  point  quelconque  de  sa  direction, 
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lit  invariablement  à  celui  auquel  elle  (itaît  d'abord  appli- 
quée. Il  n'esl  même  pas  nécessaire  que  la  liaison  des  deux 
points  soit  complète, 

5"  Lorsqu'un  système  rigide  a  un  seul  point  lise,  les 
forées  dont  la  direction  passe  par  ce  point  sont  détruites, 
puisqu'elles  peuvent  êlre  appliquées  au  point  fixe.  S'il  y  a 
un  asc  fisc,  les  forces  dont  la  direction  rencontre  cet  axe 
sont  détruites  par  lui,  puisqu'elles  peuvent  être  appliquées 
à  ce  point  de  rencontre  qui  est  fixe. 

Nous  admettrons  comme  résultat  de  l'expérience  ou 
comme  axiome,  que  toute  force  dont  la  direction  ne  passe 
pas  dans  le  premier  cas  par  le  point  fixe,  et  dans  le  second 
par  un  point  de  l'axe  fixe,  ne  sera  pas  détruite  cl  déplacera 
le  système, 

6"  Une  force  appliquée  en  un  point  d'un  système  libre 
ne  peut  être  transportée  parallèlement  à  elle-même  en  un 
point  qui  ne  serait  pas  sur  sa  direction.  Elle  ne  peut  même 
fitre  remplacée  par  aucune  autre,  qui  n'agirait  pas  suivant 
la  même  droite.  11  résulte  de  là  que  lorsqu'on  sait  qu'une 
force  appliquée  à  un  point  libre  peut,  sans  changer  d'effet, 
être  appliquée  à  un  autre  lié  au  premier,  ce  second  point 
est  sur  la  direction  de  la  force. 

7"  Deux  forces  qui  ne  sont  pas  égales  et  opposées  no 
petivent  pas  se  faire  équilibre  sur  un  sysièmc  libre. 

8"  Lorsqu'un  système  quelconque  est  en  équilibre,  ou 
peut  y  ajouter  ou  supprimer  des  parties  matérielles  qui 
n'altèrent  pas  les  liaisons  des  points  auxquels  les  forces 
sont  appliquées. 

On  peut  rendre  fixes  des  points  du  système  qui  pouvaient 
se  déplacer,  et  l'équilibre  qui  existait  ne  sera  pas  troublé. 
Mais,  après  cela,  il  sera  permis  d'introduire  des  forces  qui, 
agissant  seules  sur  le  système  ainsi  modifié,  s'y  détniiraienl, 
et  de  supprimer  des  forces  telles,  que  les  contraires  appli- 
quées seules  s'y  détruiraient. 
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9"  Un  groui>(:  de  forces  puut  en  remplacer  un  premier 
sur  un  syslème  donné  quelconque  lorsqu'il  serait  en  équi- 
libre sur  ce  syslème  avec  le  contraire  de  ce  premier,  c'est- 
à-dire  avec  un  groupe  composé  de  forces  égaies  respective- 
ment à  celles  du  premier^  et  appliquées  aux  mêmes  points 
en  sens  contraires. 

Il  faut  bien  remarquer  que  cela  n'entraine  pas  que  le 
premier  groupe  pourrait  réciproquement  remplacer  l'autre 
sur  le  même  syslème. 

En  d  autres  ternies,  un  groupe  de  forces  peut  être  éaut- 
i>a/ent  à  un  autre,  relativement  à  un  système  de  points,  sans 
que  ce  dernier  soit  équivalent  au  premier  sur  le  mt'me 
sysièiiie. 
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COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DE  FORCES  APPLIQUÉES 
A  UN  MÊME  POINT. 


29.  La  rfcherolic  <3(ï  la  résuUanle,  ou  la  composition 
de  forces  en  nombre  (Quelconque  appliquées  à  un  même 
point,  se  ramène  à  la  composition  de  deux  seulement;  car 
si  l'on  cherche  d'abord  la  résultante  de  deux  quelconques 
des  forces,  cette  résultante,  qui  peut  les  remplacer,  étant 
composée  avec  une  troisième,  donnera  une  résullanle  qui 
pourra  remplacer  ces  trois  forces  ;  en  la  composant  avec  une 
quatrième,  ou  aura  une  force  qui  pourra  remplacer  ces 
quatre,  et,  en  continuant  ainsi  jusqu'à  la  dernière,  on 
obtiendra  une  force  qui  pourra  les  remplacer  toutes,  et 
pourrait,  réciproquement,  être  remplacée  par  elles  dans 
tout  système  rigide  ou  non  rigide.  Cherchons  donc  d'a- 
bord la  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un  point 
libre. 

30.  Composition  de  deux  forces.  —  ParalUlogramme 
d^s  forces. 

La  résultante  étant  appliquée  au  point  auquel  ces  forces 
le  sont  elles-mêmes,  il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  sa  di- 
rection et  son  intensité. 

On  commence  ordinairement  par  s'occuper  de  la  direc- 
tion, et  on  distingue  deux  cas,  celui  où  les  deux  forces 
ont  une  commune  mesure,  et  celui  où  elles  n'en  ont  pas. 
Dans  le  premier  cas,  la  considération  répétée  de  deux 
forces  égah-s  appliquées  à  un  mÉme  point,  et  qui  peuvent 
être  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point 
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quelconque  de  la  bisseclrice,  conduit  à  cette  conséquence 
que  : 

La  résultante  de  deux  forces  comme n.' arables  appli- 
quées à  un  même  point  peut,  sans  changer  d^ejjhl,  être 
transportée  parallèlement  à  elle-même  à  Vèxtrémitè  de 
la  diagonale  du  parallHogramme  construit  sur  les  droites 
qui  représentent  les  forces  en  grandeur  et  en  direction. 

On  conclut  de  la  que  celte  exlrentiié  de  la  diagonale 
est  sur  la  direction  de  la  résultante,  qui  n'est  donc  autre 
que  celle  de  cette  diagonale  même.  Si  les  forces  sont 
încomnicnsurahles,  on  arrive  à  la  même  conclusion,  soit 
par  la  considération  des  limites,  soit  par  la  réduction  à 
l'absurde. 

Corollaire.  —  Cette  proposition  générale  permet  réci- 
proquement de  trouver  le  rapport  de  deux  forces  appli- 
quées à  un  même  poiat  lorsqu'on  connaît  leurs  directions 
et  celle  de  la  résultante. 


31.  Pour  en  déterminer  l'intensité,  on  remarque  qu'il 
y  aurait  équilibre  entre  les  deux  forces  données  et  une  troi- 
sième égale  et  opposée  à  la  résultante.  Cette  troisième  et 
l'une  des  deux  premières  auraient  donc  pour  résultante 
une  force  de  direelion  opposée  à  la  seconde;  et  comme, 
par  conséquent,  on  connaît  le  rapport  de  cette  troisième  à 
la  première  qni  est  donnée,  on  connaîtra  donc  celte  troi- 
sième, qui  est  égale  à  la  résultante  clicrchée. 

Les  constructions  simples  qui  représentent  ce  qui  vient 
d'èire  énoncé  moulrent  que  l'intensité  de  la  résullanîe 
est  représentée  par  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  !cs  deux  forces.  D'où  résulte  ce  tliéorèmc  foii- 
damenlal  : 

La  résultante  de  deux  forces  quelconques  appliquées 
à  un  même  point,  est  représentée  en  grandeur  et  en  di- 
rection par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
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sur  les  lignes  qui  rcprésentenl.  ces  forces  en  grandeur  et 

La  réciproque,  ou  la  décoiiiposiùoii  d'une  force  en  deux 
aulres  passant  au  même  point,  est  évidcute. 

ÎÎ2.  Bemarque.  —  Cette  diagonale  partage  le  parallélo- 
gramme eu  deux  triangles  dont  les  côtés  représenleiit  les 
deux  forces  et  leur  résulianie,  ei  dont  les  angles  sont  ceux 
que  font  entre  elles  les  directions  de  ces  trois  forces.  D'où 
résulte  que  les  divers  problèmes  que  l'on  peut  se  proposer 
sur  les  grandeurs  et  les  directions  de  deux  forces  et  de  leur 
résultante,  se  ramènent  iminédiaiement  à  la  construcuon 
ou  au  calcul  d'un  triangle. 

33.  Parallélépipèdù  des  forces.  —  Lorsque  (rois  forces 
non  dans  un  même  plan  sont  appliquées  à  un  même  point, 
on  trouve,  en  les  composant  successivement,  que  la  résul- 
tante est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  les  trois  forces. 
Cette  diagonale  ne  peut  se  réduire  à  zéro  que  lorsque  les 
trois  composantes  sont  séparément  nulles.  C'est  donc  le 
seul  cas  où  les  trots  forces  non  dans  un  même  plan  ne 
déplaceront  pas  le  point  libre  auquel  elles  sont  appliquées. 

On  volt  que  les  divers  problèmes  auxquels  peut  donner 
lieu  la  considération  de  trois  forces  appliquées  à  un  point 
et  de  leur  résultante,  sont  ramenés  à  la  construction  ou  au 
calcul  d'un  parallélépipède.  Le  plus  simple  de  ces  pro- 
blèmes, après  le  précédent,  est  celui  qui  a  pour  objet  de 
décomposer  une  force  en  trois  autres  appliquées  au  même 
point,  dans  des  directions  données.  II  revient  a  trouver  les 
Irois  arêtes  d'un  parallélépipède,  connaissant  la  grandeur 
et  la  direction  de  la  diagonale,  ainsi  que  les  directions  des 

34.  Forces  en  nombre  quelconque.  —  La  composition 


Hosted  by 


Google 


CHAPITRE    II.  33 

successive  de  ces  forces,  <]iie  nous  avons  indiquée  en  com- 
mençant, conduit  au  résultat  suivant,  d'après  la  règle  du 
parallélogramme  des  forces  : 

K  Par  rextrémîlé  de  la  droite  qui  représente  l'une  quel- 
1)  conque  des  composantes,  menez  une  droite  parallèle  à 
5)  l'une  des  autres,  de  même  sens  et  égale  ;  par  l'extrémité 
»  de  celle-ci,  une  droite  parallèle  à  l'une  de  celles  qui 
n  restent,  de  même  sens  et  égale,  et  conlinucï  ainsi  jus- 
n  qu'à  la  dejnière  composante,  en  les  prenant  dans  un 
»  ordre  quelconque;  la  droite  qui  joindra  le  point  d'ap- 
n  pUcalion  des  forces  à  l'eslrémité  de  la  dernière  droite 
1)  corislruite,  représentera  la  résultante  en  grandeur  et  eu 
»  direction,    u 

On  voit  que  ,  si  toutes  les  forces  changeaient  de  sens 
sans   changer  de  grandeur,  il  en   serait  de  même  de    la 

II  suit  de  là  que,  si  cette  ligue  polygonale  était  fermée, 
la  force  à  laquelle  les  proposées  sont  réduites,  serait  nulle, 
et  les  forces  seraient  en  équilibre  ;  et  réciproquement. 

Mais,  comme  les  constructions  sont  le  plus  ordinaire- 
ment moins  commodes  que  les  calculs,  il  est  utile  de  tra- 
duire le  tliéorème  précédent  en  formules  algébriques.  Nous 
commencerons  par  clieicher  directement  ces  formules,  puis 
nous  indiquerons  comment  elles  pourraient  être  déduites 
de  ce  tLéorcine. 

RÉDUCTION    DE    TliOTKS    LES    FOECES    A   TROIS    AITRES    DIRIGÉES 
SUIVAWT    DES  AXES    FIXES   QUELCONQUES. 

35,  Si,  par  le  point  d'application  de  ces  forces,  on  mène 
trois  axes  arbitraires,  et  qu'où  décompose  chaque  force 
en  trois  autres  dirigées  suivant  ces  axes,  toutes  les  com- 
posantes situées  sur  un  même  axe  se  réduiront  à  une  seule, 
égale  à  l'excès  de  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans 
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un  sens  sur  la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  con- 
traire; et  celle  force  sera  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus 
grande  des  deux  sommes.  L'ensemble  des  forces  données 
sera  donc  remplacé  par  trois  forces  agissant  suivant  les 
axes  choisis,  et  dans  un  sens  bien  déterminé  pour  chacune  ; 
et  pour  avoir  leur  résultante,  qui  sera  celle  du  système, 
il  suffira  d'appliquer  la  règle  du  parallélépipède  des  forces. 
On  parviendrait  au  même  résultat  en  considérant  la 
ligne  polygonale  qui  fait  connaître  la  seconde  extrémité  de 
la  résultante.  En  elfet,  si  l'on  décompose  celle  dernière 
suivant  les  trois  axes,  en  menant  par  son  extrémité  trois 
plans  parallèles  à  ceux  des  axes  pris  deux  à  deux,  et  qu'en- 
suite on  mène  par  tous  les  sommets  de  la  ligne  polygonale 
des  plans  parallèles  à  ceux  des  axes,  on  voit  clairement 
que  cliaeune  des  trois  composantes  de  la  résultanle  est 
égale  à  la  résultante  des  composantes  partielles  que  doiine- 
raicnt  toutes  les  forces  proposées,  suivant  ces  mêmes  axes. 

TWTHODUCTIOW    DES    SIGSES    DAMS    LES    FORCES. 

36.  Nous  avons  dit  que  toutes  les  composantes  suivant 
uH  même  axe,  se  réduisaient  à  une  seule  force  égale  à  la 
différence  entre  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  un  sens 
et  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  l'autre,  et  que  celle 
force  agit  dans  le  sens  de  la  plus  grande  somme. 

Cet  énoncé  peut  être  simplifié  et  réduit  à  la  même 
forme  que  quand  toutes  les  forces  sont  dans  le  même  sens. 
Ti  suffit  de  considérer  romme  des  nombres  absolus  ceux  qui 
mesurent  les  forces  dirigées  dans  l'un  des  deux  setjs  choisi 
arbitrairement,  et  comme  des  nombres  négatifs  ceux  qui 
expriment  les  forces  de  sens  contraire,  En  effet,  si  l'on 
ajoute,  suivant  les  règles  des  signes,  tous  ces  nombres,  tant 
positifs  que  négatifs,  on  aura  une  somme  dont  la  valeur 
absolue  exprimera  la  grandeur  de  la  résultante,  et  dont  le 


Hosted  by 


Google 


cHAPiTBE  II.  3a 

signe,  indiquant  laquelle  des  deux  sommes  esi  la  plus 
forte,  fera  connaîire  le  sens  de  celte  résuUaiHe,  L'énoncé 
général  sera  ainsi  formulé  : 

Les  forces  agissant  suivant  une  même  droite,  se  com- 
posent en  une  seule  égale  à  leur  somme,  et  agissant  clans 
le.  sens  indiqué  par  son  signe. 

On  voil  encore  ici  que  nous  n'avons  introduil  les  signes 
dans  les  forces  que  pour  généraliser  l'énoncé  d'une  pro- 
position. 

Si  l'on  désigne  parX,  Y,  Z  les  composantes,  ainsi  enten- 
dues, de  l'une  quelconque  des  forces,  les  composantes  de  la 
résuhanle  suivant  les  axes  seront 

2;x,  2^.  2^- 

37.  Cas  oà  les  axes  sont  rectangulaires.  —  Lorsque 
les  trois  axes  sont  rectangulaires,  l'expression  des  compo- 
santes leur  donne  précisément  les  signes  qui  conviennent 
à  la  généralisation  que  nous  venons  d'indiquer. 

En  effet,  soit  P  l'une  quelconque  des  forces  données, 
a.  S,  y  les  angles  que  sa  direction  fait  avec  les  trois  sens  que 
l'on  a  choisis  sur  les  axes,  Ses  composauteà  seront 


à  la  condition  de  regarder  comme  positives  celles  qui  fe- 
ront des  angles  aigus  avec  les  ases  positifs,  et  comme  ué- 
gatives  celles  qui  feront  des  angles  obtus,  P  étant  toujours 
considéré  comme  un  nombre  absolu.  En  ajoutant  toutes 
celles  qui  sont  suivant  un  même  axe,  on  aura  les  trois 
résuliautes  des  forces  données,  qui  seront 


ypc< 


2;pc. 


Connaissant  ainsi  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes, on  connaîtra  la  résultante  H  et  les  angles  a,  b,  c 
qu'elle  fait  avec  les  axes. 
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Dans  le  cas  des  axes  quelconques,  X,  Y,  Z  dés 
grandeur  et  en  signes  les  composantes  de  la  résu 
équations  de  celles-ci  seront 


38.  Équations  d'équiUbm.  —  Pour  que  des  forces  ap- 
pliquées à  un  même  point  soient  eu  équilibre,  il  faut  que 
la  force  «nique  à  laquelle  on  les  réduit  soit  nulle,  et  par 
conséquent  que  ses  trois  composantes  suivant  des  axes 
obliques  ou  rectangulaires  soient  séparément  nulles,  ce 
qui  donne  les  trois  équations 

2x=o.  2y=».  2z=o- 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,    ces    équations  de- 


■nnent 


=  o,      1,.^.,,^„,      2; 


Si  toutes  les  forces  étaient  dans  un  même  plan,  il  serait 
convenable  de  les  décomposer  suivant  deus  axes  situés 
dans  ce  plan,  et  alors  ou  aurait,  pour  les  composantes  de 
la  résultante, 

et  pour  conditions  d'équilibre, 

2x=o,  2^-0. 

Mais  on  pourrait  avoir  des  raisons  de  conserver  les  trois 
axes,  et  les  forces,  n'élaut  dans  aucun  des  plans  de  cis 
axes,  devraient  encoie  être  décomposées  en  trois  forces 
suivant  ces  axes,  et  Sa  résullanie  aurait  encore  pour  com- 
posantes _^X,  ^Y,  ^Z.  Mais  il  ne  faudrait  plus  trois 
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équations  :  deux  d'entre  elles  cntraineraierit  la  troisième. 
Eli  elTei,  si  l'équatiou  du  plan  des  forces  est 
z-^a^  +  by, 
on  aura,  pour  chacune  des  forces, 

dojic 

el  les  deux  cquaiions  VX  =  o,    \'Y  =  o    cnlraînent   la 

troisième  et  suffisent  par  conséquent. 

Si  toutes  les  forces  éîaîcnl  en  ligne  droite,  la  seule  équa- 
tion \'X=:o  entraînerait  les  deux  autres  et  suffirait  par 
conséquent. 
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COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DES  EORCES  PARALLÈLES. 


3!).  Le  système  de  deux  forces  parallèles  appliquées  à 
un  système  rigide  libre,  e'cst-à-dire  dont  le  déplacemcnl 
n'est  assujetti  à  aucune  condition,  peut  être  considéré 
comme  un  cas  limite  de  deux  forces  concourantes. 

On  peut,  en  effel,  leur  substituer  d'aboid  deux  forces 
passant  par  les  mêmes  points  d'application  et  concourant 
eu  un  même  point  qui  s'éloigne  indéfiniment  sur  une  droite 
parallèle  aux  forces  ;  la  limite  de  la  résultante  de  ces  forces 
sera  la  résultante  des  deux  proposées.  On  obtient  facile- 
ment ainsi  la  solution  de  la  question. 

On  peut  aussi  considérer  directement  les  deux  forces 
parallèles,  comme  l'a  fait  Archimède,  qui  n'a  pas  connu  la 
composition  des  forces  eoneourantes  :  c'est  la  solution 
adoptée  par  Poinsot  dans  sa  Statique. 

On  peut,  enfin,  ramener  le  cas  des  forces  parallèles  à 
celui  des  forces  concourantes,  non  comme  limite,  mais  par 
la  simple  introduction  de  deux  forces  qui  se  détruisent  sur 
le  système  rigide,  et  qui,  par  leur  combinaison  avec  les 
deux  proposées,  ramènent  immédiatement  à  la  règle  du 
parallélogramme  des  forces,  et  finalement  à  la  résultante 
cherebée.  On  parvient  ainsi  à  cette  proposition  : 

H  Deux  forces  parallèles  de  même  sens  ont  une  résul- 
H   tante  égale  à  leur  somme; 

M  Si  elles  sont  de  sens  différcnls,  et  inégales,  elles  ont 
11  une  résultante  égale  à  leur  différence  et  dirigée  dans  le 
»  sens  de  la  plus  grande. 
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»  Si   elles  sont  de  sens  différents  et  égales,  elles  n'ont 

u  pas  de  résultante.  El  il  faut  bien  remarquer  (ju'elles  ne 

»  sont  pas  en  équilibre  sur  le  système  ;  car  il  y  aurait  en- 

»  core  équilibre  en  y  iîxant  un  axe  renconlranl  l'uue  des 

u  deux  forces  seulement.   La  force  restante,  qui  ne  reii- 

»  contre  pas  l'axe,  ne  devrait  donc  pas  mettre  le  système 

»  en  mouvement;  ce  qui  est  contraire  à  l'un  de  nos  priu- 

.)  cipes. 

w   Quand  il  y  a  une  résultante,  elle  est  dans  le  plan  des 

w  composantes,  et  rencontre  la  droite  qui  joint  leurs  points 

»  d'application  en  un  point  tel,  que  chacune  des  trois  forces 

»  est  proportionnelle  à  la  partie  de  cette  droite,  comprise 

»  entre  les  deux  autres.  » 

■iO.  Quoiqu'une  force  puisse  lonjours  être  appliquée  en 
un  point  quelconque  de  sa  direction,  lié  au  premier,  ou 
appelle  spécialement  ;joi«(  d'app/ication  de  la  résulianle, 
celui  où  elle  rencontre  la  droite  qui  passe  par  les  points 
auxquels  sont  réellement  appliquées  les  composantes.  Ce 
point  jouit  de  la  propriété  remarquable  d'être  indépendant 
de  la  direction  des  composantes,  et  même  de  leur  grandeur 
absolue;  il  ne  dépend  que  du  parallélisme,  du  sens  relatif 
et  du  rapport  des  deux  composantes. 

41.  Composition  rl'un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles.  —  En  composant  ensemble  toutes  les  forces  de 
même  sens,  on  arrive,  dans  le  cas  le  pins  général,  à  deux 
forces  de  sens  contraire.  Si  elles  sont  égales,  et  non  direc- 
tement opposées,  il  n'y  a  pas  de  résultante;  et  sï  elles  sont 
directement  opposées,  il  y  a  équilibre.  Si  elles  sont  iné- 
gales, il  existe  une  résultante  égale  à  la  différence  entre  les 
deux  sommes  des  forces  respectivement  de  même  sens  el 
dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  somme;  son  poînt 
d'application  se  déterminera  comme  nous  l'avons  dit. 

Centre  des  forces  parallèles .  —  En  composant  d'abord 
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deux  des  forces  de  même  sens,  puis  leur  rcsuliante  avec 
une  troisième  de  même  sens,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la 
dernière  de  celles  de  même  sens,  et  prenant  toujours  pour 
point  d'application  des  rësuliautes  partielles  successives 
celui  que  nous  avons  délîni  précédemment;  agissant  de 
même  pour  les  forces  du  sens  opposé,  et  de  même  pour  la 
composition  de  ces  deux  résultantes  de  sens  contraires,  on 
obtient,  si  elles  sont  inégales,  une  résultante  dont  le  point 
d'application  ne  dépend  ni  de  la  direction  des  forces,  ni 
de  leurs  grandeurs  absolues,  mais  simplement  du  sens  res- 
pectif et  du  rapport  des  forces.  On  le  nomme  centre  des 
forces  parallèles. 

THÉOBÈME    DES    MOWrwrS.     SON    USAGE. 

42,  Nous  venons  de  ramener  la  détermination  de  la  ré- 
sultante à  celle,  du  centre  des  forces  parallèles;  mais  le 
procédé  qui  nous  a  conduit  à  démontrer  son  existence  est 
peu  commode  pour  sa  détermination. 

Les  points  d'application  des  forces  sont  donnés  par  leurs 
coordonnées,  ei  il  est  nature!  de  chercber  à  déterminer  le 
centre  par  les  siennes;  de  sorte  qu'on  est  naturellement 
conduit  à  cLercher  des  équations  entre  ces  dernières,  celles 
des  points  donnés  et  les  grandeurs  des  forces.  Par  des  rai- 
sons générales,  données  ailleurs,  les  coordonnées  di.'vront 
être  considérées  avec  leurs  signes,  comme  dans  toutes  les 
équations  démontrées  jusqu'ici  ;  sans  quoi,  dans  une  même 
question,  il  faudrait  entendre  de  différentes  manières  des 
choses  (|ui  recevraient  le  même  nom.  Et  si,  en  agissant 
ainsi,  on  ne  pouvait  avoir  d'équations  générales,  on  serait 
oblige  de  distinguer  plusieurs  cas,  ce  qui  n'aurait  d'incon- 
vénients que  sous  le  rapport  de  la  simplicité. 

Heureusement  que  les  deux  sens  que  présentent  les  forces 
offrent  une  ressource  qu'on  pourra  utiliser  ;  et  l'on  recou- 
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naîtra  effectivement  que  !es  équations  que  nous  cberthons 
peuvent  s'énoncer  et  s'éerire  d'une  manière  unique  pour 
tous  les  cas,  en  considérant  les  signes  des  coonlonnécs 
comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  et,  déplus,  en  regardant 
les  forces  dirigées  dans  l'un  des  sens  comme  représentées 
par  des  nombres  absolus,  et  par  des  nombres  négatifs  colles 
qui  sont  dirigées  dans  le  sens  opposé. 

43.  En  considérant  d'abord  deux  forces  parallèles,  de 
m.Ème  sens,  ei  un  plan  quelconque  par  rapport  auquel 
leurs  points  d'application  soient  d'un  mùme  côté,  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  graiideurs  des  forces  et  de  leur 
résultante  et  les  distances  des  points  d'application  de  ces 
trois  forces,  conduisent  à  cette  proposition  : 

u  Si  l'on  fait  les  produits  de  chacune  des  deux  forces  et 
0  de  leur  résultante  par  les  distances  respectives,  obliques 
»  ou  rectangulaires,  de  leurs  points  d'application  au  plan, 
»  la  somme  des  deux  premiers  sera  égale  au  troisième. 
))  Mais  si  les  points  d'application  des  forces  n'étaient  pas 
))  d'un  même  coté  du  plan,  ce  serait  la  difTérenec  des  pro- 
»  duils  qu'il  faudrait  substituer  à  la  somme,  et  le  point 
))  d  application  de  la  résultante  serait  du  même  côté  que 
))   celui  qui  correspond  au  plus  grand  produit,  v 

On  voit  par  là  quelles  sont  les  diverses  circonstances 
qu'il  est  nécessaire  d'examiner,  et  l'on  reconnaîtra  facile- 
ment que  les  différentes  équations  qut  leur  correspondent 
peuvent  Être  renfermées  dans  une  seule,  en  regardant 
comme  positives  les  perpendiculaires  situées  d'un  côté  du 
plan,  et  comme  négatives  celles  qui  sont  situées  de  l'autre. 
En  désignant  sous  le  nom  de  moment,  par  rapport  au  plan, 
le  produit  d'une  force  par  la  perpendiculaire,  positive  ou 
négative,  abaissée  de  son  point  d'application  sur  le  plan, 
et  regardant  les  forces  comme  des  grandeurs  absolues, 
l'équation  qui  renferme  tous  les  cas  s'énoncera  ainsi  : 
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Le  momenl  de  la  résultante  par  rapport  à  un  plan 
quelconque  est.  égal  à  fa  somme  des  momenls  des  com- 
posantes. 

Si  les  deux  forces  n'étaient  pas  de  même  sens,  eette  équa- 
tion se  trouverait  modifiée  dans  les  signes  des  termes. 
Mais  on  reconnaît  facilement  qu'on  se  procurera  l'avantage 
de  réunir  ces  diverses  formes  en  une  seule,  en  considérant 
comme  positives  les  forces  dirigées  dans  l'un  des  deux  sens 
choisi  à  volonté,  et  comme  négatives,  celles  qui  sont  diri- 

44.  Cas  d'un  nombre  quelconque  de  forces.  —  En  ap- 
pliquant ce  tliéorème  à  deux  des  forces,  puis  à  leur  résul- 
tante et  une  troisième  force,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la 
dernière,  on  arrive  sans  difficulté  au  tliéorème  suivant  : 

K  Lorsque  des  forces  parallèles  quelconques  ont  une  ré- 
1)  sultanlc,  le  moment  de  cette  force  par  rapport  à  un  plan 
»  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  com- 
»  posanti'S,  à  la  condition  de  regarder  les  forces  dirigées 
»  dans  un  sens  comme  positives,  et  celles  qui  sont  dirigées 
»  en  sens  contraire  comme  négatives  ;  les  perpendiculaires 
»  situées  d'un  côté  du  plan  comme  positives,  et  celles 
»  situées  de  l'autre  comme  négatives;  et  en  entendant  que 
»  les  sommes  et  les  produits  seront  faits  suivant  les  règles 
»  démontrées  dans  l'addition  et  la  multiplication  des  poly- 
»   nômcs.    » 

On  voit  ici,  comme  toujours,  que  les  quantités  négatives 
sont  introduites  pour  renfermer  plusieurs  formules  en  tinc 
seule,  et  qu'il  n'y  a  aucune  règle  à  démontrer  sur  ces 
quantités  négatives  isolées,  puisque  la  manière  de  les  trai- 
ter a  été  une  condition  de  !a  généralisation,  fournie  par  la 
comparaison  des  formes  diverses  des  équations. 
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Soient  P,  P',  P", .  .  .  les  nombres  positifs  ou  négatifs 
qui  esprimenl  les  forces*,  x,  y,  z  les  coordonnées  do  point 
d'applicaiîoii  de  la  force  P;  x',  y',  z'  celles  do  point  d'ap- 
plicalion  deP',  et  ainsi  de  suite;  R,  la  valeur  de  la  résul- 
tante en  grandeur  et  en  signe;  x„y,,  z,  les  coordonnées  de 
son  point  d'application,  ou  du  centre  des  forces  parallèles. 


On  aura,  d  après  ce  qui  vient  d'être  dit,  en 

prenant  les 

moments  successivement  par  rapport  à  cliaci 

in  des  plans 

coordonnes, 

R  =  P    -H    P'    +    P"     +  ..., 

Rj7,=  Pj,-  -i-P'^'-+-P"j:"-i-  ..., 

Rj,—  Pj  +  P'j'  -H  P"j-"  +  ..., 

R3,=  Pz  -i-P'z'  -+-  P"i"  -i-  .... 

On  connaîtra   donc  îmmédialement  la    grs 

indenr  et  le 

sens   de   la  résultante,  et  les  coordonnées   de    son    point 

ÉQu*T!0Ns  n  équilibuiî  ors  forces  fabsllèliîs. 

43.  Il  faut  d'atord  s'expliquer  nettement  sur  la  position 
de  la  question,  et  déclarer  si  l'on  veut  des  équations  qui 
assurent  l'équilibre,  quelle  que  soit  la  direction  des  forces, 
comme  nous  avons  trouvé  la  détermination  du  point  d'np- 
plication  de  la  rcsollanlc,  quand  elle  existe-,  on  bien  si  l'on 
veut  des  équations  qui  assurent  l'équilibre  de  forces  paral- 
lèles à  nne  direction  bien  déterminée. 

i"  Supposons  d'abord  que  l'équilibre  doive  avoir  lieu, 
quelle  que  soit  la  direction  des  forces,  et  commençons, 
comme  nous  I  avons  déjà  fait,  par  réduire  le  système  de 
toutes  les  forces  aux  deux  résullantcs  des  forces  respeclive- 
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ment  de  même  sens  ;  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que 
ces  deux  forces  soieul  égales  et  direciement  opposées. 

D'abord,  pour  qu'elles  soient  égales  et  de  sens  contraire 
il  faudra  que  l'on  ail 

P-i-P'+P"-l-  .-■  =^o. 

Pour  qu'elles  soient  direciement  opposées,  quelle  que  soit 
leur  direction,  il  faut  que  les  deux  points  d'application  des 
résultantes  partielles,  égales  et  de  sens  contraire,  coïn- 
cident. 

Or,  pour  que  deux  points  coïncident,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  leurs  coordonnées  soient  égales  et  de  mêmes 
signes,  par  rapport  à  trois  plans  passant  par  un  même 
point. 

Ainsi,  en  considérant  d'abord  les  x  des  deux  points,  il 
faudra,  pour  qu'ils  soient  égaux  et  do  même  signe,  qu'en 
les  muliipliant  par  les  résultantes  correspondanles  qui 
sont  égales  et  de  signe  contraire,  la  somme  soit  nulle.  Et 
comme  celle  somme  est  égale  à  la  somme  loiaie  des  mo- 
ments Px  -1-  Vx'  -+-  V'x"  -F  .  .  .,  il  faudra  que  celle  der- 
nière soil  nulle.  Il  en  serait  de  même  pour  les  deux  autres 
axes  ;  et  les  conditions  de  l'équilibre  seront 

(i)  P  +     P'    +    P"  +...— o, 

/  Pj:  +  P'.r'  -4-  P"j;"+.  .  .  =  O, 

(2)  Pj  +  P',r'+P'V+-..  =  o, 

(   Pz  +P's'  +P''z"  +  ...  =  o. 

Si  tous  les  points  d'application  sont  dans  un  même  plan, 
la  troisième  des  équations  {  2)  rentre  dans  les  deux  autres. 

S'ils  sont  en  ligne  droiti-,  les  équations  (s)  se  réduisent 
à  une,  la  direction  des  forces  restant  indéterminée. 

46.  Si  l'équilibre  doit  avoir  lieu  pour  une  seule  direc- 
tion bien  déterminée,  il  ne  sera  plus  nécessaire  que   l(~s 
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points  d'application  des  deux  lésullanies  parlielles  coïnci- 
dent; il  suffira  qu'ils  soient  sur  une  droite  parallèle  aux 
forces.  Si  donc  on  prend  les  deux  plans  ZX,  ZT,  parallèles 
à  la  direction  des  forces,  il  suffira  que  les  deux  points  d'ap- 
plication aient  le  même  x  et  le  même  j";  ce  qui  n'exige 
plus  que  deux  équations.  Les  équations  d'équilibre  seront 
alors,  par  rapport  à  âes  axes  quelconques,  parallèles  aux 
forces  : 

P  -f-     P'   +    P"  -H...=  o, 
i   p.r  +  p'j;'-!- p'V+.  ,.  =  0, 

j  Pj  -i-fy  +  e'y"-h...  =  a. 

Si  l'on  voulait  conserver  aux  axes  des  diiections  arbi- 
traires, en  supposant  aux  forces  une  direclion  déterminée, 
l'équaiion  (  i  )  subsiste  toujours  ;  et  si  l'on  suppose  les  for- 
ces parallèles  .'1  la  drohe  X  =  az,j  ^  bz,  les  condilions 
pour  que  les  points  d'application  des  deux  résultantes  par- 
tielles soient  sur  une  parallèle  à  celle  droite  seront 

ce  seront  les  conditions  d'équilibre. 

Si  l'on  a  n  =  o,  6  =  o,  on  retombe  sur  les  équations  (3). 

■47.  Si  en  laissant  les  axes  quelconques,  ou  suppose 
toutes  les  forces  dans  un  même  plan 


il  faudra  d'abord  que  la  droite  x  =  nz,  y  =  bz   soit  pa- 
rallèle à  ce  plan,  ce  qui  donne 

mil  -^-  bn  -\-  p^o, 
et  les  équations 

2p-=-.2p-,  2;p^=»2p'. 

que  nous  venons  d'établir  pour  le  cas  général  d'une  dircc- 
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lion  fisc  des  forces,  deviciidronl,  l'n  roinplaçaiit  les  s  par 
leur  valeur  liree  de  récjnatioii  du  plan, 

qui  n'en  font  qu'une. 

Les  équations  d'équilibre  seront  dans  ce  cas 

2"=°.  l'—jl'^- 

et  il  est  remarquable  qu'elles  ne  dépendent  pas  de  la  posi- 
tion du  plan  des  forces. 

Si  l'on  voulait  que  les  forces  fussent  dans  le  plan  des  x 
ety,  il  faudrait  que  les  équations  de  la  droile  parallèle, 
qui  sont 

■'="•■  ■>'='••  "=h' 

se  réduisissent    à    z  ^=  o,    x-^hj,   h  étant    un    nombre 
donné. 

On  fera  tendre  la  droite  vers  cette  position,  en  faisant 
croître  a    cl  b    indéfiniment,  en    conservant    le    rapport 


7  ^  A,  el  il  faudra,  dans  les  équations  précédentes 
r  par  h,  ce  qui  donnera 


.pla< 


Si  les   forces  étaiei 


k  =1  o,  et  les  équations  d'équilibre  sit: 


i  l'aiie  des  y.  < 


COMPOSITION    1 


48,   Nous  avons  reconnu  que  deux  forces  parallèles  éga- 
les, de  sens  contraire,  mais  non  directement  opposées,  ap- 
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plitjuées  à  dpux  poiuls  liés  iiivariablemeni  i'uii  à  l'autre, 
lie  sont  pas  réduciibles  à  une  force  unique,  et  ne  sont  pas 
11011  plus  en  équilibre. 

On  s'était  contante  de  cette  remarque  jusqu'à  Poinsol, 
qui  a  faii  de  ces  singuliers  assemblages  de  forces,  an  élé- 
ment essentiel  delà  théorie  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment. Nous  les  désignerons,  avec  lui,  sous  le  nom  de 
couples. 

L'objet  de  cet  Ouvrage  étant  de  faire  connaître  l'encliai- 
nement  et  la  liaison  des  idées,  en  partant  des  données  pre- 


is  bornerons  ici  à  indiquer  le 


principes  SI 


lesquels  se  fonde  l'emploi  des  couples  :  les  théories  t 
vantes  en  montreront  l'usage. 

Il  faut  d'abord  choisir  le  moyen  le  plus  simple  pour  dé- 
terminer chaque  couple  en  particulier,  de  manière  qu'il  ne 
puisse  être  confondu  avec  aucun  autre.  Pour  la  détermina- 
tion d'une  force,  on  donne  son  point  d'application,  sa  di- 
rection et  son  rapport  à  une  force  particulière,  pi'ise  pour 
unilé  :  voyous  ce  qu'il  convient  de  donner  pour  la  déter- 
mination d'un  couple,  sans  s'occuper  aucunement  de  l' effet 
qu'il  produirait  sur  le  corps  auquel  il  serait  appliqué. 

La  première  chose  à  faire  connaître,  c'est  le  plan  dans 
lequel  se  trouvent  les  deux  forces  qui  forment  le  couple; 
ensuite  la  position  et  le  sens  de  chacune  des  deux  forces 
dans  ce  plan.  Mais  ces  données  peuvent  être  remplacées 
par  d'aulres  beaucoup  plus  simples.  Pour  faciliter  le  lan- 
gage, nous  appellerons  bras  de  /évier  d'un  couple  une 
perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  de  l'une 
des  forces  sur  l'autre,  et  nous  prendrons  ses  extrémités  pour 
les  points  d'application  de  ces  forces. 

49.  Cela  posé,  on  démontre  facilement  que,  quel  que 
soit  l'effet  d'un  couple,  il  ne  sera  pas  changé  si  on  le  dé- 
place d'une  manière  quelconque  dans  son  plan,  en  j  faisant 
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prendre  à  son  bias  de  levier  une  posilîon  et  une  direction 
aibîlraii-es,  pourvu  qu'il  soit  lié  invariablement  à  sa  posi- 
tion première.  On  démontre  en  second  lieu  que  l'effet  sera 
le  même  si  l'on  transporte  ensuite  le  couple  parallèlemenl 
à  lui-même,  dans  un  plan  quelconque  parallèle  au  pre- 
mier, pourvu  lonjours  que  dans  sa  nouvelle  position  son 
bras  de  levier  soit  lié  invariablement  à  la  précédente. 

La  conséquence  à  tirer  de  là,  c'est  <ju'il  est  inutile  de 
donner  le  plan  même  dans  lequel  se  irouve  le  couple,  mais 
seulement  un  plan  quelconque  qui  lui  soit  parallèle;  et 
dans  ce  plan  on  peut  prcudre  telle  position  qu'on  voudra 
pour  le  bras  de  levier  donné,  en  ayant  soin  que  les  deux 
foices  perpendiculaires  à  ce  bras  soient  dans  des  directions 
qui  permettent  la  coïncidence  des  deux  couples,  par  un 
simple  déplacement  dans  le  plan. 

50.  La  détermination  de  cette  dernière  condition  tout  à 
fait  indispensable,  se  fera  au  moyen  de  l'image  suivante. 

Supposons  qu'on  fixe  le  milicvi  du  bras  de  levier  qui 
pourra  prendre  diverses  positions  autour  de  ce  point,  et 
qu'un  obscrvaieur  se  place  dans  la  perpendiculaire  menée 
par  ce  point  en  appuyant  ses  pieds  sur  le  plan.  Imaginons 
ensuite  que  le  bras  de  levier  tourne  de  manière  que  cha- 
cune de  ses  extrémités  se  déplace  dans  le  sens  où  elle  est 
tirée  par  la  forte  qui  lui  est  appliquée.  L'observateur  verra 
ce  déplacement  s'elFectuer  de  sa  gauche  vers  sa  droite,  ou 
de  sa  droite  vers  sa  gauclie.  Mais  s'il  se  plaçait  sur  le  pro- 
longement de  la  perpendiculaire,  de  l'autre  côté  du  plan, 
sur  lequel  il  aurait  toujours  les  pieds  appuyés,  cette  même  ro- 
tation lui  apparailraii  en  sens  inverse.  Cela  posé,  nous  con- 
venons de  considérer  toujours  cille  des  deux  directions  de 
la  perpendiculaire,  pour  laquelle  la  rotation  paraîtra  s'exé- 
cuter de  gauche  à  droite;  nous  la  nommerons  direction  de 
raj7erf«C0H/>/e,etle  sens  de  celte  rotatioji  sera  appelé  c/w-ecî. 
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Il  suffira  donc,  pour  !a  complèLe  détermînaiion  d'uu 
couple,  de  faire  connaître  la  direcliou  de  son  axe,  prise  à 
partir  d'un  point  arbitraire,  l'intensilé  des  forces,  et  la 
grandeur  du  hras  de  ]L*vier. 

51.  Enfin  ou  opérera  une  dernière  simplification  en  se 
fondant  sur  cette  pioposiiion,  rju'on  peut,  sans  changer 
l'effet  d'un  couple,  changer  la  force  et  le  bras  de  levier, 
pourvn  que  leur  produit  reste  le  môme, 

11  en  résulte  en  effet  qu'il  eH  inutile  de  connaître  sépa- 
rémeiU  la  force  et  le  bias  de  levier,  mais  qu'il  suffit  d'en 
connaître  leprodnit,  auquel  nous  donnerons  le  nom  ùe  mo- 
ment du  couple.  Nous  le  représenterons  par  une  longueur 
portée  sur  la  direction  de  l'axe,  à  partir  du  point  arbitraire 
par  lequel  ou  aura  mené  cet  axe;  nous  appellerons  celte 
longueur  la  grandeur  de  l'axe;  et,  en  entendant  ainsi  les 
choses,  nous  pourrons  dire  : 

Un  couple  est  complètement  Jétenniné  par  la  direc- 
tion et  la  grandeur  de  son  axe. 

JReiriarqiie. —  Le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer  pour 
User  le  sens  d'une  rotation  peut,  an  premier  abord,  paraître 
bizarre,  comme  étant  fondé  sur  la  eo.'iformatiou  parlicu- 
lière  de  l'homme;  et  l'on  désirerait  peui-èlre  en  trouver 
un  plus  géoméiriqne.  Mais  ce  serait  se  faire  une  grande  il- 
lusion; car  il  n'est  ni  axes,  ni  équations  qui  puissent  faire 
distinguer  l'un  de  ces  deux  sens  de  l'autre. 

Concevons,  par  exemple,  dans  un  plan,  deux  axes  rec- 
tangulaires AX,  AY,  et  un  cercle  de  rayon  R  avant  son 
centre  en  A.  Un  poinl  partant  du  point  B  de  rencoiitre  de  ce 
cercle  avec  AX  peut  tourner  dans  deux  sens  dilïérenls  que 
l'on  peut  faire  correspondre  aux  valeurs  d'un  angle  par- 
tant de  zéro  et  prenant  des  valeurs  positives,  ou  des  valeurs 
négatives.  On  pourra  donc  bien  es]irimRr  d'une  manière 
différente   le  sens  de   la   rotation    par  laquelle  le    rayon 
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vecleui'  du  point  commence  par  marcher  vers  l'axe  des  je 
positifs,  ou  vers  l'axe  des  y  négalîfs.  Mais  rien  ne  peiii 
caractériser  aucune  de  ces  rotations,  qui  ont  cependai 
chacune  une  existence  absolue  et  difl'érente.  Dire  qu'un  dt 
placement  se  fait  de  AX  vers  AY  ne  détermine  rien,  puis 
que  les  axes  peuvent  avoir  deux  positions  relatives,  et  lé 
difficulté  serait  de  les  distinguer  ;  ce  que  ni  la  géométrie  n 
le  falcul  ne  peuvent  faire.  Il  n'y  a  que  la  conformation  de 
l'hoinme  qui  puisse  ici  lui  venir  en  aide;  sa  vue  s'exerce 
d'un  seul  côté,  et  sa  droite  ne  peut  être  confondue  avec  sa 
gauche.  Lors  donc  qu'il  dit  qu'il  voit  un  point  tourner  au- 
tour de  lui,  de  sa  gauche  vers  sa  droite,  ses  pieds  reposant 
sur  le  plan  dans  lequel  s'effectue  cette  rotation,  tous  les 
hommes  auront  la  connaissance  précise  du  sens  de  cette 
rotation,  et  ne  le  confondront  pas  avec  le  sens  contraire. 

De  même,  la  position  relative  de  deux  axes  rectangu- 
laires sur  un  plan,  se  distinguera  en  commençant  par  faire 
choix  du  côté  du  plan  où  l'on  veut  se  placer,  et  en  disant 
si  la  rotation  qui  amènerait  l'axe  des  X  positifs  sur  l'axe 
des  y  positifs,  eji  lui  faisant  décrire  un  angle  droit,  est  di- 
recte, ou  réU-Q^rade,  e'est-à-dire  inverse. 

Dans  le  cas  de  trois  axes  reciangiilalres,  il  y  a  une  cir- 
constance qui  ne  se  présente  pas  quand  il  n'y  a  que  deux 
axes.  Dans  ce  dernier  cas,  en  se  plaçant  d'un  côté  conve- 
nable du  plan,  on  aura  les  axes  dans  la  posiliou  relative 
que  l'on  voudra,  et  en  retournant  le  plan  des  deux  axes, 
on  les  ferait  coïncider  avec  ceux  qui  étaient  placés  dans  la 


position  inverse 


ei  alors  les  formules  r 


de  cette  position  relative.  Mais  si  l'on  a  deux  systèmes  de 
trois  axes  se  succédant,  les  uns  dans  l'ordre  XYZ,  les  autres 
dans  l'ordre  YXZ,  il  sera  impossible,  par  aucun  déplace- 
ment, d'amener  les  axes  positifs  de  l'un  des  systèmes,  sur 
ceux  de  l'autre,  El  de  là  pourront  résulter  des  dilïerences 
dans  les  formules  dépendantes  de  deux  systèmes  d'axes, 
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suivani  qu'ils  seront  dans  le  même  ordre,  nu  en  ordre 
inverse. 

Ces  deux  disposilîotis  possibles  des  ■t,j,  s,  qu'aiicua 
déplacement  ou  retournement  ne  peut  amener  à  coïncider, 
ne  peuvent  se  distinguer  l'un  de  l'autre  qu'en  disant  si  l'ob- 
servateur place  dans  l'axe  positif  des  z,  les  pieds  appliqués 
sur  le  plan  xy,  verrait  l'axe  des  x  nosilifs  marcher  vers 
l'axe  de&y  positifs,  par  une  rotation  directe  ou  rétrograde, 
qui  amènerait  la  coïncidence  des  deux  axes,  lorsque  le 
premier  aurait  lo\irné  d'un  angle  droit. 

Comme  exemple  de  figure  susceptible  de  deux  sens  im- 
possibles à  distinguer  par  des  équalioiis  ou  procédés  géo- 
métriques, nous  citerons  encore  les  dons  hélices  de  même 
pas  qui,  tracées  sur  un  cylindre,  en  imprimant  des  rota- 
tions inverses  aux  projections  des  deux  points  décrivants, 
ne  peuvent  jamais  être  amenées  à  coïncider.  Elles  sont 
esseiniellement  différentes,  et  forment  deux  types  distincts. 
Or  il  n'y  a  aucun  moyen  purement  juathémalique  de  dé- 
signer l'un  de  ces  deus  types  en  particulier.  On  ])Ourra 
bien  former  deux  systèmes  d'équations  qui  représentent  les 
deux  types,  mais  tous  les  procédés  purement  géométriques 
seront  insuffisants  pour  les  distinguer. 

Il  est  encore  nécessaire  pour  cela  de  recourir  à  la  même 
image,  et  de  supposer  un  observateur  placé  dans  l'axe,  les 
pieds  appuyés  sur  la  base  du  cylindre  et  regardant  les  deux 
points  qui  s'élèvent  en  tournant.  £n  indiquant  le  sens  dans 
lequel  tourne  la  projection  du  point  décrivant,  on  a  l'un 
des  types,  parfaitement  caraelérisé.  Ces  deux  types,  par 
suite  de  celte  image  même  qui  permet  de  les  distinguer, 
ont  été  désignés  sous  le  nom  d'héliee  dextrorsiim,  et  d'bé- 
lice  sinistforsum. 

Le  règne  végétal  et  le  règne  iiiiiiéjal  en  offrent  des 
exemples. 
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52.  i"  Cas  où  les  axe.  sont  jmrallèlos.  —  Si  ics  cou- 
ples sont  dans  des  plaus  parallèles,  ou  les  ramènera  dans 
un  même  plan,  on  les  transformera  en  d'autres  qui  au- 
ront un  même  bras  de  lewer  et  les  mêmes  moments  res- 
pectifs que  les  couples  donnés,  puis  on  amènera  tous  ces 
bras  de  levier  à  coïncider.  11  est  visible  alors  que  toutes 
les  forces  se  réduiront  à  deux  égales  et  contraires  for- 
mant un  couple  ayant  le  bras  de  levier  commun,  et  pour 
valeur  des  forces  qui  le  forment,  la  dîflérencc  entre  la 
somme  de  toutes  celles  des  couples  dans  un  sens,  et  celles 
des  couples  de  sens  contraire,  et  agissant  dans  le  sens  de  la 
plus  grande  somme,  ce  qui  donne  la  proposition  suivante  : 

«  Des  couples  situés  dans  des  plans  parallèles  se  com- 
»  posent  toujours  en  un  seul,  situé  dans  un  plan  parallèle, 
I)  ayant  un  moment  égal  à  la  dUfércnce  entre  la  somme 
»  des  moments  des  couples  agissant  dans  un  sens,  et  la 
»  somme  des  moments  des  couples  de  sens  contraire,  et 
»   agissant  dans  le  sens  de  ceux  qui  donnent  la  pins  forte 

Cette  proposition  peut  s'énoncer  plus  simplement  connue 

«  Pour  composer  des  couples  dont  les  axes  sont  paral- 
li  Icles,  il  suffit  de  transporter  en  un  même  point  tous  ces 

»  axes  qui  seront  alors  en  ligne  droite,  de  faii'e  la  oomme 
u  de  tous  ceux  qui  sont  du  même  côté  de  l'origine  cora- 
il mune,  et  de  retrancber  la  plus  petite  de  la  plus  grande  : 
))  le  reste  représentera,  en  direction  et  en  grandeur,  l'axe 
i>  du  couple  résultant.  » 

Et  si,  pour  simplifier  encore  cet  énoncé,  on  considère 
comme  positifs  les  axes  dirigés  dans  un  sens,  cl  comme  né- 
gatifs ceux  qui  sont  dirigés  en  sens  contraire,  te  qui  n'est 
nullement  obligatoire,  on  énoncera  aînsî  le  tliéorèuie  : 
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u  Des  couples  (jnciconqyes  ayant  leurs  axes  paiallèîes 
))  se  composent  en  un  seul  dont  l'axe,  parallèle  aux  pre- 
5)  miers,  esl  représenlé  en  grandeur  et  en  dircciion  par  la 
»   somme  algébrique  des  axes  des  couples  donnés.  » 

D'où  i'on  voit  f|uc  la  composlliou  des  couples  qui  oui 
leurs  axes  parallèles  est  idenlîque  à  celle  de  forces  agissant 
suivant  uiie  inÉiiie  droile. 

a"  Cas  où  les  axes  ne  sont  pas  parallèles.  —  Eii  con- 
sidérant d'abord  deux  couples  seulement,  et  transporlaui 
leurs  axes  en  un  mémo  point,  on  reconnaît  facilement 
qu'ils  se  composent  en  un  seul  reprcseuié  en  grandeur  et. 
en  direction  par  In  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  axes  des  couples  donnés. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  composer  des  cou- 
ples dont  les  axes  sont  donnés,  c'est  composer  des  couples 
dont  les  plans  et  les  moments  sont  donnés,  el  celle  seconde 
question  peut  facilement  êlre  Irailée  dlreciemenl  :  il  en  est 
de  même  pour  la  décomposition  d'un  couple. 

Cette  composition  des  axes  est  ideniique  à  celle  de  deux 
forces  qui  seraient  substituées  aux  axes;  et  l'on  obtient 
ainsi  1-1  règle  générale  suivante,  qui  comprend  les  deux  cas. 
Cl  qui  ramène  à  une  question  déjà  traitée  : 

Pour  composer  des  couples  en  nomlire  quelconque  el 
dont  les  axes  ont  des  direciions  quelconques.,  il  sujfil  de 
transporter  les  axes  de  ces  couples  en  un  riiéme  point  qui 
soit  leur  origine  commune,  et  de  composer  ces  axes  comme 
s'ils  repj'ésen' aient  des  forces  ;  la  résultante  de  celles-ci 
représentera  en  direction  et  en  grandeur  l'axe  du  couple 
résultant. 

Il  est  visible  que  cette  composition  ne  donne  lieu  à  au- 
cun cas  d'exception,  comme  on  en  a  reiiconlré  ilaus  le  cas 
des  forces  parallèles. 

Conditions  d'équilihre  des  couples.  —  Tous  ces  couples 
peuvent  toujours  se  réduire  à  un  seul  dont  on  peut,  par  ce 
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qui  précède,  délerminer  II-  momt'nt.  î\ïais  si  re  couple 
existe,  nous  savons  qu'il  ne  peut  èlre  en  équilibre  sur 
un  système  rigide  lil)re;  il  est  donc  évident  qu'il  faut,  ou 
que  les  deux  forces  qui  le  composent  soient  nulles,  ou  que 
ces  forces  soient  directement  opposées,  c'est-à-dire  que  le 
bras  de  levier  soit  nul.  Il  n'y  a  donc  évidemment  équilibre 
que  si  le  moment  du  couple  résultant  est  nul. 

Or  la  condition  d'équilibre  de  forces  appliquées  à  un 
même  point  est  aussi  que  leur  résultante  soit  nulle.  On 
peut  donc  énoncer  le  llicorcmc  suivant,  en  se  dispensant 
de  reproduire  ce  qui  a  élé  dit  sur  l'équilibre  de  forces 
appliquées  à  un  même  point  : 

((  Pour  avoir  les  équations  qui  expriment  l'équilibre  de 
n  couples  en  nombre  quelconque,  il  suffit  de  transporter 
»  tous  leurs  axes  parallèment  à  eux-mêmes  en  un  même 
I)  point,  de  les  considérer  comme  représentant  des  forces 
u  en  grandeur  et  en  direction,  et  d'exprimer  que  ces  forces 
»   sont  en  équilibre.    » 

Si  les  couples  sont  dans  des  plans  parallèles,  il  faut  donc 
que  la  somme  algébrique  de  leurs  moments  soit  nulle.  Dans 
le  cas  général  on  les  décomposera  suivant  trois  ases,  et 
l'on  aura,  comme  pour  les  forces,  trois  équations  d'équi- 
libre. 
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CHAPITRE  IV. 

COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DE  FORCES  QUELCOKyUES 
APPLIQUÉES  A  UN  SYSTÈME  RIGIDE  LIBRE. 


5Z.  Premièro  réduclion  des  forces.  —  Toute  force  aji- 
pliquée  en  un  point  d'un  système  rigide  peut  être  rem- 
placée par  une  force  égale,  parallèle  et  de  même  sens, 
applitfiiéfi  à  un  point  quelconque-  lié  invariablement  au 
système,  plus  un  couple  dont  l'une  des  forces  sera  la  pro- 
posée, et  la  seconde  passera  par  le  point  choisi.  C'est  ce 
que  l'on  aperçoit  immédiatement  en  introduisant  à  ce 
point  deux  forces  égales  et  contraires,  parallèles  à  la  pre- 

Si  l'on  fait  cette  transformation  pour  toutes  les  forces 
appliquées  au  système,  leur  ensemble  sera  remplacé  par 
ces  mêmes  forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes 
en  un  point  choisi  arbitrairement  et  lié  au  système,  plus 
un  nombre  égal  de  couples  bien  déterminés. 

Or  toutes  les  forces  appliquées  à  un  même  point  se  ré- 
duisant à  une  seule,  et  tous  les  couples  .i  un  seul,  on  peut 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Des  forces,  en  nombre  quelconque,  nppliqnoe.s  h  un 
corps  solide,  ou  à  un  système  rigide  qualconqua,  peuvent 
toujours  être  réduites  à  une  force  et  un  couple. 

Celle  force  est  In  résultante  de  toutes  les  proposées 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  eu  un  point 
quelconque  lié  au  système.  Sa  grandeur  et  sa  direction  sont 
donc  indépendantes  de  ce  point. 

Les  couples  composants  et  h:  couple  résulta?!!  dépen- 
dent du  point  choisi. 
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Si.  Conditions  pour  que  les  forces  appliquées  à  un 
corps  solide  libre,  soient  en  équilibre.  —  Ces  forces  ciarit 
réduites  à  hhr  seule  force  ei  un  couple,  il  est  facile  de  voir 
qu'il  ne  peut  y  avoir  équilibre  que  si  cette  force  et  le 
couple  sont  séparément  nuls.  En  eiïel,  si  une  force  et  un 
couple,  qui  ne  seraient  pas  nuls,  élaîeiit  en  équilibre,  on 
pourrait,  sans  détruire  cet  équilibre,  fixer  un  point  sur  la 
direction  de  celle  force,  qui  se  trouverait  ainsi  délroiie; 
il  ne  resterait  doue  pi  us  que  le  couple,  que  l'on  peut  trans- 
porter de  manière  qu'une  de  ses  deux  forces  passe  par  le 
point  fixe,  qui  la  détruira;  et  il  restera  une  force  qui  ne 
passera  pas  parle  point  fixe,  et,  par  conséquent,  d'après 
un  des  premiers  principes,  déplacerait  le  coi'ps.  On  arrive 
ainsi  à  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Pour  que  des  forces  quelconques  appli- 
quées à  im  système  rigide  y  soient  en  équilibre,  il  est  né- 
cessaire et  s'iffisant  que  toutes  ces  forcesi  transportées 
parallèlement  à  elles-méme  en  un  même  point,  j  soient  eji 
équilibrej  et  que  les  couples  provenant  de  ce  transport,  y 
soient  de  leur  côté. 

Chacun  de  ces  équilibres  s'exprime  généralement  par 
trois  équations;  il  y  en  aura  donc  six  pour  exprimer  l'équi- 
libre d  un  système  rigide  ;  nous  nous  occuperons  bientôt  de 
leur  formation. 

Corollaire  I.  —  Si  un  systi:nie  de  foi  ces  est  eu  équi- 
libre sur  un  corps  solide  libre,  le  sj'sièinc  de  ces  mêmes 
foi-ces  changées  de  sens  y  sera  de  même. 

En  effet,  si  l'on  opère  sur  chacun  de  ces  deux  systèmes 
la  réduction  que  nous  venons  d'indiquer,  en  prenant  le 
même  point  pour  y  transporter  les  forces,  on  aura  en  ce 
point,  pour  chacun  des  systèmes,  des  forces  égales  et  oppo- 
sées qui  donneront  deux  résultantes  égales  et  opposées,  et 
des  couples  qui  auront  respectivement  les  mêmes  plans. 
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les  mêmes  moments,  mais  des  sens  coiitraiics  :  les  axes  de 
ces  couples  seront  doue  respectivement  égaus  cl  directe- 
ment opposés.  Les  axes  des  couples  résultanis  seroiil  donc 
de  même  grandeur  et  de  sons  directement  enntraire. 

Cela  posé,  s'il  y  a  équilibre  dans  l'un  d'eux,  la  force  ré- 
sultante et  le  couple  rcsullant  seront  nuls  séparément;  ils 
!c  seront  donc  dans  l'antre,  qui  sera  par  conséquent  ansi^i 
en  équilibre. 

ConoLLAiitE  II.  —  .5'/  un  gjoiijif  rli:  J'orcefi  IS  peut  c.ii 
remplacer  un  autre  A  sur  un  corps  sufùie,  rècipraquemeni 
A  poun-n  remplacer  B. 

En  effet,  d'après  l'hypotliése,  B  et  —  A  se  feraient  équi- 
libre sur  le  système  (le  signe  —  étant  mis  devant  le  groupe 
pour  indii]ucr  un  groupe  composé  de  forces  directement  op- 
posées ;i  celles  de  A,  comme  nous  en  avons  déjà  prévenu  au 
ii°  20),  et  par  conséquent,  d'apièsce  qui  vient  d'êlre  établi, 
A  et  —  lï  seraient  en  ctjuililjre  :  donc  A  peut  remplacer  B. 

Corollaire  III.  —  Si,  <ians  un  système  fie  forces  en 
équilihro  sur  un  corps  solide,  on  peut  supprimer  un  groupe 
de  forces  sans  détruire  V équilibre,  ce  group;:  appliqué 
seul  y  serait  en  équilibre. 

En  effet,  soient  A  et  B  les  deux  groupes  qui  composent 
le  système  donné,  et  supposons  qu'on  puisse  supprimer  B 
sans  Iroubler  l'équîbre,  c'est-à-dire  que  A  seul  serait  en 
équilibre,  et  par  snile  —  A,  d'après  le  Corollaire  I.  Or, 
—  A  étant  en  équilibre  sur  le  système,  on  pcul  suppri- 
mer A  du  système  AB  sans  troubler  l'équilibre,  par  suite 
B  appliqué  seul  serait  en  équilibre.  l\  en  résulte  que  —  B 
V  serait  aussi. 

Et  réciproquement,  si  un  groupe  M  appliqué  seul  i\  un 
corps  solide  y  est  eu  é<[uilibre,  on  pourra  le  supprimer 
dans  tout  système  de  forces  en  équilibre  sur  ce  corps, dont 
11  ferait  partie.  Car  il  suffit  pour  cela  que  — M  soit  en 
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équilibre,  sonl  sur  le  système  ;  ce  qui  est  en  effet,  puisque 

M  y  esr. 

Corollaire  J\  .  —  Si  liansun  système  de  forces  en  équi- 
libre sur  un  corps  soliiie,  on  petit  inlrodidrc  un  groupe  A 
sans  rompre  cet  état,  ce  groupe  nppliipié  seidy  serait  en 
équilibre. 

En  effet,  on  peut  commencer  par  introduire  les  deux 
groupes  A  et  — A.  Or, supprimer  ensuite  — A,  c'est  comme 
si  l'on  avait  inlroduil  A  seul,  ce  qui,  par  hypothèse,  ne  dé- 
truit pas  l'équilibre.  La  suppression  de  ^  A  ne  détruira 
donc  pas  l'équilibre  existant;  donc,  d'après  le  troisième 
corollaire,  ce  groupe  serait  en  équilibre  s'il  était  appliqué 
seul  sur  le  système.  Le  groupe  contraire  A  y  est  donc  aussi  ; 
ce  qu'il  fallait  prouver. 

ConoLLAiRE  V.  —  Sides  forces  sont  en  équilibre  sur  un 
système  non  rigide,  et  qu'on  puisse  introduire  un  groupe  A 
sans  rompre  cet  état,  ce  groupe  serait  en  équilibre  sur 
le  même  système  rendu  rigide. 

En  effet,  les  premières  forces  en  équilibre  sur  le  sys- 
tème non  rigide  y  seraient  encore  si  l'on  rendait  ce  système 
entièrement  rigide  ;  et  le  système  non  rigide  étant  en  équi- 
libre après  l'introduction  de  A,  il  en  serait  encorede  même 
de  ce  système  rendu  rigide.  Or  ce  dernier  état  de  choses 
est  celui  qne  l'on  obtiendrait  en  introduisant  A  dans  le 
système  rigide  auquel  seraient  appliquées  les  premières 
forces,  et  qui  serait  en  équilibre;  et  cette  introduction  ne 
rompant  pas  l'équilibre,  le  groupe  A,  appliqué  seul  sur  le 
système  rendu  rigide,  y  serait  en  équilibre  :  ce  qu'il  fallait 
prouver. 

Corollaire  VI.  —  Si  l'on  peut  supprimer  un  groupe  A 
sur  un  système  non  rigide  en  équilibre.,  sans  détruire  cet 
état,  le  groupe  A  serait  en  équilibre.,  appliqué  seul  sur  le 
système  rendu  rigide. 
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En  effet,  la  suppression  de  A  équivaoi  à  l'inlroduclioQ 
de  — A,  Or,ceiletiilrodnction  ne  Iroublaiitpas  l'équilibre, 
par  hypothèse,  îlsuitdu  corollaire  précédent  que  le  groupe 
—  A  serait  en  équilibre  s'il  était  appliqué  seul  sur  le  sys- 
tème rendu  rigide.  Il  eu  serait  donc  de  mùme  du  A:  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 


CONDITION  roUK  QU  UN  SYSTEMS  DE  l-ORCES  APPLIQUÉES 
A   UN   CORPS  SOLIOE  AIT    UNE  KÉStJLTA^TË. 

53.  Pour  qu'nn  système  de  forces  non  en  équilibre  soit 
réductible  à  une  force  unique,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
qu'en  introduisant  une  certaine  force  il  y  ai  t  équilibre.  Car, 
si  le  système  proposé  peut  être  remplacé  par  une  force  uni- 
que, il  serait  eu  équilibre  si  l'on  introduisait  une  force 
égale  et  contraire  ;  et  réciproquement  si  le  système  proposé 
est  mis  on  équilibre  par  l'introduction  d'une  certaine  force 
S,  ce  qui  entraîne  qu'il  y  ait  équilibre  entre  le  système 
contraire  et  — S,  il  s'ensuit  que  — S  peut  remplacer  le 
premier  système  (n"  20),  et,  par  conséquent,  ce  dernier  a 
une  résultante — S.  Ornous  avons  vu  que  tout  système  de 
forces  appliquées  à  un  corps  rigide,  peut  être  réduit  à  une 
force  et  un  couple:  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que 
celte  force  et  celle  que  l'on  introduira  détruisent  le  couple. 
Or  ces  deux  forces  peuvent  toujours  se  réduire  à  un  couple 
et  une  force;  et  il  faut  que  cette  dernière  force  soit  zéro: 
car,  sans  cela,  il  faudrait  qu'elle  fût  en  équilibre  avec  le 
couple  résultant  des  deux  autres,  ce  qui  est  impossible.  Les 
deux  forces  doivent  donc  former  simplement  un  couple;  et 
ce  couple  doit  détruire  le  couple  résultant.  Il  doit  donc  être 
dans  un  plan  parallùle  à  celui  de  ce  dernier;  et,  par  consé- 
quent, la  résultante  des  forces  transportées  en  un  même 
point  doit  être  parallèle  au  plan  du  couple  résultant,  et  ne 
pas  èlre  égale  à  zéro.  Et  réciproquement,  s'il  ca  est  ainsi, 
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il  existera  évideinment  une  forcu  qui  forniora  avec  la  rusul- 
lanlc  un  couple  ayant  son  plan  parallèle  à  celui  du  couple 
résultant,  1c  même  moment  et  le  sens  contraire,  el  les  «Jc- 
truira  par  conséquent;  d'où  il  résulte  que  le  système  des 
forces  sera  rétluclible  à  une  force  unique.  Ou  obtient  ainsi 
la  proposition  suivante  : 


Pour  que  des  fortes  appliquées  à  un  système 

rigide 

aient  nntt  rcsuha}ile,il  est  nécessaire  que  ces  forces 

,  trans- 

portées  en  un  inéine  poinl^  ilonneiit  une  rcsultaiiK 

:,,aral. 

lè.lo  au  plan  du  couple  résnlnml. 

ÉQUATIOKS  n'f.QlirLlBEE  o'on   SYSTl.ME  QDELCOBQLE   DI 

:  roRCES 

APPLIQUÉES   A  ER   COUPS  SOLIDE    LIERE. 

56.  ÎSous  avons  montré  que,  pour  que  des  forces  quel- 
conques appliquées  à  un  corps  solide  fussent  en  équilibre, 
il  était  nécessaire  et  suffisant  que  toutes  ces  forces,  ti'ans- 
portées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelcon- 
que lié  au  corps,  donnassent  une  résultante  nulle,  et  que 
le  moment  du  couple  résultant  fût  aussi  nul.  Il  ne  s'agît 
plusque  d'exprimer  ces  conditions  par  des  équations.  Nous 
prendrons,  pour  plus  de  généralité,  un  système  d'axes  de 
coordonnées  obliques. 

Désignons  les  forces  données  par 


s  de  leurs  points  d'appHc 


Niius  choisirons  Toiiginedes  coordonnées  pour  le  point 
où  les  forces  seront  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes,  en  vue  de  réduire  le  système  s\  trois  forces  suivant 
les  axes  en  trois  conples  suivant  les  plans  coordonnés. 
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Mais,  pour  calculer  plus  facilement  les  niomcnls  de  ces 
trois  couples,  lious  coniiiiencerons  par  décomposer  chaque 
force,  en  son  point  mêine  d'application,  en  trois  forces  pa- 
rallèles aux  axes,  et  ce  sont  ces  composantes  que  nous  trans- 
porterons à  l'origine  où  elles  se  irouvei'ont  dirigées  suivant 
les  axes  mêmes.  Ces  composantes  seront  les  mêmes  que  si 
l'on  avait  transporte  les  forces P,  P', ...  à  l'origine,  et  qu'on 
les  eût  ensuite  décomposées  suivant  les  axes;  mais  il  sera 
bien  plus  facile  de  ca'cnler  les  moments  et  de  reconnaître 
!e  sens  des  couples  composants  situés  dans  les  plans  des  axes. 
Prenons  l'une  quelconque,  P,  des  forces  données,  cl  dési- 
gnons par  X,  Y,  Z  les  trois  composantes  parallèles  aux 
axes,  et  appliquées  au  nième  point  M  que  la  force  P. 
La  composante  Z  sera  remplacée  par  une  force  égale  el  do 
même  sens,  située  dans  l'axe  AZ,  et  pai 
dans  leplaiiZA.M,  qui  pourra  être  décomposé  e 
pies  situes  dans  les  deux  plans  coordoi 
suivant  AZ.  En  agissant  de  même  pour  la 
on  aura  deux  couples  situés  dans  les  dci 
pent  suivant  AY;  et  enfin  la  composan 
couples  situés  dans  les  deux  plans  qui  se  coupent  suivant 
l'axe  AX  ;  de  sorte  que  chaque  plan  coordonné  contiendra 
deux  couples,  dont  il  faut  calculer  le  moment  et  reconnaî- 
tre le  sens.  Les  formules  que  nous  allons  obtenir  seront 
générales,  sous  une  forme  unique,  aux  mêmes  conditions 
que  dans  tout  ce  qui  précède  ;  c'cst-à-dirc  en  regardant  :  les 
coordonnées  ,r,  y,  z  comme  positives  quand  elles  sont  de 
même  sens  que  les  directions  respectives  AX,  AY,  AZ  ;  les 
forces  parallèles  dans  un  même  plan  comme  positives  ou 
négatives,  suivant  qu'elles  sont  dirigées  dans  le  sens  des 
actes  positifs  ou  en  sens  contraire  ;  et  les  moments  comme 
positifs  ou  négatifs  dans  un  même  plan  coordonné,  suivant 
qu'ils  seront  dans  le  sens  direct  ou  létrograde  pour  un  ob- 
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scrvaieur  situé  du  même  côlé  de  ce  plan  que  i'axc  des  coor- 
doauées  qui  iic  s'y  trouve  pas. 

D'abord,  les  forces  dirigées  snivaiil  les  axes  se  réduiront 
à  [rois,  ayant  resiK-ctivenienl  pour  expressions  les  sommes 
algébriques 


^^.  Sï.  E^- 

Soient  mainfenaiil  Q  le  point  où  la  composante  Z  en  M 
perceleplai,  xj  ;  AS,  AT,  l'xet  Ij  de  M  ou  de  Q  (/§■.  4)  ; 


rr 


le  toupie  dont  les  deux  foices  Z  soJit  appliquées  en  A  et 
Q  est  celui  qui  proviendra  de  la  composanle  Z  sur  A  ;  cl  si 
en  Zou  introduit  deux  forces,  Z,  — Z,qai  se  détruisent, on 
aura,  au  lieu  du  premier  couple,  deux  couples  ayant  Z  pour 
forces,  fcl  l'un  dans  le  plan  zx,  ayant  pour  bras  de  levier 
oblique  AS  ou  X,  l'autre  ayant  pour  bras  do  levier  oblique 
QS,  cl  qu'on  peut  transporter  dans  le  plan  parallèle  zy, 
où  son  bras  de  levier  sera  AT  ou  r.  Et  l'angle  de  la  force 
et  du  bras  de  levier  de  cliaeun  de  ces  couples  est  pr^cisé- 
luenl  celui  des  deux  axes  dans  le  plan  desquels  il  se  trouve. 
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Ou  obtiendra  semMablement  les  couples  [iroduJis  par  les 
deux  autres  composantes. 

En  supposant  d'abord  les  trois  coordonnées  x,  r,  z  et 
les  composantes  X,  T.  Z  dirigées  dans  le  sens  des  axes  po- 
sitifs,  la  force  P,  pour  la  somme  di-'s  mojnents  des  deux 
couples,  sera  : 

Dans  le  plan  YZ, 

(jZ-zY)sinj.; 

Dans  le  plan  ZX, 

Dans  le  plan  XY, 

(,/.-Y-jX)sin^j. 

Or  on  reconnaîtra,  par  une  diseussion  irès-siniple,  que, 
quelles  que  soient,  les  directions  des  coordonnées  et  des 
eomposanles,  les  expressions  préeédeules  représenteiont 
toujours,  en  grandeur  et  en  signes,  les  moments  des  couples 
fournis  par  la  force  P,  à  la  condition  que  les  coordonnées 
et  les  composantes  seront  regardées  comme  positives  quand 
elles  seront  dirigées  dans  le  sens  des  axes,  et  eoniine  néga- 
tives dans  le  sens  contraire;  et  que  les  moments  positifs 
correspondront  au  sens  direct  des  couples,  et  les  moments 
négatifs  au  sens  inverse.  El  tout  cela  csldémoniré  à  la  con- 
dition que  les  opérations  sur  toutes  les  quantités  négatives 
seront  exécutées  suivant  les  règles  démontrées  dans  le  cas 
des  polynômes.  Il  n'y  a  donc  aucune  question  à  faire  à  cet 
égard,  celte  manière  d'opérer  étant  la  condition  de  la  gé- 
néralité, qu'oii  peut  ne  pas  ïotiloii',  maïs  qu'on  ne  peut 
obtenir  qu'à  ce  prix. 

Maintenant,  si  l'on  fait  la  somme  algébrique  de  toutes  les 
expressions  analogues  que  fournissent  les  autres  forces  P', 
P", .  ,  . ,  on  aura,  eu  grandeur  et  en  signes,  les  moments  des 
couples  résultants  dans  les  trois  plans  coordonnés.  Et  comme 
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des  coupliîs  situés  dans  Irois  plans  qui  n'ont  qu  un  point 
commun,  se  composeraient  toujours  en  un  scn!  dont  lerao- 
mcnlne  serait  pas  nul,  il  est  nécessaire,  pour  l'équilibre  de 
l'ensemble  des  couples,  que  les  trois  nioincnls  résulfanl 
soient  séparément  nnls. 

De  plus,  pour  que  la  résultante  des  forces  soit  nulle,  il 
i'aut  que  ses  trois  composantes  suivant  les  ases,  le  soient 
séparément.  Les  conditions  nécessaires  et  sufiisanles  de 
l'équilibre  des  forces  données,  seront  donc  exprimées  par 
les  six  équations  suivantes,  dans  lesquelles  nous  avons  sup- 
primé les  facteurs  inutiles  sin^z,  sinzj;,  siuxy  : 

(,)        2''=°'  2^=°'  S-'-"- 

(«)  .  Y(=x-.,z;..^o, 

Si  les  axes  sont  rectangniaijes,  ics  équations  deviennent 

(3)    2'-«>-=°.  2;p~>5=-».  2"''=»' 

Ces  trois  dernières  équations  peuvent  être  énoneces 
d'une  manière  qu'il  n'est  pas  inutile  de  reconnaître.  Si, 
par  le  point  quelconque  d'application  de  la  force  P,  on 
mène  un  plan  perpendiculaire  à  AZ,  qui  coupe  cette  ligne 
en  O,  et  qii'on  décompose  la  force  en  une  force  parallèle  à 
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cet  axe  et  une  autre  Q,  située  dans  le  plan  perpendiculaire, 
la  première  sera  Pcosy,  et  la  seconde  Psiny  sera  la  ré- 
sultante des  forces  Pcosa,  Pcosê,  parallèles  à  AX,  AY, 
Le  momenl  de  cette  force  Q  par  rapport  à  0,  que  l'on  ap- 
pelle aussi  le  moment  de  la  forci:  P  par  rapport  à  AZ, 
sera  donc  la  somme  algébrique  des  momenis  des  deux 
autres,  ou 

P(..cose^jcosa); 

ce  qui  est  le  couple  relatif  à  la  force  F,  estimé  suivant 
l'axe  des  s.  D'où  l'on  voit  que  les  trois  dernières  équations 
d'équilibre  expriment  que  les  somine.i  des  moments  de 
toutes  les  forces  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires 
sont  séparément  égales  à  zéro. 

On  peut  remarquer  que  la  distance  du  point  O  à  la 
force  Q  n'est  autre  chose  que  la  distance  de  O  au  plan 
mené  par  la  force  P  parallèlement  à  l'axe  des  s  ;  c'est  donc 
la  plus  courte  distance  de  la  force  P  à  cet  axe.  De  sorte 
que  le  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  axe  est  le 
produit  de  la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites  par 
la  composante  de  cette  force  perpendiculairement  à  l'axe. 


i    FOBCES    SONT    DAHS    UN    MÈME    PLAH, 

57.   Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  prend  ce  plan  pour 
celui  des  x  ely,  on  aura,  pour  toutes  les  forces, 

î  — o,     Z  =  o; 
les  équations  (i)  et  (a)  se  réduiront  donc  aux  suivantes  ; 

OU,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

(6)  2p""=o,  '^eme=o,  2P('oo,e-jcos^)=o. 

Ce  cas  particulier  peut  être  traité  directemeat,  en  sui- 
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vant  la  raèine  marche  que  dans  le  cas  général  :  c'est  même 
ce  qu'il  convient  de  faire  pour  les  commençants. On  arrive 
ainsi  immédiatement  aux  équations  (5)  ou  (6). 

La  troisième  des  équations  (6),  qui  exprime  que  le 
couple  résultant  a  un  moment  nul,  peut  être  mise  sous 
une  autre  forme  qu'il  n'est  pas  inutile  de  connaître.  11 
suffit,  pour  cela,  de  transporter  les  forces  elles-mêmes  à 
l'origine,  sans  les  décomposer  à  leur  point  d'application  : 
le  couple  qui  proviendra  du  transport  de  l'une  quelconque 
des  forces  aura  pour  moment  le  produit  de  cette  force  par 
la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  sa  direction  ; 
le  sens  de  ce  couple  sera  direct  si  la  force  tend  à  faire 
tourner  le  système  dans  le  sens  direct  autour  de  l'origine 
supposée  ibie,  et  inverse  dans  le  cas  contraire.  En  dési- 
gnant ce  produit  sous  le  nom  de  moment:  de  la  force  par 
rapport  à  Vorigine,  et  en  le  regardant  comme  positif, 
quand  le  sens  est  direct,  et  comme  négatif,  quand  le  sens 
est  rétrograde,  la  condition  d'équilibre  des  couples  s'énon- 
cera ainsi  : 

La  somme  algébrique  dts  moments  des  forces  par  rap- 
port à  un  point  ffuelconqiie  du  plan,  doit  être  égale  à 

CAS  oo  TOUTES  LES  roitcEs  soht  ■patiAILeles. 

Dans  ce  cas,  les  rapports  — >  —:  -5-  sont  les  nièmes  pour 

toutes  les  forces.   Si  nous  les  désignons  par  a,  h,  c,   les 
é<[uations  (1),  (-i)  deviendront  : 
Les  premières 

„2p=o,  *2''-°'  '!"=•'■ 

„„,imiJeme„t 
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Les  secondes 
ou 

•2pr=s2p., 

Il  fau[  Diaintenant  distinguer  deux  cas,  suivant  que  l'on 
voudra  que  Téquilibre  ait  lieu,  quelle  que  soit  la  direction 
des  forces  passani  toujours  par  les  mêmes  points  d'applica- 
tion, ou  bien  que  la  direction  de  ces  foices  soit  donnée  et 
invariable. 

1°  Uans  le  premier  cas,  deux  des  rapports  a,  b,  c  sont 
indéterminés,  a  et  è,  par  exemple.  La  troisième  des  équa- 
tions (7)  exige  alors  qu'on  ait^P^  =:  o,  ^Pj' =:  o,  et 

les  deux  autres  donneront  alors  N'Pz^o.  Les  condi- 
tions d'équilibre,  dans  cette  hypotlièse,  seront  donc,  comme 
nous  les  avons  déjà  trouvées, 

2p=o,  2p'='>.  2i'-'=°'  l^'^'- 

a"  Si  l'équilibre  doit  avoir  lieu  pour  une  direction  dé- 
terminée des  forces,  a,  h,  c  sont  de^  nombres  donnés  inva- 
riables. Les  deux  premières  équations  (y)  donnent 

et  la  troisième  en  est  une  conséquence.  Les  conditions  de 

5. 
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rc'<juilibre  se  réduisent  donc,  dans  ce  cas,  ;'i 

(8)     Vp  =  „,     ^V.^t^l..     2l'^=*2'"i 

si  l'on  preiiaîL  l'ase  des  s  parallèle  aux  forces,  on  aui 


elles  équations  deviendraient 

2;p-o,  ^p-^^o,  2pj=o, 

comme  nous  les  avions  trouvées  précédemment. 

3"  Si   ces  forces  parallèles  étaient  dans  un  même  pSan 
ayant  pour  équation 

z  =  ax  +  @j-  +  7, 

on  aurait 

c— ao  +  ei, 
et  les  équations  (8)  deviendraient 

qni  se  réduisent  à  une  seule. 

Les  équations  d'équilibre  seront  alors,  comme  nous  les 
avons  trouvées  précédemment, 

CALCLL    DE    LA    HKSULTAKTE    DE    FORCES    AFPI-IQCÉES    A    l'N 

COUPS  SOLIDE. 

58.   Soionl  X',  Y',  Z',  X",  Y",  Z"  les  composantes  des 
forces  données.  Posons 
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X,  Y,  Z  seront  les  composantes  de  la  rcsultaute  des  forces 
données,  transportées  à  l'origine. 

Soient  —  X,,  —  Y,,  —  Zi,  en  grandeur  et  en  signe,  les 
composantes  d'une  force  inconnue  qui  ferait  équilître 
aux  fojces  données,  et  par  suite  Xi,  Y;,  Zi  les  composantes 
de  ]a  résultante  si  elle  existe,  et  soient  x,,  yi,  z,  les  coor- 
données de  son  point  d'application;  les  six  équations  de 
l'équilibre  seront 

X  — X,  =  o,      Y  — Y.  =  o,      Z  — Z,  =  o; 

2(7'Z'-^'Y')-ir,Z,-^.Y,)-o, 

2{.'^'Y'-yX')-(:r,Y,-j.X,)-o. 

Représentant  par  L,  M,  N  les  trois  sommes  qui  sont  dans 
ces  équations,  elles  deviennent 

(i)  X,  —  X  =  o,     Y,  —  Y  —  o,     Z,  —  Z~o, 

(3)  j-,Z  — s,Y=L,     !,X  — ,r,Z=M,     ^K.Y— j,X  =  N. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  est  nécessaire  et  sudisant 
que  l'on  puisse  satisfaire  à  ces  six  équations  par  des  va- 
leurs données  à  Xi,_j't,Zi,  X,,  Yi,Z,,  et  alors  il  y  aura  une 
résultante  qui  sera  la  force  opposée  à  celle  qui  établira 
l'équilibre. 

Les  équations  (1)  donnent 

X,  =X,     Y,=;Y,     Z,:=Z, 

ee  qui  exprime  que  les  composantes  de  la  résultante  sui- 
vant les  axes  seront  les  sommes  des  composantes  des  forces 
données. 

Les  équations  (a)  expriment  que  les  moments  des  trois 
couples  fournis  par  la  résultante,  sont  égaux  à  la  somme  de 
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ceux  que  fournissent  toutes  les  forces.  Elles  feront  connaître 
^iijfit  ^i7  mais  elles  ne  seront  pas  toujours  compatibles. 
En  effet,  si  l'on  multiplie  la  première  par  X,  la  seconde 
par  Y,  la  troisième  par  Z,  et  qu'on  les  ajoute,  ou  aura 

(3)  LX  +  MT  +  ÎSZ  =  o, 

équation  entre  des  quantités  connues,  et  qui  est  une  condi- 
tion nécessaire  pour  la  possibilité  de  l'équilibre.  Elle  serait 
insignifiante  si  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  étaient  nulles; 
mais  alors  on  ne  multiplierait  pas  les  équations  (a)  par  o, 
et  elles  se  réduiraient  à  L  ^  o,  M  ^i:^  o,  N  =:  o,  qui  indi- 
queraient que  le  couple  résultant  serait  nul;  et  le  système 


1  eqi 


ilibre 


Ecartant  donc  ce  cas,  l'équation  (3)  subsiste  comme  con- 
séquence des  équations  (i),  qui  se  léduiseut  à  deux  seule- 
ment. 

Les  quantités  Xi,j,,  z,  ne  seront  donc  pas  déterminées, 
et  comme  elles  satisfont  a  deux  équations  du  premier  de- 
gré, le  lien  des  points  qu'elles  construisent  sera  une  ligne 
droite.  Tous  les  points  de  cette  droite  pourront  donc  être 
pris  pour  le  point  d'application  de  la  force  qui  fait  équi- 
libre, et  par  suite  de  la  résultante  du  système,  qui  lui  est 
directement  opposée. 

Remarque,  —  Comme  on  a  démontré  que  la  condition 
pour  que  les  forées  aient  une  résultante,  est  que  la  résul- 
tante des  forces  transportées  en  \xn  même  point  soit  paral- 
lèle au  plan  du  couple  résultantj  il  s'ensuit  que  l'équa- 
tion (3)  doit  exprimer  cotte  condition  géométrique.  C'est 
ce  qu'on  vérifie  immédiatement  dans  le  cas  des  axes  rec- 
tangulaires. Car  alors  X,  Y",  Z  sont  proportionnels  aux  co- 
sinus des  angles  que  la  résultante  fait  avec  les  axes,  et  L, 
M,  N  le  sont  au\  cosinus  des  angles  que  fait  l'asc  du  couple 
résultant.  L'équation  (3)  exjirime  donc  que  la  résultante 
est  perpendiculaire  à  l'axe  du  couple  résultant,  et  par  cou- 
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séqueul  parallèle  à  son  plan.  Dans  le  cas  des  axes  obliques, 
il  n'est  pas  facile  de  reconnaître  cette  signification  de  l'é- 
quation (3),  et  je  ne  connais  aucun  Traité  de  Mécanique 
où  elle  soit  démontrée.  Il  est  nécessaire  pour  cela  de  con- 
naître l'équation  du  plan  du  couple  résultant  de  trois  autres, 
situés  dans  trois  plans  donnés  que  l'on  prendra  pour  plans 
coordonnés.  Cette  équation  ne  se  Irouvanl  dans  aucun  ou- 
vrage, à  ma  connaissance  du  moins,  je  crois  utile  de  la 
donner  et  de  la  démontrer  ici. 


EQTIATIOM  DU   PLAS  nu  COUPLE  RÉSULTABT  DE  TROIS  COUPLES 
SITUÉS  DANS  LES  PLABS  COORDOSRÉS. 

S9.  Soient  A,  B,  C  [fig.  5)  les  moments  des  couples 
situés  respectivement  dans  les  plans  YZ,  ZX,  XY.  Com- 
posons d'abord  les  deux  couples  dont  les  plans  se  coupent 

Fie.  5. 


suivant  AX;  pour  cola,  plaçons-les  do  manière  qu'une  des 
forces  de  l'un  soil  dans  l'axe  des  2,  cl  une  des  forces  de 
l'autre  dans  l'axe  des  y,  et  en  changeant  la  grandeur  des 
forces  sans  changer  les  moments,  faisons  en  sorte  que  les 
secondes  forces  de  ces  couples  viennent  roiieonli  er  l'axe  AX 
en  un  même  point  B  pris  à  volonté. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  ([ue  les  trois  couples 
soient  dans  le  sens  direct,  et  soient  AC,  AD  les  grandeurs 
des  forces  qu'il  faudra  appliquer  au  bras  de  levier  obli- 
que A  B  pour  que  les  moments  soient  Bet  A5  ces  forces  se- 
ront déterminées  par  les  conditions  suivantes  : 

(1}  AC.ABsinj-i  =  B, 

(a)  AD.ABsinj-j^C, 

dans  lesquelles  AB  peut  être  choisi  à  volonté. 

La  diagonale  AM  du  parallélogramme  CADM  sera  la 
force  qu'il  faudra  appliquer  au  bras  de  levier  AB  pour 
avoir  le  couple  résultant  des  deux  premiers.  L'inclinaison 
de  celle  force  sur  AB  n'est  pas  donnée,  et  par  suite  le  nio- 
menldu  couple  MABM'n'est  pas  donné;  mais  nous  verrons 
qu'il  est  inutile  de  le  calculer. 

Il  rcsle  à  composer  ce  eouple  avec  le  couple  silué  dans 
le  plan  YZ,  et  dont  le  moment  est  A.  Nous  transformerons 
ce  dernier,  et  nous  le  placerons  de  manière  que  ses  forces 
soient  égales  à  AM,  et  que  l'une  des  deux  soit  directement 
opposée  à  AM,  ce  qui  est  possible,  puisque  AM  est  dans  le 
planTZ,  qui  est  celui  du  couple;  la  seconde  force  M"E  de 
ce  couple  ME" AM, ,  viendra  rencontrer  AY  en  un  point  E, 
tel  que  l'on  ait 

AM.AEsinMAD  =  A; 


MAsinMAD  =  ACsi 


(3)  AE.ACsiojs=r  A, 

La  force  AM  étant  détruite  par  AMj,  il  restera  seule- 
ment les  deux  forces  M''E  et  BM',  qui  formeront  le  couple 
résultant. 
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73 
Le  plan  cherclié  est  donc  celui  qui  passerait  par  EB  et 
serait  parallèle  à  AM,  ou,  encore,  loui  aulre  plan  paral- 
lèle, par  exemple  celui  qui  passerait  par  AM  et  serait  pa- 
rallèle à  EB. 

Les  équations  de  AM  sont 

AD 

ou,  d'après  les  équations  (i)  et  (a), 
celles  de  EB  sont 


et  celles  de  la  parallèle  menée  par  l 
dans  le  pian  clierclié,  seront 

^  —  "'      ÂB"'~ÂË  " 


AE-' 
et  comme  les  équations  (i)  et  (3)  donnent 

les  équations  précédentes  i^eviennent  donc 

Maintenant  que  les  équations  des  di'ux  droites  qui  dé- 
terminent le  plan  sont  exprimées  au  moyen  des  quantités 
données,  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  cette  équa- 
tion. Soit,  en  effet,  l'équation  générale  d'un  plan  passant 
par  l'origine,  ax+  by  +  cz  =:  o. 
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La  condilîon,  pour  qu'il  contienne  la  droite  (4)î  S' 


tl,  pour  qu'il  coniieiinela  droite  (5), 


Reporiani  les  valeurs  de  a  et  c,  et  supprimant  !e  fac- 
teur b,  on  a,  pour  l'équation  du  plan  du  couple  résultant. 


60.  Ce  système  est  réduit  à  une  force  dont  les  compo- 
santes suivant  les  axes  sont  X,  Y,  Z,  et  a  un  couple  résul- 
tant des  trois  autres  situés  dans  les  plans  coordonnés  et 
dont  les  moments  obliques  sont  L,  M,  N,  et  dont,  par 
conséquent,  les  moments  rectangulaires  sont  L  sinjfz , 
Msina:2,  Ksinxj'.  Ces  dernières  expressions  sont  donc 
celles  que,  dans  le  calcul  précédent,  nous  avons  désignées 
par  A,  B,  C.  L'équalîon  du  plan  du  couple  léiuhaMi  seia 
donc,  dans  le  cas  actuel, 

Ljî-  +  Wj  +  Nsi^  o. 

Or  les  équations  de  la  résullanle  des  forces  X,  Y,  Z,  si- 
tuées dans  les  axis,  sont 


ei  la  condition  pour  que  celle  droite  soii  parallèle  au  plai 
LX  +  MY  -H  WZ  =  o. 
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Cette  (ît^uatian  que  nous  avions  irouvée  pour  exprimer  que 
les  équations  de  la  résullauie  ne  sont  pas  ineompalibles, 
et  qui  était,  par  conséquent,  la  condition  de  l'existence  de 
cette  résultante,  exprimai  t  donc  que  la  résul taule  des  forces 
transportées  en  un  même  point  était  parallèle  au  plan  du 
couple  résultant. 

Celle  dernière  condition  avait  été  démontrée  par  d'autres 
considérations ,  mais  il  n'était  pas  înulîle  de  montrer  que 
celle  à  laquelle  le  calcul  conduisait  n'en  était  que  la  tra- 
duction. 


s  MOMENTS  n  VB  SYSTEME  DK  FORCES 
'ORT  A   DlFFÉREftTES  DROITES. 


61 .  Rappelons  d'abord  ce  que  noue  avons  appelé 
d'une  force  par  rapport  aune  droite.  Nous  avons  conçu 
cette  force  décomposée  en  deux  autres,  l'uneparallèle  à  la 
droite  ou  axe,  l'autre  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe,  et  nous  avons  nommé  moment  da  la  force  donnéepar 
rapport  à  cet  axe,  le  moment  de  cette  dernière  composante 
par  rapport  au  point  O,  où  l'axe  est  coupé  par  ce  plan  per- 

Or  ce  moment  n'est  autre  cliose  que  celui  du  couple  au- 
quel cette  dernière  composante  donne  lieu,  quand  ou  ta 
transporte  en  un  point  quelconque  de  la  droite  donnée.  El 
comme  la  composante  parallèle  à  l'axe,  transportée  en  ce 
même  point  O,  donne  lieu  à  un  couple  dont  le  plan  passe 
par  l'axe  et  est,  par  conséquent,  perpendiculaire  au  plan 
de  l'autre  couple;  que  d'ailleurs  les  deux  couples  sont  les 
composants  du  couple  résultant  du  transport  de  la  force  en 
O,  on  peut  dire  que  le  moment  d'une  force  par  rapport  à 
une  droite  quelconque  n'est  aulre  cliose  que  le  moment  du 
couple  résultant  correspondant  au  point  qiuîlconque  0, 
estimé  suivant  la  direction  de  cette  droite:  ou,  en  d'autres 
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termes,  la  projection  de  l'axe  do  couple  résuliaiit  sur  cette 
mêioR  droite.  On  peut  donc  dire  que: 

Le  moment  d'iuie  force  par  rapport  à  une  droite  (jueJ- 
conque,  est  égala  Vaxe  du  couple  résultant  du  transport 
de  cette  force  en  an  point  quelconque  de  cette  droite,  pro- 
jeté sur  la  direction  de  cette  dernière. 

62.  Si  l'on  avait  plusieurs  forces  el  qu'on  fil  pour  chacune 
une  décomposition  analogue,  en  prenant  le  mfiine  point  O 
pour  toutes,  la  somme  des  moments  de  ces  forces,  par  rap- 
port à  l'axe  donné,  serait  la  somme  des  moments  des  cou- 
ples provenant  du  transport  de  chaque  force  en  0,  estimés 
suivant  cette  droite;  ce  serait  donc  la  projection  de  l'axe 
du  couple  résultant  sur  la  direction  de  cette  droite;  ce  que 
nous  exprimerons  ainsi  : 

Le  moment  d'un  système  de  forces  par  rapport  à  une 
droite  quelconque,  s'obtient  en  projetant  sur  cette  direc- 
tion l'axe  du  couple  résultant  du  transport  des  forces 
en  n'importe  quel  point  de  cette  droite. 

Ce  qui  montre  que  cette  projection  sera  constante,  quoi- 
que l'axe  du  couple  résullant  puisse  cLanger,  en  déplaçant 
sur  la  droite  le  point  où  l'on  transporte  les  forces.  Nous 
parviendrons  tout  à  l'heure  à  cette  même  propriété  par 
des  considérations  différentes, 


PAR  UN  MÊME  POIHT, 

63.  Le  transport  de  toutes  les  forces  en  ce  point  donne 
lieu  à  un  couple  résultant  ;  et  son  axe  projeté  sur  une  droite 
quelconque  passant  par  ce  point,  donnant  la  mesure  du 
moment  du  système  des  forces  données  par  rapport  à  cette 
droite,  il  en  résulte  immédiatement  les  conséquences  sui- 
vantes ; 

La  droite,  menée  suivant  l'axe  du  couple  résullant. 
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donne  le  moment  maximum.  Toutes  les  droites  qui  font 
le  même  angh  avec  Vaxe  de  ce  couple  donnent  des  mo- 
ments égaux.  Toutes  les  droites  situées  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  cet  axe  donnent  des  moments  nuls. 

Ces  propositions  sont  si  évidentes  qu'on  r rolraîl  presque 
inutile  de  les  énoncer.  Mais,  avant  la  théorie  des  couples, 
elles  constiluaîent  des  théorèmes  importants,  dont  la  dé- 
monstration ne  se  présentait  pas  d'elle-même. 

CHAflGEMEST    QUE    SUBIT   LE  MOMENT    MAXIMUM 
VAT.  LE  nÉPLACEMENT  nu  POINT. 

Si  l'on  déplace  de  A  en  A'  le  point  où  les  forces  avaient 
été  transportées,  le  couple  résultant  produit  en  A' deux 
forces  égales  et  opposées  qui  se  détruiront,  et  la  résultante 
se  transportera  en  A',  en  produisant  un  nouveau  couple 
dont  le  plan  passera  par  la  résultante  en  A  et  le  point  A', 
et  dont  le  moment  sera  le  produit  de  cette  résuîtante  par 
la  perpendiculaire  abaissée  sur  elle  du  point  A'.  L'axe  de 
ce  couple  sera  perpendiculaire  à  la  résultante  et  à  la  droite 
AA'.  De  là  résultent  immédiatement  les  propositions  sui- 
vantes : 

Si  le  point  A  se  déplace  sur  la  résultante  en  A,  le  cou- 
ple introduit  sera  nul,  et  Vaxe  du  couple  résultant  ne 
changera  ni  de  direction,  ni  de  grandeur. 

S'il  se  déplace  le  long  d'une  autre  droite  quelconque, 
l'axe  du  couple  introduit  étant  perpendiculaire  à  AA',  qui 
est  situé  sur  cette  droite,  donnera  sur  elle  une  projection 
nulle,  et  l'axe  du  couple  résultant,  quoique  changeant  de 
grandeur  et  de  direction,  donnera  la  même  projection  sur 
la  droite;  et,  par  conséquent,  le  moment  du  système  par 
rapport  à  une  droite  quelconque  ne  sera  pas  changé  par  le 
déplacement  de  A  sur  cette  droite.  C'est  ce  que  nous  avions 
déjà  reconnu  par  d'autres  considérations.  Supposons  maîn- 
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tenant  que  le  point  A'  prenne  des  positions  cjuelconqiies, 
esuhanie  en  A.  Soient  AR  (//g.  6)  la  direction 


non  s 


,;i'" 


de  cette  résultante,  AM  celle  de  l'axe  du  couple  résultant, 
et  8  l'angle  de  ces  deux  droites.  Le  couple  qu'il  faudra 
composer  avec  AM,  aura  son  axe  perpendicnlaire  à  AR,  et 
pourra  prendre  toutes  les  directions  dans  le  plan  perpen- 
diculaire à  AR5  aucune  ne  sera  celle  de  AM  si  l'angle  6  n'est 
pas  droit,  c'esl-à-dîre  si  le  système  des  forces  n'a  pas  une 
résultante  unique  :  ainsi,  en  exceptant  ce  cas  particulier,  la 
direction  de  l'axe  du  couple  résultant  sera  différente  de  AM, 
si  A'  n'est  pas  sur  AR.  Les  directions  diverses  de  l'axe  du 
conpIeRR'  feront  avec  AM,  les  unes  un  angle  aigu,  les  autres 
un  angle  obtus,  si  AM  et  AR  n'ont  pas  la  même  direction. 
Les  axes  qui  feront  un  angle  aigu  avec  AM,  donneront  un 
couple  résultant  plus  grand  que  AM  ;  ceux  qui  feront  un 
angle  obuis  pourront  donner  un  couple  résultant  plus 
grand  ou  plus  petit  que  AM,  suivant  la  grandeur  du  mo- 
ment du  couple  RR',  qui  peut  varier  de  zéro  à  l'infim,  en 
changeant  la  distance  de  A'  à  AR.  D'où  l'on  voit  que  le 
moment  maximum  relatif  au  point  A,  comparé  à  ceux  qui 
correspondent  aux  divers  axes  passant  par  A',  sera  plus 
petit  que  les  uns  ei  plus  grand  que  les  autres,  si  les  direc- 
tions AiM,  ARsont  différentes;  mais  si  elles  se  confondent, 
les  deux  couples  à  composer  auront  nécessairement  leurs 
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axes  perpendiculaires  entre  eux,  et,  par  cotiséi^ueiil,  dou- 
iieront  on  couple  resullaiit  plus  grand  que  AM.  D'où  ré- 
sulie  cette  proposition  : 

Le  point  pour  lequel  le  moment  ait  couple  résultant  est 
le  plus  petit,  est  celuipour  lequel  la  direction  de  Vaxa  de 
ce  couple  se  confond  avec  celle  de  la  résultante. 

Et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi  tout  à  l'heure,  si 
l'on  trouve  un  point  jouissant  de  celte  propriété,  tous  les 
points  de  la  parallèle  à  la  résultante  menée  par  ce  point,  en 
jouiront  de  même;  et  tous  les  axes  des  couples  résultants, 
ou,  en  d'autres  termes,  les  ases  pour  lesquels  la  somme 
dos  moments  des  forces  est  maximum,  considérés  pour  tous 
les  points  de  cette  droite,  se  confondent,  puisqu'ils  sont 
parallèles  à  ccne  droite  même;  de  sorte  qu'il  n'existe  dans 
l'espace  qu'un  seul  axe  tel,  que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  lui,  soit  plus  grande  que  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  un  de  ses  points,  et  en  même 
temps  soit  moindre  que  la  somme  maximum  relative  à  tout 
point  situé  en  dehors  de  lui.  C'est  à  cet  axe  que  M.  Poinsot 
donne  le  nom  d'axe  central  des  moments. 

Qi.  Détermination  de  Vaxe  central.  —  Pour  obtenir 
l'axe  central,  il  faut  choisir  le  point  A',  de  telle  sorte  que 
la  perpendiculaire  au  plan  RAA',  ou  l'axe  du  couple  RR', 
soit  dans  le  plan  MAR,  et  par  conséquent  dirigée  suivant  la 
ligne  AN,  intersection  du  plan  MAR  avec  le  plan  mené 
par  A  perpendiculairemcn  t  à  AR,  et  telle,  que  AR  soit  dans 
l'auglcMAN;  il  faudra  donc  prendre  A' sur  la  droite  menée 
par  A  dans  ce  dernier  plan,  perpendiculairement  à  AN,  et 
du  côté  de  AR  pour  lequel  le  sens  du  couple  donnera  à 
l'axe  la  direction  AN,  et  non  la  direction  opposée,  puisqu'il 
faut  que  AR  soit  dans  l'angle  des  directions  des  deux  axes 
composants.  Cela  pose,  il  suffira  de  prendre  le  point  A'  à 
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une  distance  de  AR  lelle,  que  lu  moment  du  couple  soil 

égal  au  côté  MB  du  parallélogramme  MBAN. 

Désignons  par  G  le  motncnt  du  premier  couple  résulianl 
AM;  par  K  ci-lui  du  nouveau  couple  rcsultaut;  par />  la 
distance  de  A'  à  AR  ;  par  6  î'atigle  MAR  :  le  moment  du 
couple  KR'  sera  R/>.  Les  cosinus  des  angles  de  AR  et  AM 
avec  les  axes  élaut  proportionnels  respectivement  à  X,  Y, 
Z  et  L,  M,  N,  on  aura  d'aboid 

LX  -+-  MY  -I-  >Z 


ensuite 


LX  +  MY +  NZ 


Le  point  A'  est  ainsi  déterminé  au  tau  t  qu'il  doit  l'être,  ce 
sera  l'un  quelconque  de  ceux  de  la  parallèle  à  AR  raeuée  à 

la  distance  — ^ —  de  AR,  sur  la  droiie  perpendiculaire  à 

AN,  et  du  côté  de  AR  que  nous  avons  indiqué.  Les  coor- 
données ti,  b,  c  de  ce  point  se  détermineront  par  les  équa- 
tions suivantes,  en  prenant  le  point  A  pour  origine  : 


aX  +  ftY-^cZ  =  o,  ^L+6M-(-eN  =  o. 
Les  deux  dernières  expriment  que  la  droi  le  A  A' est  perpen- 
diculaire sur  la  résultante,  dont  les  composantes  sont  X,  Y, 
Z,  et  sur  l'axe  du  couple  résnltanl,  dont  les  axes  compo- 
sants sont  L,  M,  N,  La  première  exprime  que  la  longueur 
A  A'  est  égale  à  p.  Ces  trois  équations  donnent  deux  piiints 
dont  les  coordonnées  sont  égales  et  de  signes  contraires; 
mais  un  seul  devra  être  choisi  :  c'est  celui  qtti  donne  au 
couple  RR'  le  sens  que  nous  avons  indiqué  précédemment. 
Le  point  A'  étant  aiusi  déterminé,  la  parallèle  à  !a  ré- 
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sullame  menée  par  ce  point  sera  l'axe  central j  el,  nous  le 
répétons,  la  direction  de  cet  axe  est,  pour  un  quelconque 
de  ses  poiiils,  celle  de  l'axe  du  moment  maximum;  et  ce 
mODicnt  est  moindre  que  le  maximum  correspoudaut  à 
tout  autre  point. 

65.  Disposition  de  tous  les  axes  autour  Je  Vnxe  cen- 
tral. —  Concevons  un  plan  quelconque  perpendicnlaire  à 
Taxe  central  ;  ce  que  nous  dirons  de  tous  les  points  de  ce 
plan  s'appliquerait  identiquement  à  ceux  de  tout  autre  plan 
paroIl.Me. 

Soient  AK  [Jig-  7)  cet  axe,  et  A'  un  point  quelconque 
FiR.  7. 


du  plan  perpendiculaire  mené  par  A.  En  prenant  ce  nou- 
veau point  pour  origine,  il  faudra  composer  le  couple  ré- 
sultant dont  Taxe  est  AM  en  direction  et  en  grandeur,  avec 
le  couple  situé  dans  le  plan  RAA',  ayant  pour  moment  E.;;, 
p  désignant  la  longueur  AA'.  L'axe  du  couple  résultant 
sera,  en  direction  et  en  grandeur,  la  diagonale  AR  du  rec- 
tangle construit  sur  AM  et  la  ligne  AN,  égale  à  R/j  et  per- 
pendiculaire au  plan  RAA'.  Désignons  partf  l'angle  de  l'axe 
résultant  avec  l'axe  central ,  et  par  R  le  moment  résultant  ; 
on  aura 


Le 


■aleurs  de  K  et  ■[j  ne  dépendant  que  de  p. 
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que,pour  tous  les  points  d'une  même  circoiifcrence  dccrilc 
(la  centre  A  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AR,  les  mo- 
ments maxima  sont  égaux,  cl  leurs  axes  formeul  un  hyper- 
boloïde  de  révolution  autour  de  l'axe  central,  dont  la  cir- 
conférence que  l'on  considère  forme  le  cercle  de  gorge;  et 
le  demi-axe  imaginaire  de  l'hyperbole  génératrice  a  pour 

valeur  — ■  Sî  l'on  prend  p  comme  abscisse  et  le  moment 


correspondant  R  comme  ordonnée,  on  construira,  d'après 
l'équation  ci-dessus,  une  hyperbole  dont  l'ase  réel  sera  di- 
rigé suivant  AR  et  aura  pour  valeur  2G.  Son  demi-axe 

imaginaire  sera  —comme  pour  l'autre  hyperbole. 

Ainsi,  l'axe  central  jouit  de  la  propriété,  que,  pour  tous 
les  points  d'une  surface  cylindrique  quelconque  dont  il  est 
l'axe,  le  moment  maximum  a  la  même  valeur;  l'axe  de  ce 
moment  a  la  môme  direction  pour  tous  les  points  d'une 
même  arête  de  ce  cylindre;  il  change  de  direction  en  pas- 
sant d'tine  arête  à  une  autre,  en  conservant  la  même  incli- 
naison sur  l'axe  et  la  même  distance.  La  valeur  du  moment 
maximum  augmente  indéfiniment  avec  la  distance  de  l'ori- 
gine à  l'axe  central  ;  et  l'angle  de  son  axe  avec  l'axe  central 
a  pour  limite  l'angle  droit. 

66.  Cas  oà  le  système  des  forces  a  une  résullaiite.  — 
Si  l'on  prend  pour  origine  un  point  quelconque  de  cette 
résultante,  le  couple  correspondant  sera  nul,  et,  par  consé- 
quent, cette  droite  sera  l'axe  central  lui-même.  Les  formu- 
les précédentes  donnent,  en  cflet,  p  =  o,  quand  on  suppose 
G  =;  o.  Si  maintenant  on  prend  une  origine  quelconque  en 
dehors  de  la  résultante  unique,  on  aura  un  couple  résultant 
dont  le  plan  sera  celui  qui  passera  par  l'axe  central  et  la 
nouvelle  origine.  Ainsi,  dans  ce  cas  pariicuticr,  tous  les 
points  d'un  même  plan  quelconque  passant  par  la  rèsul- 
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lanle  unique,  donnent  des  couples  rèsullaiits  dont  les 
axes  sont  parallèles. 

Mais  lesmomouts  de  ces  couples  ne  sonl  pas  cgaux;  ils 
sont  proportionnels  à  la  distance  de  l'origine  qui  leur  cor- 
respond à  la  résultante  générale.  Ils  n'onl  donc  la  même 
valeur  que  pour  les  points  sÏLués  sur  deux  parallèles  à  la 
résultante,  équidîstantes  de  cetle  ligne  ;  et,  de  plus,  le  sens 
de  ces  couples  n'est  le  même  que  pour  les  poitits  d'une 
même  parallèle. 

Cas  où  la  résultanle  est  nulle.  —  Si  la  résultante  est 
nulle,  le  cliangement  d'origine  n'introduit  aucun  nouveau 
couple,  et,  par  conséquent,  le  couple  résultant  a  toujours 
le  même  moment,  et  son  plan  la  même  direction,  qu'elle 
que  soit  l'origine  où  l'on  transporte  les  forces. 
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ÉQUILIBRE  D'UN  SYSTÈME  RIGIDE  QUI  N'EST  PAS 
ENTIÈREMENT  UBRE. 


67.  Cas  rl'im  seul  /joint.  ~  Considérons  d'abord  le  cas 
où  le  sysième  se  réduit  à  un  seul  point;  et  supposous-Ie 
assujetti  à  resler  sur  une  surface  ou  une  courbe  fixe. 

Si  un  point  situé  sur  une  surface  qu'il  ne  peut  quitter, 
est  soljjcilé  par  une  force  normale  h  celle  surface,  il  res- 
tera en  équilibre  ;  car  toutes  les  directions  suivant  les- 
quelles il  pourrait  se  mouvoir  éiani  semblableraenl  pla- 
cées par  rapport  à  la  force,  on  ne  voit  aucune  raison 
pour  qu'il  prenne  l'une  plutôt  que  l'autre,  et  l'on  peut 
admettre  qu'il  n'en  prendra  aucune  ;  cette  supposition 
est  confirmée  par  touies  les  expériences.  Mais  si  le  point 
est  sollicité  par  une  force  oblique,  on  peut  la  décomposer 
en  deux  autres,  dont  l'une  soil  normale  et  l'autre  dans  le 
plan  tangent;  la  première  est  détruite  par  la  résistance 
de  la  surface;  mais  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  la  seconde 
déplace  le  point,  si  l'on  suppose  qu'il  puisse  se  déplacer 
librement  sur  la  surface  dans  toutes  les  directions.  C'est 
ce  qui  n'aurait  pas  nécessairement  lieu  s'il  y  avait  ce  que 
l'on  appelle  un  frottement  ;  mais  nous  en  faisons  abstrac- 
tion pour  le  moment,  et  nous  supposons  tous  les  déplace- 
monts  entièrement  libres  sur  la  surface. 

Une  surface,  ne  pouvant  donc  détruire  que  les  forces 
qui  lui  sont  normales,  produit  toujours  le  même  effet 
qu'une  force  égale  à  la  somme  de  celles  qu'elle  détruit 
et  agissant  dans  la  direction  normale  opposée.   11   en  est 
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de  même  de  la  résistance  d'une  courbe  sur  laquelle  un 
poîtil  peut  se  déplacer  librement.  Elle  détruit  les  forces 
dont  la  direction  est  comprise  dans  le  plan  normal  mené 
au  point  d'application,  et  n'en  détruit  aucune  autre.  Sa 
résislance  pourrait  donc  toujours  ôtre  remplacée  par  une 
force  normale,  égale  et  contraire  à  la  résultante  de  celles 
qu'elle  détruit. 

Cela  posé,  soit  F{x,j,  z)  ^  o  l'équation  d'une  sur- 
face sur  laqui;lle  doit  rester  un  point  sollicité  par  des 
forces  quelconques  P,  P', .  .  .  ;  il  n'est  plus  nécessaire, 
pour  son  équilibre ,  que  ces  forces  se  détruisent;  il  suffit 
que  leur  résultante  soit  normale  à  la  surface,  et,  par 
conséquent,  que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les 
axes  par  la  direction  de  la  résultante  soient  proportionnels 
à  ceux  qui  se  rapportent  à  la  normale.  Or  les  premiers 
sont  entre  eux  comme  les  quantités  désignées  précédem- 
ment par  X ,  Y,  Z.  Les  autres  peuvent  s'exprimer  en  fonc- 
tion de  3C,jr,  z  au  moyen  de  l'équation  de  la  surface;  dési- 
gnons-les par  cosfl,  cosJ,  rose. 

Les  conditions  d'équilibre  sont  donc  exprimées  par  les 
équations 


Si  ces  équations  n'étaient  pas  satisfaites,  il  n'y  aurait  pas 
équilibre;  et  si  l'on  voulait  savoir  en  quel  point  de  la 
surface  les  forces  proposées  seraient  détruites,  il  faudrait 
trouver  les  valeurs  de  x,j,  z  qui  satisferaient  à  ces  deux 
équations  et  à  celle  de  la  surface. 

Si  la  surface  ne  résistait  que  dans  un  sens,  il  faudrait 
s'assurer  si  la  résultante  des  forces  agit  dans  le  sens  con- 
traire, sans  quoi  elle  ne  serait  pas  détruite.  Ce  cas  est 
celui  d'un  point  qui  ne  serait  que  posé  sur  une  surface 
qu'il  ne  pourrait  pénétrer,  mais  dont  il  pourrait  être  dé- 
taché. 
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Si  le  point  élait  asujetti  à  rester  sur  une  courbe  donnée, 
il  faudrait,  pour  qu'il  fût  en  équilibre,  que  la  résultante 
fût  perpendiculaire  à  la  tangente.  Or  cette  dernière  ligne 
fait,  avec  les  axes,  des  angles  <i,  b,  c  dont  les  cosinus  sont 
déierminés  en  fonction  de  ^,  _>■■,  z  par  les  équations  de  la 
courbe.  La  condition  d'équilibre  sera  donc  exprimée  par 
l'équation 

X  cosrt  4- Ycos6  -t-  Zcosc  =  o. 

Si  celte  équation  n'élait  pas  satisfaite  pour  le  point 
donné,  il  n'y  aurait  pas  équilibre.  On  délerminerait  le 
point  de  la  courbe  où  les  forces  données  seraient  délrui  les, 
en  cherchant  les  valeurs  de  x,  y,  z  qui  satisferaient  à 
cette  équation  et  aux  deux  équations  de  la  courbe. 

AUTRE    MAMIÉHE    d'aVOIH    fOARD    A    LA    RÉSISTASCE   DES 
SURFACES    OU    DES    LIGNES. 

68.  La  résistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  produi- 
sant toujours  une  force  normale,  on  pourrait  substituer 
cette  dernière  à  la  surface  ou  à  la  coutbe,  et  considérer 
alors  le  point  comme  entièrement  libre,  La  grandeur  de 
cette  force  sera  une  des  inconnues  de  la  question;  sa  direc- 
tion sera  dans  l'un  ou  l'autre  sens  de  la  normale  s'il  s'agit 
d'une  surface,  et  ne  sera  assujettie  qu'à  être  perpendicu- 
laire à  la  tangente  s'il  s'agit  d'une  courbe. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'une  surface  dont  l'équation 
soit  F(a',  y,  z)  =:  o;  soient  N  l'intensité  de  la  force  nor- 
male qui  la  remplace,  et  a,  h,  c  tes  angles  qu'un  des  deux 
sens  de  la  normale  fait  avec  les  axes;  les  composantes  de  N 
seront 

±  N  cosa,     ±:  N  cos^,     ±  N  cosc, 

les  signes  supérieurs  correspondant  à  l'un  des  sens  de  la 
normale,  et  les  signes  inférieurs  à  l'fiutre.  Maintenant, 
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h:  point  devaot  être  considéré  comme  libre,  les  deux  forces 
qui  ]e  solliciienl  doivent  être  égales  et  opposées,  ainsi  que 
leurs  composantes  respectives  ;  les  équations  d'équilibre  se- 
ront donc 

X  ±  N  cosrt  =  0,     Y  ±  N  cosi  =  o.     Z  ±  H  cosc  =  o, 

.ntN, 


Ces  deux  étiuatîons  sont  ne'cessaires  et  suffisantes  pour 
l'équilibre,  parce  qu'elles  en  remplacent  deux  des  précé- 
dentes, et  que  la  troisième  sera  toujours  satisfaite  en  pre- 
nant une  valeur  convenable  de  N  et  un  signe  convenable 
pour  le  second  terme. 

Mais  on  calculera  plus  facilement  N  en  observant  que, 
puisqu'elle  est  égale  et  opposée   à   la  force   donnée,    sa 

N  —  t/X'-^Y'  +  Z'. 
Considérons  maintenant  un  point  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  dont  les  équations  soient 

La  force  N,  qui  remplace  la  résistance  de  la  courbe,  peut 
avoir  une  direction  normale  arbitraire.  Les  angles  a,  è,  c 
que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  les  axes  sont  des 
fonctions  de  x,y,  z  données  par  les  deux  équations  pré- 
cédentes. Si  l'on  désigne  par  a,  6,  y  les  angles  que  fait 
avec  les  axes  la  direction  de  la  force  i^f,  on  aura 

et  les  équations  de  l'équilibre  seront 

X  +  N  cosï  =  .),     Y  -I-  N  cosS  =  0,     Z  +  S  cosy  =  o. 
On  éliminera  les  inconnues  a,  6',  y,  N  en  multipliant 
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équation  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  quatre  équa- 
tions puisseni  avoir  lieu  en  mêmû  temps.  Les  trois  précé- 
dentes détermineront  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes N  cosa,  NcosS,  Ncosy,  qui  sont  égales  et  de  signes 
contraires  à  X,  Y,  Z,  et  donneront,  pour  la  résistance  de  la 
courbe,  une  force  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces 
donnéeSj  comme  eela  devait  être  évidemment. 

69.  Système  rigide  quelcontjue  dont  un  point  esljïxe. 
—  Si  l'on  prend  le  point  fixe  pour  origine,  les  trois  forces 
dirigées  suivant  les  axes  seront  détruites  parla  résistance  de 
ce  point.  Or,  des  couples  appliqués  à  un  système  qui  ren- 
ferme un  point  fixe  doivent  se  faire  équilibre  comme  si 
le  corps  était  entièrement  libre;  car,  s'ils  donnaient  un 
couple  résultant  différent  de  zéro,  on  pourrait  le  trans- 
porter de  manière  qu'une  de  ses  forces  passât  par  le  point 
fixe,  qui  la  détruirait  :  il  resterait  donc  une  force  qui  ne 
passerait  pas  par  le  point  fixe,  et  déplacerait  ce  système. 
Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  du 
système  seront  donc 

2(^Z-zY)  =  o,      ^[zX-^Z)  =  o,     ]^(^Y~j-Sj  =  o. 

Les  couples,  se  détruisant  indépendamment  du  point  fixe, 
n'exercent  aucun  effort  sur  lui,  et  ne  tendent  qu'à  rompre 
le  système.  Le  point  fixe  n'est  donc  sollicité  que  par  la  ré- 
sultante des  forces  5!^'  ^^'  S^'  *^^"^  résultante  est 
égale  et  opposée  à  la  force  que  développe  ce  point  pour  éta- 
blir l'équilibre. 

Un  corps  qui  peut  tourner  librement  autour  d'un  point 
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fisc  conslîlue  lamacliine  que  l'on  nomme  levier;  le  point 
fixe  se  nomme  point  d'appui.  On  voit  donc  que  l'cquilibre 
du  levier  exige  que  les  couples  qui  naissent  du  transport 
de  toutes  les  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  an  point 
d'appui,  se  détruisent  d'eux-mêmes,  S"îl  n'y  a  que  deux 
forces,  il  faut  alors  qu'elles  soient  dans  un  niûme  plan  avec 
le  point  d'appui,  et  que  les  deux  couples  qu'elles  produisent 
soient  de  sens  contraires  et  aient  des  moments  égaux.  Ces 
moments  sont  aussi  les  moments  des  forces  par  rapport  au 
point  d'appui. 

La  résultante  des  forces  transportées  au  point  d'appui, 
conslituani  tout  ce  qui  n'est  pas  détruit  par  la  rigidité  seule 
du  corps,  ne  l'est  que  par  le  point  d'appui,  et  forme  ce  que 
l'on  appelle  la  charge  de  ce  point. 

Si  le  levier  n'éiait  que  posé  sur  une  surface  solide  sur 
laquelle  il  pourraitglisserlibrement,  le  point  d'appui  pour- 
rait glisser  de  même,  et  il  faudrait  pour  l'équilibre  que  cette 
résultante  fût  normale  à  la  surface  fixe. 

70,  Cas  d'un  axe  fixe.  —  Si  deux  points  du  système 
sont  fixes,  tous  les  points  situés  sur  la  droite  qui  les  ren- 
ferme sont  invariables  de  position,  et  le  corps  est  dans  le 
même  cas  que  s'il  était  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  dont  les  points  seraient  susceptibles  d'oifrir  en  tous 
sens  une  résistance  indéfinie.  Si  Ton  prend  cette  droite 
pour  axe  des  z,  les  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes 
seront  détruites,  ainsi  que  les  couples  qui  sont  situés  dans 
les  deux  plans  qui  passent  par  l'axe  des  z,  et  dont  les  bras 
de  levier  pourraient  être  transportés  sur  cet  axe  même.  Il 
ne  reste  donc  plus  que  le  couple  résultant  situé  dans  le 
plan  xj,  et  qui  ne  saurait  être  détruit  par  l'axe  fixe,  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  est  donc, 
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7'!.  Pour  coDnaitre  les  efforts  exercés  sur  l'axe  fixe,  il 
faut  composer  les  forces  qu'il  détruit.  Les  couples  situés 

dans  le  plan  ZX  et  la  force  ^[^  se  réduisent  à  une  force 
qui  rencontre  l'axe,  à  moins  que  l'on  n'ait  ^X  =  o,  au- 
quel cas  on  aurait  un  couple  seulement  :  il  en  est  de  même 
dans  le  plan  ZY.  Outre  ces  efforts  appliqués  à  l'axe,  il  y  a 

encore  la  force  \  Z,  qui  tend  à  l'entraiiier  dans  le  sens  où 

elle  estdirigée.  L'axe  produit  donc  des  forces  égales  et  con- 
traires à  celles-ci,  puisqu'il  les  lient  en  équilibre. 

Si  deux  points  seulement  du  système  sont  fixes,  les  ré- 
sistances ne  peuvent  provenir  que  des  deux  points,  et  l'on 
devra  décomposer  les  forces  qui  rencontrent  l'axe,  en 
d'autres  qui  passent  par  ces  points,  et  feront  connaître  les 
forces  qu'ils  produisent  pour  détruire  celles-ci.  Quant  à 
la  force  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  elle  peut 
être  décomposée  d'une  infinité  de  manières  en  deux  autres 
appliquées  à  ces  points;  et  il  en  serait  de  même  s'il  y  avait 
un  plus  grand  nombre  de  points  fixes  sur  la  même  droite. 

72,  On  pourrait  supposer  que  le  corps  eût  la  liberté  de 
glisser  le  long  de  l'axe  fixe,  et  en  même  temps  de  tourner 
autour  de  lui.  Dans  ce  cas,  l'axe  détruirait  toutes  les  forces 
dont  la  direction  lui  serait  perpendiculaire,  et  n'en  pour- 
rait détruire  aucune  autre.  Il  faudrait  donc  décomposer 
chaque  force  qui  rencontre  l'axe  en  deux  autres, 'l'une  sui- 
vant l'axe,  l'autre  perpendiculaire.  Mais  alors  ïl  est  plus 
simple  de  prendre  des  axes  rectangulaires,  et  les  conditions 
d'équilibre  seront  exprimées  par  les  deux  équations 

2Pcos7  =  0,      ^V{^co,e-yco,c.)^0. 

On  connaîtra  la  résistance  de  Taxe,  en  composant  les  cou- 


Hosted  by 


Google 


pies  situés  dans  les  plans  ZX,  ZY,  et  les  forces  dirigées  sui- 
vant les  axes  des  x  et  des  y. 

Si  le  corps  ne  pouvait  qun  glisser  sans  Tourner,  l'équa- 
tion 7_Pcosy=  o  serait  sulïisanie et  nécessaire,  elle  couple 

situé  dans  le  plan  xy  ferait  connaître  la  résistance  opposée 
par  l'ase  à  la  torsion. 

La  machine  que  l'on  nomme  tour  ou  treuil  n'est  autre 
chose  qu'un  corps  solide  qui  a  la  liberté  de  tourner  sans 
glisser  autour  d'un  axe  fixe.  Ce  qui  précède  fait  donc  con- 
naître la  condition  d'équilibre  de  cette  machine,  et  la  charge 
que  supporte  l'axe. 

Lorsque  les  forces  se  réduisent  à  deux,  situées  dans  des 
plans  perpendiculaires  à  l'aie,  la  condition  d'équilibre  con- 
siste en  ce  que  ces  forces  soient  en  raison  inverse  de  leur 
distance  à  l'axe. 

liemartjue.  —  Les  deux  derniers  cas  particuliers  que 
nous  venons  de  traiter  donnent  une  interprétation,  qu'il 
est  bon  de  connaître,  aux  six  équations  de  l'équilibre,  rela- 
tives h  des  axes  coordonnés  rectangulaires.  Si  l'on  consi- 
dère trois  droites  rectangulaires  qui  se  coupent  en  un  même 
point,  et  qu'on  fixe  l'une  quelconque  d'entre  elles,  de  ma- 
nière que  le  corps  n'ait  que  la  liberté  de  glisser  le  long  de 
cet  axe  sans  tourner,  les  trois  premières  équations  d'équi- 
libre expriment  que  les  forces  données  ne  permettront  au- 
cun de  ces  trois  déplacements.  Les  trois  autres  expriment 
que  si  le  corps  avait  successivement  la  liberté  de  tourner 
sans  glisser  atitour  de  chacun  des  mêmes  axes  successive- 
ment, aucun  de  ces  déplacements  ne  serait  produit  par  les 
mêmes  forces. 

73.  Cas  oit  le  corps  s'nppiiin  sui'  un  plan  fixe  sur  lè- 
gue! il  peut  glisser  librement,  —  On  prendra  pour  plan 
des  x,y  celui  sur  lequel  le  corps  s'appuie  par  un  nombre 
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quelconque  de  points.  Ce  plan  iic  peut  produire  que  des 
forces  normales  et  do  même  sens,  appliquées  aux  points  de 


contact,  et  les  forces  ont  nécessairement  une  résulunte 
normale  égale  à  leur  somme.  Il  est  donc  nécessaire  que 
loutcs  les  forces  appliquées  aux  corps  aient  une  résuliauie 
parallèle  à  l'axe  des  z  :  d"où  résultent  les  équations 

^Pcosa^o,      ^Pcose^o,      2P{,rcosÊ-jcos«)=.o. 

Déplus,  en  composant  successivement  le.s  forces  dévelop- 
pées par  le  plan  fixe,  on  reconnaît  facilement  que  leur  ré- 
sultante ne  peut  avoir  son  point  d'application  en  dehors  du 
polygone  convexe  qui  renferme  tous  les  points  de  contact  : 

il  est  donc  nécessaire  que  larésultante  de  la  force    2^P  cos  y 

et  des  deux  couples  situés  dans  les  plans  ZX,  Z¥  ait  son 
point  d'application  dans  l'intérieur  de  ce  même  polygone, 
et  tende  à  appuyer  le  corps  sur  le  plan.  Réciproquement, 
si  cette  condition  est  remplie,  l'équilibre  aura  lieu,  parce 
que  cette  résultante  pourra  toujours  èlre  décomposée  en 
forces  normales  au  plan,  et  appliquées  aux  divers  points  de 
contact. 

Ces  forcesdevronl  satisfaire  seulement  aux  trois  équations 
donnéesparlathéoriedes  forces  parallèles;  elles  seront  donc 
indéterminées,  s'il  y  a  plus  de  trois  points.  Si  tous  les  points 
sont  en  ligne  droite,  le  point  d'application  de  la  résulianle 
devra  se  trouver  sur  celte  droite,  et  il  y  aura  indétermina- 
tion, lors  mémo  qu'il  n'y  aurait  que  trois  points.  Enfin,  s'il 
n'y  avait  qu'un  point  de  conlaet,  il  serait  nécessaire  qu'il 
fût  situé  sur  la  direction  de  la  résultante.  Cette  indétermi- 
nation, qui  indique  seulement  la  possibilité  évidente  de 
décomposer  d'une  infinité  de  manières  la  résulianle,  ne 
signifie  pas  que  le  problème  physique  qui  aurait  pour  objet 
de  déterminer  les  efforts  exercés  sur  le  plan,  aux  points  par 
lesquels  le  corps  s'appuie,  est  indéterminé.  Dans  ce  pro- 
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blèrnc  il  faut  leiiir  compte  i!e  la  (lexlbililé  du  plan  cl  elii 
corps,  ei  l'oH  délerniîucra  la  pression  qui  a  lieu  en  chaque 
point  d'apiès  les  hypollièses  qu'on  fora  sur  l'étal  élastique 
de  CCS  corps.  Celte  question  ainsi  envisagée  ne  donne  lieu 
à  aucune  difficulté  de  conception  ;  mais  le  calcul  en  olfre 
qu'on  ne  saurait  surmonter  généraleineiil. 


ÉQUILIBRE    n  UM     SYSlilME     HO»    HIC1DE,    COMPOSÉ 
DE    PLUSIEURS    SYSTÈMES    HIGIDIÎS. 

Ti.  Lorsque  toas  les  points  d'un  système  ne  sont  pas  in- 
variablement liés  les  uns  aux  autres,  on  ne  peut  plus  faire 
les  compositions  et  décompositions  qui  réduisent  toutes  les 
forces  à  une  seule  force  et  un  seul  couple.  Le  principe  gé- 
néral d'après  lequel  on  ramène  ce  cas  au  précédent,  con- 
siste en  ce  qu'il  est  évîdfmment  nécessaire  et  suflSsant  que 
chacun  des  systèmes  rigides  partiels  soit  en  équilibre  au 
moyen  des  forces  qui  agissent  sur  lui,  et  qui  se  composent, 
tant  des  forces  données  que  de  celles  qui  naissent  de  sa  liai- 
son avec  les  autres  systèmes.  Cela  posé,  on  pourra,  d'après 
les  théories  précédentes,  former  les  équations  d'équilibre 
de  chaque  système  rigide,  dont  le  nombre  pourra  varier 
d'un  à  six  pour  chacun  d'eus.  En  éliminant  les  forces  pro- 
venaut  des  liaisons,  on  aura  les  équations  auxquelles  de- 
vront satisfaire  les  forces  données,  pour  que  le  système  com- 
posé soit  en  équilibre  ;  et  les  équations  qui  auront  servi  à 
l'élimination,  feront  connaître  les  valeurs  de  toutes  les 
forces  de  liaison,  et  leurs  directions,  quand  elles  ne  seront 
pas  données  immédiatement. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équilibre  de  chaque  système 
n'exigerait  qu'une  équation,  et  où  la  communication  de 
l'un  à  l'autre  ne  donnerait  lieu  qu'à  deux  forces  égales  et 
contraires,  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  qu'une  seule 
équation  nécessaire  pour  l'équilibre  des  forces  données. 
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En  effet,  soit  m  le  nombre  des  systèmes,  on  aura  m 
équations  d'équilibre  el  m —  i  forces  inconnues,  dévelop- 
pées par  la  communicatiou  du  premier  avec  le  second,  du 
second  avec  le  troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  h('""^ 

Soient  Xi,  X,,. . . ,  X„_,  ces  m —  i  forces.  La  première 
équation  renfermera  X, ,  la  seconde  Xi  et  X| ,  la  iroisième 
Xî  etXa,  enfin  la  dernière  ne  renfermera  que  X,„_|  sans 
compter  toutes  les  forces  données. 

Tirant  Xf  de  la  première  et  le  reportant  dans  la  seconde, 
puis  Xa  de  celle-ci  et  le  reportant  dans  la  troisième,  et 
continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  équation  ne 
renfermant  plus  que  les  forces  données.  Ce  sera  la  condi- 
tion unique  de  leur  équilibre;  el  toutes  les  équations  pré- 
cédentes feront  connaître  X, ,  Xs , . .  - ,  X,„_i . 


7o.  Premier  exemple, — Éqidlihre  d'' un  fil  flexible  et 
inextensible,  sollicité  par  deux  forces. 

Les  corps  de  la  nature  étant  réellement  composés  de  mo- 
lécules très-petites,  séparées  les  unes  des  autres  par  de  très- 
petits  intervalles,  la  continuité  géométrique  que  nous  leur 
supposonsest  unepurefiction,  propre  à  simplifier  les  ques- 
lions. 

Un  fil,  ou  un  corps  aussi  délié  que  possible,  est  donc  une 
suite  de  molécules  disjointes,  retenues  à  des  distances  très- 
petites  que  nous  regarderons  comme  constantes,  et,  le  plus 
ordinairement,  égales.  Il  ne  présentera  donc  pas  la  figure 
d'une  ligne  continue,  mais  d'un  polygone  dont  les  côtés 
pourront  être  considérés  comme  excessivement  petits,  et 
de  longueur  invariable  si  le  fil  est  suppose  inextensible. 

Nous  resterons  dans  la  réalité  de  celle  conception,  lors- 
qu'elle facilitera  les  raisonnements;  mais  nous  finirons 
toujours  par  substituer  une  courbe  au  polygone,  parce  que 
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cette  hypothèse  simplifiera  beaucoup  les  expressions  ana- 
lytiques. 

On  voit  donc  ici,  contrairement  à  ce  qui  arrive  ordinai- 
rement dans  la  géométrie,  que  c'est  la  courbe  qui  est  la  iic- 
tion,  au  lieu  que  ce  soit  le  polygone. 

Voyons  maintenant  comment  un  pareil  système  peut  être 
en  équilibre,  lorsque  deux  forces  sont  appliquées  à  ses  es- 
trémités.  Or,  l'équilibre  de  chaque  sommet  exigeant  que 
les  côtés  adjacents  soient  en  ligne  droite,  le  iil  entier  ne 
pourra  former  qu'une  ligue  droite.  Les  deux  forces  devront 
être  égales,  opposées  et  dans  la  direction  du  fil,  puis- 
que nous  avons  démontré  que  cela  était  nécessaire  dans  le 
cas  d'un  système  rigide,  et  que  l'équilibre  subsisterait  en 
rendant  le  fil  rigide  :  et  cela  étant,  il  esl  évident  que  le  fil 
ne  pourra  prendre  aucun  déplacement.  Une  de  ces  forces 
s'appelle  la  temion  dufil. 

76.  Deuxième  exemple.  —  Considérons  en  second  lieu 
deux  leviers,  c'est-à-dire  deux  systèmes  rigides  liés  respec- 
tivement à  deux  points  fixes  O,  O'  [fig.  8  )  autour  desquels 

FiB.  8. 


ils  peuvent  tourner  librement,  et  sollicités  par  des  forces 
quelconques.  Un  fil  flexible  a  ses  extrémités  fixées  en  deux 
points  Mj  M'  de  ces  corps.  On  demande  les  conditions  d'é- 
quilibre de  ce  système,  qui  est  dans  une  position  donnée 
où  le  iil  a  tous  ses  points  en  ligne  droite,  et  peut  avoir  une 
tension  inconnue  quelconque. 
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En  désignant  celle  tension  inconnue  par  X,  le  levier  MO 
sera  en  équilibre  sous  l'aciion  des  forces  qui  y  sont  direc- 
lement  appliquées,  elde  la  force  Xqui  agit  de  M  vers  M'; 
il  résulte  de  I;'i  les  trois  équations  connues,  qui  renferment 
cliacune  X  au  premier  degré.  De  même  le  corps  M'O'  sera 
en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  y  sont  appliquées 
et  de  la  force  X  qui  agit  de  M'  vers  M.  On  trouve  ainsi 
trois  nouvelles  équations  qui  renferment  encore  X  au  pre- 
mier degré. 

Tirant  la  valeur  de  X  de  l'une  de  ces  six  équations,  on 
connaîtra  la  tension  du  fil  ;  cl  la  reportant  dans  les  cinq 
autres,  on  aura  les  équations  de  condition  auxquelles  doi- 
vent satisfaire  les  forces  données  pour  que  le  système  soit 
en  équilibre. 

77.  TnOESiÈME  EXEMPLE.  —  Considérons  niaintenanl  le 
système  composé  d'un  levier  cl  d'un  treuil,  c'esl-à-dire  d'un 
corps  qui  ne  peut  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe  ;  le  pre- 
mier pouvant  tourner  librement  autour  du  point  0,  et 
l'autre  autour  de  l'axe  AZ  (^g'.  9).  Ils  sont  sollicités  par 


des  forces  quelconques  et  se  touclieni  en  un  poinl  M.  On 
demande  les  conditions  pour  qu'il  y  ail  équilibre,  et  la  va- 
leur de  la  pression  mutuelle  en  M. 

Désignant  par  X  l'intensité  inconnue  de  celle  pression, 
le  corps  MO  sera  en  équilibre  sous  l'aelion  des  forces  qui 
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y  sont  direciemcnt  applic|urés  et  de  la  force  X  dirigée  sui- 
vant MN.  Il  résultera  de  là  trois  équations  tjui  lenferme- 
roni  X  et  les  forces  proposées. 

Le  second  corps  sera  en  équilibre  sous  l'aclion  des  forces 
qui  y  sont  appliquées  et  de  X  qui  sera  dirigée  de  M  veisN'. 
L'équilibre  de  ce  corps,  qui  ne  peut  que  toarnor  autour 
d'un  axe  fixe,  conduira  à  une  équaiioii  unique  rf  nfcrmanl 
X.  On  aura  ainsi  quatre  équations,  dont  l'une  fera  con- 
naître X,  et  les  ti-ois  autres  donneront,  par  la  substitution 
de  cette  valeur,  trois  équations  de  condition  entre  les  quan- 
tités données. 

78.  QuATRifiME  EXEMPLE.  ^ —  PrcHons  maintenant  pouf 
exemple  un  polygone  formé  par  des  droites  rigides,  dont  les 
angles  peuvent  varier  sans  opposer  de  résistance,  et  dont 
les  exiréinités  sont  assujetties  à  rester  snr  des  courbes  don- 

SoieniABCDE  (^g.  lo)  ce  polygone-,  P,  Q,  R,  S,  T 


les  résultantes  des  forces    appliquées  respect!' 
points  A,  B,  C,  D,  E. 

Cbacun  de  ces  points  doit  être  en  équilibre  au  moyen  des 
forces  qui  agissent  imniédiatemeul  sur  lui,  et  de  ta  résistance 
de  la  courbe;  et,  par  conséquent,  la  rcsuliante  des  forces, 
abstraction  faite  de  cette  résistance,  doit  être  normale  à  la 
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De  même,  chaque  côté  doit  être  en  équilibre  au  moyen 
des  forces  de  tout  genre  qui  y  sont  appliquées;  ce  qui  exige 
que  les  deux  résultâmes  de  toutes  celles  qui  agissent  sépa- 
rément en  A  et  en  B  sur  cette  tige,  soient  égales  et  directe- 
ment opposées,  el,  par  suite,  que  celte  direction  soit  celle 
du  côté  lui-même  :  d'où  il  résulte  que  ce  côté  produira 
deux  forces  égales  et  contraires,  agissant  dans  la  direction 
de  celte  tige. 

Cela  posé,  désignons  par  X,  Y,  Z,  TJ  les  forces  que  pro- 
duisent ainsi  les  divers  côtés  du  polygone.  Soient  n,  h,  c, 
d,  e  les  angles  que  foui  les  directions  des  forces  P,  Q,  R, 
S,  T  avec  les  tangentes  aux  courbes  données,  considérées 
dans  des  sens  déterminés  ;  «,  «'  les  angles  que  les  directions 
des  deux  forces  X  font  avec  les  tangentes  en  A  et  B;  S,  @' 
les  angles  des  forces  Y  avec  les  tangentes  en  B  et  C  ;  et  ainsi 
de  suite. 

L'équilibre  du  point  A  donnera  la  condition 

Pcosfl  H-Xcosit  =  o. 
L'équilibre  du  point  lî  donnera 

Xcosk'  ^-  Qcos^'  +  Ycosê  =  o, 
cl  l'on  trouvera  de  même  pour  les  autres  poiuls 
Y  eosS'  -1-  R  cosi;  -i-  Z  cos-/  =  o, 
Zeos7'+  Scos^/+Ucos5=o, 
UcosJ'  4-Tcose  =  o. 

Éliminant  X,  Y,  Z,  U  entre  toutes  ces  équations,  il  en 
reste  une  seule  entre  les  forces  données,  qui  sera  la  condi- 
tion d'équilibre  du  système.  Les  autres  feront  connaître  les 
intensités  des  forces  X,  Y,  Z,  U. 

Quant  au  sens  dans  lequel  elles  agissent,  et  qui  n'est 
pas  connu  d'avance,  il  sera  déterminé  par  les  signes  que 
devront  avoir  les  cosinus  des  angles  a,  a',  6,  ë',.  . .  Ainsi, 
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la  première  equatinn,  faisanl  connaître  le  signe  de  ces*, 
détermine  le  sens  de  la  force  X,  provenant  de  la  tige  AB  et 
agissant  en  A  ;  d'où  résulte  le  sens  de  la  seconde  force  X, 
appliquée  en  B,  et  par  suite  le  signe  de  cosa'.  La  seconde 
équation  fera  connaître  ensuite  le  signe  de  eosS,  d'où  ré- 
sultera le  sens  de  la  force  Y  agissant  en  B;  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  dernier  côté. 

79.  Si  l'une  des  tiges  était  normale  à  l'une  des  courbes, 
il  en  résulterait  des  conséquences  particulières  qu'il  est  bon 
de  remarquer.  Supposons,  par  exemple,  que  BC  soit  donnée 
normale  à  la  courbe  en  B,  on  aura 

cns  @  =  o, 
et  les  deux  premières  équations  donneront,  par  l'éiimina- 
tion  deX,  une  équation  de  condition,  qui  ne  sera  autre  que 
la  condition  d'équilibre  des  deux  forces  P  et  Q,  qui  seraient 
appliquées  à  la  tige  unique  AB,  dont  les  exirémilés  seraient 
liées  aux  deux  premières  courbes.  Cela  devait  être,  en 
effet,  puisque  la  force  Y, étant  détruite  par  la  résistance  de 
la  courbe  en  B,  doit  être  regardée  comme  n'existant  pas 
pour  les  points  situés  du  côté  de  B  que  l'on  considère. 

Les  trois  autres  équations  donneront,  par  l'élimination 
deZ  etU,  une  équation  qui  sera  celle  de  l'équilibre  du  sys- 
tème C,  D,  E,  considéré  isolément,  eidans  lequel  il  y  au- 
rai tune  force  indéterminée  Y  agissant  en  C  suivant  la  ligne 
BC,  dans  l'un  quelconque  des  deux  sens,  et  qui  ser.i  déter- 
minée par  celte  équation.  En  effet,  celte  tige  BC  peut  èlre 
sollicitée  par  une  force  quelconque  en  0  dans  le  sens  de  sa 
longueur,  sans  qu'il  en  puisse  résulter  aucun  déplacement, 
vu  qu'elle  sera  détruite  par  la  résistance  de  la  courbe  à  la- 
quelle elle  sera  nornjale  en  B. 

80.  CiMQUiÊME  EXEMPLE.  —  Consîdérons  maintenant  un 
système  de  points  liés  entre  eux  par  des  fils  flexibles  et 
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blés,  et  forniaiil  ce  que  l'on  appelle  un  polygone 
funiculaire.  Dans  ce  cas,  les  systèmes  rigides  partiels  se 
réduiseiii  a  des  points.  Soient  A,  B,  C,  0  (Jîg.  ii)  ces 
poiius;  U,  P,  Q,  R,  S,  V  les  forces  qui  y  sont  appliquées, 


,v^ 


et  dont  les  deux  extrêmes  U,  V  agissent  par  l'intermédiaire 
des  fils  ou  cordons  AU,  DV. 

Pour  que  ce  système  soit  en  équilibre,  il  faut  que  chacun 
des  points  A,  B,  C,  D,  soit  en  équilibre  au  moyen  des  forces 
qui  y  sont  appliquées.  Ainsi,  par  exemple,  le  point  B  est 
sollicité  par  trois  forces  qui  sont  les  efforts  exercés  par  les 
cordons  BA ,  BC,  el  la  force  Q;  ces  trois  forces  devront 
donc  être  dans  un  même  plan,  et  chacune  d'elles  propor- 
tionnelle au  sinus  de  l'angle  des  deux  autres.  Mais  l'équi- 
libre de  chacun  des  cordons  exige  encore  qu'il  soil  tiré  par 
des  forces  égales  et  contraires,  et  dont  l'intensité  est  la  ten- 
sion du  cordon.  Au  moyen  de  ces  conditions,  on  pourra 
déterminer  les  tensions  de  tous  les  cordons,  et  les  rapports 
des  forces  entre  elles,  lorsque  l'on  connaîtra  la  figure  du 
polygone  en  équilibre. 

81,  On  peut  déterminer  très-siniplement  la  tension  T 
d'un  cordon  quelconque  CD,  en  observant  qu'il  y  a  équi- 
libre entre  celte  force  T  et  la  partie  du  système  qui  est  si- 
tuée d'un  côté  quelconque  de  CD.  Considérons,  par  exem- 
ple, les  forces  U,  P,  Q,  R  et  T  ;  elles  ne  cesseront  pas  d'être 
en  équilibre  si  l'on  rend  inflexible  le  polygone  ABC  ;  et,  par 
conséquent,  la  force  T  est  égale  et  opposée  à  la  résultante 
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des  forces  U,  P,  Q,  R;  et  comme  on  peut  transporter  des 
forces  en  un  point  quelconque  de  leur  résultante,  sans 
changer  leur  effet,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

La  tension  d'un  cordon  quelconque  est  la  résultante  de 
toutes  les  forces  situées  d'un  même  côté  de  ce  cordon,  et 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  quelcon- 
que de  ses  points. 

82,  Lorsque  le  polygone  est  en  équilibre,  il  y  sera  en- 
core si  l'on  rend  sa  figure  invariable  ;  et,  par  conséquent, 
toutes  les  forces  extérieures  qui  y  sont  appliquées,  doivent 
satisfaire  aux  conditions  d'équilibre  d'un  système  rigide. 
Si  donc  on  les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes  en 
un  même  point,  elles  doivent  donner  une  résultante  nulle, 
ce  qui  donne  trois  équations. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on 
pourra  donner  au  polygone  une  figure  telle,  que  les  forces, 
données  de  grandeur  et  (.le  direction,  s'y  fassent  équilibre. 

En  effet,  plaçons  arbitrairement  le  point  A,  et  don- 
nons.au  cordon  A6  la  direction  opposée  à  la  résultante 
de  U  et  P,  et  une  tension  égale  à  cette  résultante.  Don- 
nons ensuite  au  cordon  BC  une  direction  contraire  à  la 
résultante  de  la  force  Q  et  de  la  tension  du  cordon  AB,  et 
une  tension  égale  à  cette  résultante;  et  continuons  ainsi 
jusqu'au  dernier  sommet  D  :  la  direction  et  l'intensité  qu'il 
faudra  donner  à  la  force  qui  tiendra  ce  point  en  équilibre, 
seront  telles,  que  le  polygone  entier  y  soit  lui-même;  elle 
sera  donc  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces  U,  P, 
Q,  R,  S,  transportées  en  D,  et,  par  conséquent,  sera  la 
force  donnée  V.  On  peut  donc  toujours  donner  au  polygone 
une  force  telle,  que  des  forces  données  de  grandeur  et  de 
direction  s'y  fassent  équilibre,  pourvu  que,  transportées 
en  un  même  point,  elles  s'y  détruisent.  Cette  conséquence, 
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étant  indépendante  du  nombre  des  côtés  du  polygone,  aura 

lieu  encore  à  la  limile,  lorsque,  les  côlés  tendant  vers  zéro, 

il   s'approchera  indéfiniment  de   se  confondre    avec  une 

courbe. 

83.  Si  les  extrémités  du  cordon  sont  fiscs,  les  forces  U 
et  V  ne  sont  plus  données,  et  l'on  peut  encoie  se  proposer 
de  déterminer  la  forme  du  polygone  en  équilibre,  et  les 
valeurs  de  ces  deux  forces. 

Pour  cela,  on  partira  de  la  première  extrémité  fixe  U, 
et  l'on  supposera  connues  les  trois  composâmes  de  la  ten- 
sion U;  on  déterminera,  en  conséquence,  la  position  du 
point  A,  ainsi  que  les  positions  des  autres  points  et  les  ten- 
sions de  tous  les  cordons.  Les  coordonnées  du  point  extrême 
du  dernier  cordon  seront  donc  exprimées  en  fonction  de 
celles  du  premier  point,  que  l'on  peut  supposer  nulles,  et 
des  trois  composantes  de  la  force  U.  En  égnlanl  ces  expres- 
sions aux  valeurs  données  des  coordonnées  du  second  point 
fixe,  on  aura  trois  équations  qui  détermineront  ces  compo- 
santes, ainsi  que  toutes  les  tensions  et  les  positions  de  tous 
les  sommets. 

84.  Si  les  directions  des  deux  cordons  extrêmes  se  ren- 
contrent, les  forces  U,  V  ont  une  résnltante  :  d'où  il  suit 
que  les  forces  P,  Q,  R,  S  en  ont  une  égale  et  opposée  ;  et, 
par  conséquent,  lorsque  le  polygone  est  en  équilibre,  et  que 
les  deux  extrémités  sont  fixes,  on  connaîtra  l'elfort  exercé 
sur  chacune  d'elles  en  prolongeant  les  cordons  qui  y  abou- 
tissent, puis  transportant  à  leur  point  de  concours  les  forces 
données,  et  les  décomposant  en  deux  forces  dirigées  suivant 
ces  mêmes  cordons.  Chacune  de  ces  composantes  mesurera 
la  tension  du  cordon  correspondant,  et  l'effort  qui  sera 
exercé  sur  le  point  fixe  où  il  est  attaché. 
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85.  Lorsque  toules  les  fondes  P,  Q,  R  {fig.  12)  sont  pa- 
rallèles, il  est  facile  de  voir  que  tout  le  système  est  com- 
pris dans  un  même  plan .  Supposons,  de  plus,  que  l'un  des 

Fis.  ,,. 


cordons,  BC  par  exemple,  soit  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion des  forces  ;  remplaçons-le  par  une  lorce  égaie  à  sa  ten- 
sion, et  ne  considérons  que  les  forces  situées  d'un  même 
côté  de  ce  cordon.  La  tension  d'un  cordon  quelconque  DE 
est  la  résultante  de  toutes  les  forces  situées  d'un  même 
côté  et  Irausporlées  au  point  D;  donc  la  composante  per- 
pendiculaire aux  forces  sera  constante  pour  tous  les  cor- 
dons, et  égale  à  la  tension  BC;  et  la  composante  parallèle 
aux  forces  sera  la  somme  de  toutes  ces  forces,  depuis  B  jus- 
qu'en D. 

86.  Lorsqu'une  force  sollicite  un  point  qui  est  retenu 
par  plusieurs  cordons,  on  aura  la  tension  de  chacun  d'eux 
en  décomposant  cette  force  en  d'autres  qui  soient  dirigées 
suivant  tons  les  cordons.  Il  y  aura  indétermination  si  leur 
nombre  est  plus  grand  que  trois  ;  et  cela  tient  à  l'Iiypothèse 
que  l'on  fait  de  l'inextensibîlité  des  cordons.  C'est  ainsi 
que  nous  avons  déjà  vu  que  les  pressions  exercées  par  un 
corps  qui  repose  sur  un  plan  par  plus  de  trois  points,  ne 
sont  pas  déterminées  individuellement.  Dans  la  réalité,  les 
pressions  en  chaque  point  du  plan  et  les  tensions  de  cha- 
que cordon  sont  déterminées,  parce  que  chaque  cordon 
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s'allonge,  et  chaque  point  de  conlact  d'un  corps  sur  le  plan 
cède  plus  ou  moins.  Ces  circonstances,  jointes  aux  pro- 
priétés physiques  de  la  maiière  qui  les  forme,  fout  con- 
naître chaque^  force  en  particulier;  mais  ces  rcclicrches 
sont  étrangères  à  cette  partie  dn  cours,  et  nous  ne  nous 
en  occuperons  pas. 

87.  Sixième  exemple.  —  Equations  de  Vèquilibre  d'un 
jil  dont  louf  les  points  sont  soumis  à  l'action  de  forces 

Noua  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  forces  étaient  ap- 
pliquées à  des  points  sans  étendue,  et  qu'elles  étaient  en 
nombre  Gni;  mais,  dans  bien  des  questions,  tous  les  points 
d'un  corps  sont  supposés  soumis  à  l'action  de  forces,  et  ces 
forces  ne  peuvent  être  finies,  sans  quoi  la  plus  petite  partie 
que  l'on  concevrait  dans  le  corps  serait  sollicitée  par  unt; 
force  infinie,  ce  qui  serait  inadmissible.  Dans  toutes  les 
questions  de  ce  genre,  on  conçoit  en  un  point  quelconque  du 
corps  un  volume  infiniment  petit  dans  tous  les  sens,  dont 
il  fasse  partie  et  qui  tendra  vers  zéro,  en  comprenant  tou- 
jours ce  point;  à  ce  volume  sera  appliquée  une  force  dont 
la  direction  donnée  dépend  de  la  position  du  point  et  dé- 
croissant indéfiniment  avec  lui  et  dans  un  rapport  dont  la 
limite  est  finie  et  donnée.  Celte  limite  se  nomme  la  force 
appliquée  au  point  considéré,  rapportée  à  Vimité  de  vo- 

D'après  cela,  il  est  clair  que,  si  l'on  donne  en  fonction 
des  coordonnées  des  points,  la  grandeur  et  la  direction  de 
celte  force,  il  suffira,  pour  avoir  la  force  appliquée  à  un 
volume  infiniment  petit  dans  tous  les  sens,  de  considérer 
un  quelconque  de  ces  points  et  de  multiplier  la  force  ap- 
pliquée à  ce  point  par  ce  volume  :  ou  aura  l'expression  de 
la  force  appliquée  au  volume,  à  un  infiniment  peiit  près, 
par  rapport  à  ce  volume,  et  il  en  sera  de  même  pour  sa 
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les  résultats  qui  ne  dépendront  que  des  limites  des  ra 
ou  des  SI 


88.  Appliquons  ces  considérations  généralcsau  cas  d'un 
fil.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  solli- 
cite un  point  quelconque  du  fil,  et  qui  est  rapportée  à 
l'unité  de  longueur;  de  sorte  qu'un  arc  infiniment  pe- 
tit ds  soit  sollicité  par  une  force  dont  les  composâmes 
soient  Xrfs,  \ds,  "Lds.  Les  extrémités  du  fil  peuvent  être 
fixes,  ou  sollicitées  par  des  forces  données  de  direction  et 
d'intensité  ;  il  s'agit  de  trouver  les  conditions  de  l'équilibre 
du  système,  qui  n'est  autre  chose  qu'un  polygone  funicu- 
laire d'un  nombre  infini  de  cotés. 

Or,  dans  cet  état,  un  élément  infiniment  petit  quel- 
conque du  filj  doit  être  en  équilibre  au  moyen  des  forces  qui 
y  sont  appliquées;  et  réciproquement,  si  cela  a  lieu,  le  fil 
entier  sera  en  équilibre. 

Soit  donc  ds  un  élément  quelconque,  il  ne  cessera  pas 
d'être  en  équilibres!  l'on  rend  sa  figure  invariable.  Or  les 
forces  qui  le  sollicitent  sont  les  tensions  extérieures  exer- 
cées à  ses  estrémités,  qui  sont  dirigées  respectivement 
suivant  les  tangentes  en  ces  points,  et  de  plus  les  forces 
Xrfj,  Ydi,Zrf,î. 

La  tension  T,  variant  d'une  manière  continue  en  même 

temps  que  l'arc  i  de  la  courbe,  en  est  une  fonction  conli- 

■      .  1  .  dx    dy     dz    .  ,  „  .    , 

nue,  amsi  que  les  cosinus  — - 1  — j  —  des  angles  que  tait  la 
^  ds     lis     ils  °         ' 

tangente  avec  les  axes.  Les  composâmes  de  la  tension,  con- 
sidérée dans  ie  sens  où  s  augmente,  sont  donc,  aux  deux 
extrémités  de  l'arc  ds. 
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ds  \      ds  j 


hrf  T:i^ 


Supposons  ]fs  arrs  s  compiés  à  partir  de  l'exlrémilé  A 
{fig.  i3},  et  soit  MN  l'arc  innnimenl  petit  ds.  Les  direc- 


tions des  deas  forces  tangentes  aux  points  M  et  N  se  reu- 
contrent  si  la  courbe  est  plane,  et  elles  peuvent  être  consi- 
dérées comme  se  rencontrant  même  dans  le  cas  d'une 
coTirbc  à  double  courbure,  parce  que  leur  plus  courte  dis- 
tance est  du  troisième  ordre  infinitésimal,  ds  étant  du  pre- 
mier. Elles  peuvent  donc  être  considérées  comme  ayant 
une  résultante  située  dans  le  plan  osculateur,  en  négli- 
geant le  troisième  ordre  infinîlésimal.  Les  forces  qui  agis- 
sent en  tous  les  points  de  MN  doivent  donc  avoir  une 
résultante  égale  et  opposée  à  la  première,  et,  par  suite, 
comprise  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe.  Les  condi- 
tions chercbées  de  l'équilibre  sont  donc  celles  des  forces 
appliquées  à  un  même  point,  et  elles  doivent  exprimer  que 
les  sommes  des  composantes  parallèles  à  chaque  axe,  sont 
séparément  nulles.  Si  donc  on  observe  que  les  compo- 
santes T-^,  T-^f  T-^  doivent  être  changées  de  signe, 
ds  ds         ds  ■DO 

on  aura  les  équation: 


'Ê)^ 


^ds- 


d{T^\+Yds  =  o 


d{l'^\+Zds  =  o. 
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Si  l'on  mullipliela  première  par-j^i  la  seconde  par  —■, 
la  troisième  par  —■,  et  qu'on  les  ajoule,  en  observant  que 


rfT  +  X  i/ic  -I-  Tny  +  Z  rfî  =  o, 
équation  qui  pourra  remplacer  une  quelconque  des  équa- 
lion.  (,). 

Le  plus  ordinairement,  ^dx -\-Xdy -\-7jdz  est- la  dif- 
férentielle d'une  fonction  a  (jr,  1  ,  a),  et  l'on  aura  alors 

T  =  -^{.T.,y,z)  +C. 
Dans  le  cas  où  la  tension  T' sera  connue  en  un  point  ayant 
pour  coordonnées  x',  y\  z',  on  aura 

T~r=f{x',j',z')-  r^-{x,y,z), 
de  sorte  que  l'on  connaîtra  la  tension  en  tout  autre  point, 
en  fonction  de  ses  coordonnées;  et,  dans  tous  les  cas,  la 
différence  des  tensions  inconnues  qui  ont  lieu  en  deux 
points  du  fil,  ne  dépendra  que  des  coordonnées  de  ces 
points.  La  valeur  de  T  étant  substituée  dans  deus  des 
équations  (i),  on  aura  les  équations  de  la  courbe  formée 
parle  (il. 

89.   Fd  sollicité  par  des  forces  normales, — Si  la  force 
dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z  était  normale  en  tous 

les  points  de  la  courbe,  on  aurait 


Hosted  by 


Google 


lo8  DE    L  ÉQUILIBRE    DES    FORCES. 

(j-  (x,  j)',  i:)  serait  conslant,  et,  par  suite,  T;  dans  ce  cas,  le 
fil  est  doiie  également  tendu  en  tous  ses  points.  C'est  ce  qui 
aura  Heu,  par  exemple,  lorsqu'il  sera  tendu  sur  une  surface 
qui  ne  produira  aucun  frottement. 

On  voit  donc  que  lorsqu'un  (il  s'enroule  sur  un  corps 
dont  la  surface  n'exerce  sur  lui  aucun  frottement,  et  que 
l'équilibre  s'établit  avec  des  forces  en  dehors  de  la  partie 
enroulée,  les  deux  cordons  tangents  à  celle  surface  ont  irne 
tension  égale,  puisque  celle  tension,  ne  variant  pas  dans 
touie  l'étendue  de  la  courbe  de  contaci,  est  la  même  à  ses 
deux  extrémités. 

Il  en  est  de  même  si  l'une  des  forces  données  agit  sur  un 
polygone  au  moyen  d'un  fil  ou  d'une  tige  quelconque  ter- 
minée par  un  anneau  dans  lequel  passe  le  fil  polygonal  : 
les  deux  côlés  du  polygone  situés  de  part  et  d'autre  de 
l'anneau  seront  également  tendus. 

yO.  La  tension  T  étant  constante,  les  équations  (i)  de- 
viennent 

as  ds  lis 

d'oii 

K(4)'-(^l)'+(''s)><--— '•"■• 

ou,  en  désignant  par  P  la  force  et  par  R  le  rayon  de  cour- 
bure, 

T'  =  P'R%     tl'où     P  =  ^- 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  force  normale,  le  61  prendra  une 
figure  telle,  que  cette  force  soil  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure. 

D'où  il  suit  que  si  la  force  est  constante  el  que  la  courbe 
soil  plane,  elle  formera  un  arc  de  cercle. 
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Si  la  force  normale  est  la  résistance  d'une  surface,  comme 
elle  doit  toujours  être  comprise  dans  le  plan  osculaleur  de 
la  courbe,  ce  dernier  est  normal  à  cette  surface,  et  la  courbe 
est  celle  do  longueur  minimum  entre  deux  quelcoiif[ues  de 
ses  points. 

91,  On  peut  trouver,  par  des  considérations  géomé- 
triques très-simples,  la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  la 
surface.  Pour  cela,  considérons  la  courbe  que  forme  le  fil 
comme  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés  égaux  entre 
eux;  la  résultante  des  tensions  des  deux  côiés  consécu- 
tifs AB,  BC  sera  dirigée  suivant  la  ligne  BD  qui  divise 
l'angle  ABC  en  deux  parties  égales,  et  son  intensité  sera 

.n       ^„^  ...  lîG 


a  ligne  CD  étant  menée  perpendiculairement  à  BC  (fg- 14)  ■ 
Fig.  14. 


-Tr 


Si  l'on  représente  par  R  le  rayon  du  cercle  qui  passe  par 
les  trois  points  A,  B,  C,  el  qui  n'est  autre  eliose,  à  la  li- 
mite, que  le  cercle  osculaleur  de  la  courbe,  la  pression  sur 

la  surface  sera  mesurée  parï-— ■  Lorsque  BC  tend  vers 

zéro,  la  pression  tend  elle-même  vers  zéro;  mais  si  l'on 
considère  une  longueur  extrêmement  petite  a  sur  le  fil,  les 
normales  pourront  être  considérées  comme  parallèles,  et  les 
pressions  comme  égales,  ainsi  que  les  rayons  de  courbure, 
en  tous  les  sumnieis  du  polygone  infinitésimal  qui  y  seront 
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compris  :  la  somme  de  ces  pressions  sera  donc  toujours  sen- 
siblement égale  à  -5-5^60,  ou  à  --^,  R  étant  le  rayon  de 

courbure  en  un  quelconque  des  points  de  l'arc  a.  Ainsi;  la 
valeur  de  la  pression  normale  produite  par  le  fil  sur  la  sur- 
face, dans  une  étendue  inliniment  petite  ds,  est  exprimée 

T(/.(         1,  ■         <  ,1  .         . 

par  — -j  et  I  on  voit  qu  elle  est  en  raison  inverse  du  rayon 

de  courbure  au  point  que  l'on  considère. 
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DU  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 


92.  En  revenant  sommairement  sur  tout  ce  qui  pré- 
cède, on  voit  que  nous  avons  donné  d'abord  les  ecjualions 
de  l'équilibre  d'un  point  libre,  puis  d'un  système  rigide 
libre,  sollicité  par  des  forces  quelconques;  nous  avons  con- 
sidéré ensuite  ce  système,  assujetti  à  diverses  conditions  qui 
ne  lui  laissaient  pas  la  liberté  entière  de  ses  déplacements  ; 
et  nous  nous  sommes  occupés  enfin  de  systèmes  non  ri- 
gides, mais  composés  de  systèmes  rigides  communiquant  les 
uns  aux  autres.  Nous  avons  montré  comment  ces  dernières 
questions  se  ramènent  aux  précédentes,  et  nous  en  avons 
donné  quelques  exemples;  mais  les  calculs  changeraient 
avec  les  données,  et  tout  ce  que  nous  avons  pu  faire  con- 
naître de  général,  c'est  le  moyen  de  ramener  le  cas  com- 
pliqué aux  cas  simples  dont  il  se  compose. 

Le  principe  dont  nous  allons  nous  occuper  a  pour  objet 
de  renfermer  dans  une  seule  formule  les  équations  de 
l'équilibre,  non-seulement  des  systèmes  examinés  jusqu  ici, 
mais  de  tous  ceux  dont  les  conditions  sont  déiinios  d'une 
manière  rigoureuse,  et  peuvent  être  exprimées  par  la  géo- 
métrie et  le  calcul. 

Or,  comme  il  est  évident  qu'on  ne  peut  tirer  d'une  for- 
mule que  ce  qu'on  y  a  mis,  il  est  nécessaire,  pour  la  dé- 
monstration de  ce  principe,  de  faire  usage  des  conditions 
d'équilibre  dans  tous  les  cas  auxquels  on  voudra  l'appli- 
qiier.  Et  alors  on  se  demandera  peut-être  si  dans  ces 
divers  cas  il  ne  serait  pas  plus  simple  d'employer  directe- 
ment les  équations  qui  s'y  rapportent,  que  de  passer  par 
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l'inlermédiaire 

idu 

principe  à  la  démonstration 

duque 

1  elles 

ont  concouru. 

Cette  cbjeci 

ion 

a  quelque   clios 

e  de  spécie 

ux,  et 

il  est 

bon  d'y  répont 

ire 

avant  d'cnlamer 

1.  dcmonsl 

ration. 

Nous 

dirons  d'abord 

qu 

e  la  généralisalio 

n  à  laquelle 

ï  ce  pri 

incipe 

conduit  n'est  i 

comme  celle  que 

rori  obliei 

it  en  réunis- 

sant  dans  une  formule  les  solutions  de  questions  de  même 
genre,  différant  les  unes  des  autres,  seulement  par  les 
valeurs  particulières  des  données.  Ici  le  genre  des  ques- 
tions peut  être  très-différent,  il  peut  même  n'être  pas 
désigné.  On  comprend  donc  que  la  formule  qui  en  con- 
tiendra les  solutions  devra  renfermer  des  indications  d'opé- 
rations clairement  définies,  mais  dont  la  forme  ne  pourra 
être  exprimée,  parce  qu'elle  dépendra  de  la  nature  des 
équations  qui  définiront  le  système. 

Malgré  cette  indécision  inévitable  dans  une  formule  qui 
doit  s'appliquer  à  une  infinité  d'espèces,  et  qui  deviendra 
précise  dès  que  l'espèce  prendra  une  forme  déterminée, 
cetie  formule  offrira  des  avantages  que  l'on  peut  com- 
prendre d'avance. 

Elle  réduira  dans  chaque  cas  la  recherclie  des  équations 
d'équilibre  à  de  simples  calculs  bien  définis,  et  qui  s'exé- 
cuteront sur  les  équations  qui  exprimeront  les  liaisons  des 
points  du  système,  et  il  n^y  aura  nullement  à  s'occuper  du 
mode  d'action  des  forces.  Ce  ne  sera  plus  un  problème  de 
la  science  des  forces,  mais  de  la  science  des  nombres  et  de 
celle  de  l'étendue.  La  première  science  sera  ramenée  aux 
deux  autres  précédemment  étudiées, 

H  y  aura  encore  cet  avantage  que  la  formule  étant  indé- 
pendante de  la  nature  particulière  des  liaisons  qui  existent 
entre  les  points,  il  sera  possible  d'en  déduire  des  propo- 
sitions générales,  applicables  aux  formes  de  liaisons  les 
plus  diverses,  et  à  des  questions  n'ayant  les  unes  avec  les 
autres  aucune  analogie. 
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93.  Galilée,  chercliant  à  se  rendre  compie  des  raisons 
jjour  lesquelles  les  machines  ne  produisent  pas  toujours  les 
avantages  qu'on  en  espérait,  en  employant  de  petites  forces 
à  vaincre  de  grandes  résistances,  recoiuuit  que  cela  tenait 
à  ce  que  dans  les  machines  non  en  équilibre,  les  espaces 
parcourus  par  les  points  d'application  de  la  puissance  et  de 
la  résistance,  dans  le  sens  de  ces  forces,  étaient  en  raison 
inverse  des  intensités  de  ces  forces,  lorsqu'elles  se  faisaient 
équilibre  sur  la  machine.  Cette  proposition  peut  être  re- 
gardée comme  le  point  de  départ  de  la  théorie  que  nous 
allons  exposer,  quoique  peut-être  il  ne  fiit  pas  impossible 
d'en  trouver  quelque  idée  confuse  dans  les  ouvrages  d'Aris- 
lote. 

Galilée  la  déduit  des  conditions  d'équilibre  qu'il  dé- 
montre préalahlement,  et  en  tire  la  conséquence,  que  les 
machines  ne  peuvent  servir  à  augmenter  ce  qu'il  appelle 
improprement  la  force  (ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  le 
travail)^  mais  seulement  à  la  transformer;  qu'on  ne  peut 
par  leur  moyen  frauder  la  nature,  et  obtenir  beaucoup  en 
dépensant  peu.  Ainsi,  par  exemple,  pour  élever  un  certain 
poids  à  une  certaine  hauteur,  en  employant  un  poids  dix 
fois  plus  petit,  il  faut  que  ee  dernier  parcoure  en  descen- 
dant un  espace  dix  fois  plus  grand  que  l'autre;  de  sorte 


que 


l'on  a  réellement  fait  le  même  travail  des  dei 


r:  dix  fois  celui  de  faire  parcourir  la  hauteur  donnée 
à  un  poids  égal  au  dixième  du  poids  donné. 

Cette  remarque  est  une  des  plus  importantes  dans  la 
théorie  des  machines,  et  peut  empêcher  bien  des  illusions 
désastreuses  dans  l'industrie,  Galilée  la  déduit  des  condi- 
tions de  l'équilibre,  et  ne  l'emploie  pas  à  la  généralisation 
de  l'énoncé  de  ces  conditions  dans  les  différentes  machines 
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en  équilibre,  mais  à  l'apprécia  lion  de  l'utilité  des  macliitics 

en  action. 

Descartes  a  fait  précisément  l'inverse  :  il  a  admis  comme 
évideiil  qu'il  fallait  la  même  force  pour  élever  un  poids  à 
une  cerlaine  hauteur,  que  pour  élever  un  poids  double  à 
une  hauteur  moiiîé  moindre,  ou  un  poids  triple  à  une  liau- 
teur  trois  fois  moindre,  et  ainsi  de  suite;  parce  qiie,  dil-il, 
un  poids  P  élevé  à  une  liauieur  H  est  la  même  chose  que  P 

élevé  à  la  hauteur  -  H  et  encore  P  élevé  à  -  H,  e'cst-à-dire 
deux  fois  l'élévation  de  P  à  -  H.  Or,  t'est  là  ce  que  Ton  fait 

en  élevant  aP  à  la  hauteur  -  H;  si  ce  n'est  que  l'on  fait 

alors  simultanément  ce  que  l'on  avait  fait  de  l'autre  ma- 
nière successivement. 

On  voit  ici  la  même  confusion  entre  la  force  et  le  tra- 
vail exécuté;  mais  il  n'y  aurait  aucun  inconvénient  dans  la 
théorie  de  Galilée  où  tout  était  démontréj  tandis  que  dans 
celle  de  Descartes  tout  était  à  démontrer.  En  effel,  il  est 
bien  évident,  comme  l'avait  déjà  dit  Galilée,  qu'élever  un 
poids  à  une  cerlaine  hauteur,  c'est  faire  d'un  seul  coup  ce 
que  l'on  ferait  en  détail  en  élevant,  par  exemple,  chaque 
dixième  de  ce  poids  successivement  à  cette  même  hauteur, 
ou  un  même  dixième  seulement,  dix  fois  de  suite  à  cette 
même  hauteur,  c'est-à-dire  à  une  hauteur  décuple.  Mais 
quel  rapport  y  a-t-îl  entre  ces  différentes  manières  de  con- 
sidérer l'élévation  d'un  poids,  et  la  condition  d'équilibre 
de  deux  poids  sur  une  machine?  pourquoi  dans  le  cas 
d'équilibre  un  déplacement  fictif  du  système  donnerait-il 
égalité  entre  les  produits  des  poids  déplacés,  par  les 
hauteurs  dont  ils  se  seront  élevés  ou  abaissés,  c'est-à-dire 
entre  ce  qu'il  appelle  les  forces  développées?  C'est  admettre 
précisément  ce  qu'il  faut  prouver. 
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Jean  Benioulii  généralisa  la  proposition  de  Galilée  de  la 
manière  suivante:  «Lorsque  les  forces  quelconques  sont 
en  équilibre  sur  un  système  de  points  assujettis  à  certaines 
liaisons,  si  l'on  conçoit  ce  système  déplacé  infiniment  peu 
en  satisfaisant  toujours  à  ces  conditions  de  liaison,  la 
somme  des  produits  de  chaque  force  par  le  déplacement  de 
son  point  d'application,  projeté  sur  la  direction  de  cette 
force,  sera  égal  à  zéro,  en  regardant  comme  positives  les 
projections  qui  sont  dans  le  sens  des  forées,  et  comme  né- 
gatives celles  qui  sont  en  sens  contraire.  >i 

Bernoulli  se  contenta  d'énoncer  cette  proposition  géné- 
rale et  ne  la  démontra  point.  Il  est  vraisemblable  qu'il  y 
était  parvenu  en  considérant  des  cas  plus  compliqués  que 
ne  l'avaitfait  Galilée,  et  qu'il  l'avait  généralisée  par  simple 
induction.  Il  la  communiqua  en  1717  à  Varignou,  qui  en 
donna  l'énoncé  dans  sa  Nouvelle  Mécanique^  et  ne  la  dé- 
montra que  dans  quelques  cas  très-simples.  Lagrange,  dans 
la  première  édition  de  sa  Mécanique  analytique,  l'admet 
comme  un  principe  reconnu,  ou,  suivant  sa  propre  expres- 
sion, comme  une  espèce  d'axiome  de  mécanique  ;  el  il  se 
propose  de  le  réduire  en  une  formule  générale,  qui  ren- 
ferme la  solution  de  tous  les  problèmes  qu'on  peut  pro- 
poser sur  l'équilibre  des  corps.  Ce  n'est  qu'après  la  publi- 
cation de  ce  grand  ouvrage  de  Lagrange,  que  pai-ut  la  pre- 
mière démonstration  générale  du  principe  en  question. 
Elle  est  due  à  Fourier,  et  ne  date  que  de  j  797,  Il  en  a  paru 
depuis  un  grand  nombre  d'autres,  et  Lagrange  lui-même 
a  cru  devoir  en  proposer  une  dans  la  seconde  édition  de  la 
Mécanique  analytique.  Avant  de  faire  connaître  celle  que 
nous  avons  adoptée,  nous  allons,  en  suivant  la  marche 
même  de  celte  découverte,  montrer  d'abord,  dans  quelques 
cas  simples,  comment  on  a  pu  reconnaître  la  vérité  de  la 
proposition  dont  il  s'agit. 

Mais  pour  la  commodité  du  langage,  nous  emploierons 
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certaines  dénominations  introduites  par  Bernoulli,  et  que 
nous  allons  expliquer,  dans  le  sens  précis  où  elles  sont 
entendues  aujourd'hui, 

94,  Lorsque  l'on  considère  un  système  quelconque  de 
points  dans  une  première  position,  et  que  l'on  suppose  en- 
suite que  chacun  d'eux  soit  placé  dans  une  position  infini- 
ment voisine  de  celle  qu'il  occupait,  sans  cesser  de  satis- 
faire à  toutes  les  conditions  qui  dépendent  de  la  nature  du 
système,  on  nomme  vitesse  virtuelle  d'un  quelconque  de 
ces  poiuis  la  droite  qui  joint  sa  première  position  à  la 
seconde.  Cette  dénomination  vient  de  ce  que  l'on  peut  con- 
cevoir que  ce  déplacement  se  fasse  avec  uniformité  dans  un 
même  temps  inflniment  petit,  et  qu'alors  les  espaces  par- 
courus sont  proportionnels  aux  vitesses,  et  en  outre  de  ce 
que  ce  déplacement  n'est  que  possible  et  ne  s'effectue  réel- 
lement pas. 

La  vitesse  virtuelle  d'un  point,  estimée  suivant  une  di- 
rection déterminée,  est  la  projection  de  cette  vitesse  sur 
cette  direction.  Eu  la  mesurant  par  le  produit  de  la  vi- 
tesse par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  direction  du  dé- 
placement avec  celle  suivant  laquelle  on  estime  la  vitesse, 
les  termes  de  l'équation  que  nous  allons  énoncer  seront 
précisément  ce  qu'ils  doivent  être  pour  en  établir  la  géné- 


Nous  appellerons  moment  virtuel  d'une  force  le  produit 
de  son  intensité  par  la  vitesse  virtuelle  de  son  point  d'ap- 
plication, estimée  suivant  la  direction  de  la  force. 

D'après  cela,  le  principe  de  Bernoulli  consiste  en  ce  que  : 
Si  un  système  quelconque  de  points  est  en  équilibre,  et 
que  V on  conçoive  un  déplacement  infiniment  petit  de  tous 
ses  points,  qui  soit  compatible  avec  toutes  les  conditions 
auxquelles  il  est  assujetti,  la  somme  des  moments  virtuels 
de  toutes  les  forces  est  nulle,  quel  que  soit  ce  déplacement. 


Hosted  by 


Google 


CE34P1TKE    VI.  117 

Et  réciproquement^  si  celte  condition  a  lieu  pour  tous  les 
déplacements  virtuels,  te  système  est  en  équilibre. 

Dans  cet  énoncé,  les  inâniment  petits  sont  considérés 
de  la  manière  ordinaire.  L'équation  n'est  exacte  qu'en  con- 
sidérant les  limites  des  rapports,  après  avoir  divisé  par 
l'une  quelconque  des  quantités  infiniment  petites;  en 
d'autres  termes,  la  somme  des  moments  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  ces  moments  eus-mÈmes. 

Cela  posé,  passons  à  l'examen  de  cas  particuliers  qui 
prépareront  à  l'élatlissemcnt  de  la  proposition  générale. 

9o.  Équilibre  d'un  point  unique.  —  L'équilibre  d'un 
point  entièrement  libre  exige  que  la  somme  des  forces  esti- 
mées suivant  une  direction  arbitraire  soit  nulle;  et,  réci- 
proquement,  si  cela  est,  il  y  a  équilibre.  Soient  donc  P 


l'une  quelconque 
qu'elle  fcri 


s  forces  appliquées  à  ce  point,  fi  l'angle 
;  direction  quelconque,  on   de\ 


2p...,.=o, 


et  réciproquement,  si  cette  équation  a  Uen  pour  toute 
direction,  le  point  sera  en  équilibre.  Si  l'on  multiplie  tous 
les  ternies  par  une  quantité  arbitraire  m,  l'équation  de- 


Or  mcosfi  est  la  grandeur  m  portée,  à  partir  du  point 
donné,  sur  la  direction  que  l'on  considère,  et  projetée  sur 
la  direction  de  la  force  P;  de  plus,  le  point  étant  entière- 
ment libre,  ni  peut  être  considéré  comme  la  distance  de  sa 
première  po.'ition  à  une  autre  quelconque  qu'il  pourrait 
prendre;  et  en  la  supposant  infiniment  petite,  elle  sera  ce 
que  nous  avons  appelé  la  vitesse  virtuelle  de  ce  point. 

Ainsi  5^P'«  cofijJ.  est  la  somme  des  moments  virtuels  des 
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forces;  donc,  si  le  point  est  en  équilibre,  celte  s 
nulle,  et  rcciproquement  :  ce  qu'il  fallait  démontrer.  On 
peut  observer  que,  dans  ce  cas,  on  peut  prendre,  au  Heu 
de  la  vitesse  virtuelle,  une  quantité  finie  quelconque;  et, 
de  plus,  que  la  somme  des  moments  virtuels  est  rigoureu- 
sement nulle,  et  non  pas  seulement  égale  à  une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  ces  moments  eux-mêmes. 
Si  l'on  désigne  par  p  la  distance  d'un  point  déterminé 
quelconque,  pris  sur  la  direction  d'une  force  P  à  son  point 
d'application,  mcos(i.  sera  l'accroissement  virtuel,  positif 
ou  négatif,  de  p,  que  nous  représenterons  par  5/7,  et 
l'équation  précédente  s'écrira  ainsi  : 

Vpû>  =  o. 

^Q.  Dans  le  cas  où  le  point  n'est  pas  en  équilibre,  il 
suffirait,  pour  qu'il  y  fût,  que  l'on  introduisît  une  force 
égale  et  opposée  à  la  résultante.  Or  la  somme  des  momenls 
serait  alors  nulle;  et,  de  plus,  deux  forces  égales  et  oppo- 
sées, appliquées  au  même  point,  donnent,  pour  un  même 
déplacenaenl  de  ce  point,  des  moments  virtuels  égaux  et 
de  signes  contraires  ;  donc  le  moment  ■virtuel  de  la  résul- 
tante est  égal^  en  grandeur  et  en  signe,  à  la  somme  des 
moments  virtuels  des  composantes. 

Dans  cette  relation,  toutes  les  forces  sont  considérées  en 
valeur  absolue,  et  il  est  nécessaire  d'examiner  si  elle  se 
modifie  lorsque  les  composantes  sont  susceptibles  d'être 
affectées  d'un  signe  quelconque,  comme  lorsqu'il  s'agit 
d'une  force  P  que  l'on  décompose  en  trois  autres  X,  Y,  Z, 
parallèles  à  des  axes  rectangulaires. 

Si  d'abord  on  suppose  ces  trois  forces  positives,  les 
variations  Bx,  3y,  §s  seront  en  grandeur  et  en  signes  les 
vitesses  virtuelles  estimées  dans  le  sens  de  ces  forces  res- 
pectives, et  l'on  aura 

P  3/>  =  XJ.r  4-  Y  5/  +  ZSz. 
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Si  maiiHeiiant  une  quelconque  d'entre  elles,  Y  par  exem- 
ple, est  iiégalive,  la  valeur  absolue  de  la  force  sera  — Y, 
mais  aussi  la  vitesse  virtuelle  estimée  dans  le  sens  de  celte 
force  qui  est  contraire  au  premier  sera  —  §j,  et  le  moment 
virtuel  sera  toujours  exprimé  par  Y5j';  de  sorte  que  l'équa- 
tion précédente  est  générale,  en  considérant  de  la  manière 
ordinaire  les  signes  des  composantes,  ainsi  que  des  coor- 
données :  c'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  trouverait  directement 
en  projetant  sur  la  résultante  la  ligne  brisée  formée  par  Sx, 
fy,  dz  et  la  vitesse  virtuelle. 

Si  les  axes  étaient  obliques,  X  dx  ne  sérail  pas  le  mo- 
ment virtuel  de  la  force  X,  puisque  ô.c  ne  serait  pas  la 
projection  de  la  vitesse  virtuelle  du  point  sur  la  direction 
de  X;  il  en  serait  Je  môme  des  deux  autres  composantes, 
et  l'équation  précédente  ne  subsisterait  plus. 

Bemarque,  —  Cette  propriété  importante  que  le  mo- 
ment virtuel  de  la  résultante  de  forces  concourantes  est 
égal  à  la  somme  de  ceux  des  composantes,  s'étendraient  fa- 
cilement au  cas  des  forces  parallèles  qui  peuvent  être  re- 
gardées comme  limites  de  forces  concourantes.  On  recon- 
naîtrait d'abord  que  le  moment  virtuel  d'une  force  ne  cbange 
pas  loisqu'on  transporte  son  point  d'application  en  un 
point  quelconque  de  sa  direction,  lié  fixement  au  premier  ; 
et  que,  dans  le  déplacement  infiniment  petit  d'une  droite  de 
longueur  fixe,  les  vitesses  virtuelles  de  ses  extrémités,  es- 
timées suivant  sa  direction,  sont  égales  et  de  même  sens, 
au  second  ordre  près.  Cela  posé,  en  regardant  deux  forces 
parallèles,  appliquées  à  deux  points  donnés  comme  limites 
d     1  u    f  ncouranies  passant  par  ces  mêmes  points, 

1     n  uel  de  la  résultante  de  ces  dernières  étan,t 

uj  l     la  somme  de  ceux  de  ces  forces,  on  parvient 

j  n  la  même  conclusion  pour  la  résultante  de 
f  pa    11  1 

Mais  on  y  parvient  directement  en  observant  que  lors- 
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que  la  clroile  qui  joiiu  les  polnis  d'applicalion  des  deux. 
forces  parallèles  et  de  leur  résultante,  se  déplareiufjiiimeiit 
peu,  les  vitesses  virtuelles  de  ces  trois  points,  estimées  dans 
la  direction  de  cette  droite,  sont  égales  et  de  même  sens.  Et 
comme  la  résultante  est  égale  à  la  somme  algébrique  des 
composantes,  son  moment  virluel  est  égal  à  la  somme  ni- 
gébrique  de  ceux  des  composantes. 

97.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  fixe, 
nous  savons  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  l'équilibre, 
que  la  résultante  soit  normale  à  cette  surface,  et  par  consé- 
quent que  VP  cos^  soit  nulle  pour  toutes  les  directions 

situées  dans  le  plan  tangent.  On  aurait  donc  encore,  comme 
dans  le  cas  précédent, 

^Pmcos^i^o; 

mais  on  ne  pourrait  plus  regarder  m  comme  la  distance  d& 
deux  positions  possibles  du  point,  puisque  rcxtrémîté  de 
la  ligne  m  ne  se  trouve  pas  sur  la  surface. 

Mais,  si  l'on  prend  sur  la  surface  même  un  point  situé  à 
une  distance  infiniment  petite  ds  du  premier,  la  direction 
de  la  droite  qui  les  joint  a  pour  limite  celle  d'une  tangente 

quelconque  à  la  surface,  et  par  conséquent  ^^Pcos^  est  in- 
finiment petit;  donc  y'P(îj  cosfx  est  infiniment  petit  par 

rapport  à  ôs\  et  par  conséquent,  dans  le  sens  ordinaire 
où  l'on  entend  les  équations  infinitésimales,  on  a 

^Pâjcosp  =  o. 

Donc,  dans  ce  nouveau  cas  d'équilibre,  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  des  forces  est  nulle  pour  tous  les  déplace- 
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menls  iiifinJment  petits,  compatibles  avec  les  condilions  de 
la  question  ;  et  réciproquement. 

98.  Si  le  poim  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fise, 
il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  l'équilibre,  que  la  résul- 
lanle  soit  normale  à  la  courbe,  et,  par  suite,  que  la  somme 
des  forces  estimées  dans  le  sens  de  la  tangente  soit  égale  à 
zéro.  D'où  l'on  conclut,  comme  dans  le  cas  précédent, 
qu'en  désignant  par  S  s  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  Il  est 
donc  nécessaire  et  suffisant  pour  l'équililire  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  soit  nulle  pour  tous  les  dé- 
placements des  points,  compatibles  avec  les  conditions  aux- 
quelles il  est  assujetti. 

Si  le  point  n'était  que  posé  sur  la  surface  ou  sur  la 
courbe,  nous  avons  déjà  dit  qu'il  serait  nécessaire,  mais  non 
suffisant,  que  la  résultante  fût  normale.  Les  conditions  que 
nous  venons  d'indiquer  auraient  donc  encore  lieu,  mais  ne 
suffiraient  plus.  La  somme  des  moments  virtuels  ne  se- 
rait plus  nulle  pour  les  déplacements  d'un  point  suivant 
des  droites  inclinées  au  plan  tangent,  quoique  ces  déplace- 
ments soient  compatibles  avec  les  condilions  de  la  question. 
Elle  serait  égale  au  moment  de  la  résultante;  or  celui-ci 
est  négatif,  puisque  la  résultante  doit  appuyer  le  point  sur 
la  surface.  D'où  l'on  conclul  que,  dans  l'équilibre  d'un 
point  posé  sur  une  surface,  la  somme  des  moments  virtuels 
des  forces  est  nulle  quand  le  point  se  déplace  sur  la  sur- 
face, et  négative  pour  tous  les  autres  déplacements  qu'il 
peut  subir. 

99.  Si  nous  considérons  maintenant  les  diverses  ma- 
cbines  simples,  en  équilibre  sous  l'action  de  deux  forces 
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seulement,  il  est  facile  de  reconnaître  que  les  conditions 
connues  conduisent  à  celte  proposîlion  générale  : 

Si  deux  forces  sont  en  équilibre  sur  un  pareil  sysiènic, 
leurs  intensités  sont  récipro^iuement  proportionnelles  aux 
longueurs  obtenues  en  projetant  sur  leurs  directions  les 
espaces  qui  seraient  parcourus  par  leurs  points  d'appli- 
cation, si  Von  faisait  passer  géométriquement  le  système 
dans  une  position  infiniment  voisine,  en  satisfaisant  tou- 
jours aux  conditions  auxquelles  il  est  assujetti. 

Cette  proposîlion  peut  être  cliangée  dans  l'égalilé  des 
produits  des  extrêmes  el  des  moyens.  Et  si  l'on  observe  que 
les  deux  projections  des  espaces  parcourus  sont  dirigées, 
l'une  dans  le  sens  de  la  force  et  l'autre  en  sens  opposé;  que, 
de  plus,  on  convienne  de  prendre  la  première  comme  po- 
sitive, et  l'antre  comme  négative,  la  propriété  générale  de 
l'équilibre  des  machines  s'énoncera  ainsi  : 

Lorsque  denx  forces  sont  en  équilibre  sur  une  machine 
quelconque,  la  somme  des  produits  de  ces  forces  par  les 
déplacements  infiniment  petits,  et  simultanément  possibles, 
de  leurs  points  d'application,  projetés  sur  leurs  directions 
respectives,  est  égale  à  zéro.  Et  réciproquement,  si  cela  a 
lieu  pour  tous  les  déplacements  possibles,  il  y  a  équilibre. 

La  même  proposition  s'étendrait  au  cas  où  les  forces  en 
étpilibre  sur  la  machine  seraient  eu  nombre  quelconque. 

100.  Cas  d' un systèmerigide  quelconque. — Considérons 
maintenant  un  système  quelconque  de  points  liés  entre 
eux  d'une  manière  invariable,  ou,  en  d'autres  termes,  un 
corps  solide  quelconque;  ce  qui  comprendra  les  cas  par- 
ticuliers des  lignes  ou  des  surfaces  rigides,  que  nous  ne  trai- 
terons pas  à  pan,  pour  ne  pas  trop  multiplier  les  détails. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisanles  de  l'équilibre 
d'un  corps  solide  sont,  en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  com- 
posantes positives  ou  négatives  de  la  force  appliquée  au 
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point  quelconque  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

X,  y-,  z. 

2(jZ-^Y):^o,   2i>X-.^Z)  =  o,    ^{^Y-jX)  =  o. 

I!  s'agit  de  démontrer  que  ces  conditions  entraînent  celle 
que,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  du  système 
rigide,  la  somme  algébrique  de  tous  les  moments  virtuels 
des  forces  appliquées,  soit  nulle,  et  réciproquement  :  con- 
dition qui,  d'après  l'expression  générale  donnée  précédem- 
ment pour  le  moment  Pô/;,  s'exprimera  par  l'équation 

dx,  hj^  âz  désignant  les  variations  algébriques  des  coor- 
données rectangulaires  .v,j,  z,  en  passant  de  la  position 
donnée  à  une  autre  voisine  quelconque,  si  le  corps  est  en- 
tièrement libre;  et  compatible  avec  ses  liaisons,  s'il  en 
existe.  Rappelons-nous,  pour  cela,  qu'en  géométrie  il  est 
démontré,  dans  la  théorie  des  déplacements  des  systèmes 
rigides,  que  tout  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps 
solide  peut  être  regardé  comme  le  résultant  de  deus  autres  : 
l'un  de  translation,  par  lequel  un  point  quelconque,  con- 
sidéré comme  lié  au  système,  passera  de  sa  première  à  sa 
seconde  position  ;  l'autre  de  rotation  autour  de  ce  point,  et 
qui  peut  être  remplacé  par  trois  autres  effectués  successive- 
ment autour  de  trois  axes  passant  par  ce  point,  en  partant 
toujours  de  la  position  occupée  par  le  corps  après  la  trans- 
lation. Les  sommes  algébriques  des  variations  des  coordon- 
nées de  cbaque  point  dans  ces  divers  mouvements,  seront, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  les 
accroissements  Sœ,  ây,  Sz,  relatifs  au  passage  de  la  première 
position  du  corps  à  la  seconde. 
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Le  point  dont  le  déplacement  constitue  la  translation  du 
système  étant  arbitraire,  nous  choisirons  pour  cela  l'ori- 
gine A  des  coordonnées,  et  nous  désignerons  par  a,  b,  c, 
les  composantes  de  son  déplacement. 

Soient  a,  ê,  y  les  rotations  infiniment  petites  qu'il  faut 
opérer  autour  des  axes  des  x,  y,  z,  supposés  rectangu- 
laires, pour  obtenir,  comme  nous  l'avons  dit,  la  nouvelle 
position  du  corps  ;  ces  quantités,  considérées  comme  entiè- 
rement indépendantes,  correspondront  à  toutes  les  posi- 
tions possibles  autour  du  point  fixe.  Si  le  corps  n'était  pas 
entièrement  libre,  il  ne  pourrait  prendre  toutes  les  posi- 
tions, et  a.  S,  y  ne  seraient  plus  entièrement  arbitraires; 
et  il  en  serait  de  même  de  a,  b,  c;  ûiaisnous  supposerons 
d'abord  que  le  système  ne  soit  nullement  gêné  dans  ses 
déplacements,  et  puisse  être  transporté  dans  une  position 
quelconque. 

Cela  posé,  la  rotation  a  autour  de  l'axe  AX  fera  varier 
les  coordonnées  X,  r,  s  d'un  point  quelconque,  des  quan- 
tités respectives  o,  —  az,  -i-ary,.  .  .  .  Désignant  ces  varia- 
tions partielles  par  la  caractéristique  5, ,  nous  aurons  donc 

Désignant  de  même  par  <?>,  J3  les  variations  provenant  des 
rotations  o,  y,  nous  aurons,  en  changeant  les  lettres  x,  y,  z 
les  unes  dans  les  autres  suivant  la  loi,  plusieurs  fois  rap- 
pelée, 

S.,y  =  o,      S,z  =  —  Êj;,      S,.i:  =  Si  , 
5j  3  =  o,      Sj.r  -^  —  ■^j,      lîj  j-  =  ■j  a?. 

On  aura  donc,  d'après  ce  qui  précède, 
3j:  =  a  +  Sz  ~  ty, 
Sy  =  b  -\--ix~ff-z. 
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et  par  suite 

=  '^{a-S.  +  tY  -h  cZ] 
ou,  en  léanissant  les  cofficlents  dos  mêmes  indéterminées, 

Or  si  le  corps  est  en  équilibre,  les  coefficients  de  «,&,,c,iz,  6,  y 

soiU  nuls  (n"  56)  ;  et  par  conséquent  7.(X  âx  -[-  Y  ôy  -1-  Z  6z) 

est  nul  pour  tous  les  déplacements  inGniment  petits  de  ce 
corps.  Réciproquement,  si  cette  dernière  condition  a  lieu, 
il  faut  que  le  second  membre  soit  nul,  quels  que  soient 
(I,  b,  c,  a,  S,  y;  ce  qui  exige  que  leurs  coefficients  soient 
nuls  séparément  :  d'où  résultent  les  six  équations  connues 
de  l'équilibre.  On  conclut  de  là  que  : 

Pour  qu'un  système  rigide  libre,  sollicité  par  des  forces 
quelconques,  sott  en  équilibre,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que,  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  de  ce 
système,  la  somme  des  moTnents  virtuels  des  forces  soit 
égale  à  zéro. 

101.  Remarque.  —  Si  un  système  de  forces  appliquées 
à  un  corps  solide  libre  n'est  pas  en  équilibre,  mais  peut  se 
réduire  à  une  force  unique,  le  moment  virtuel  de  cette  ré- 
sultante sera  égal  à  la  somme  de  ceux  des  composantes. 
Car  il  y  aurait  équilibre  en  introduisant  une  force  égale  et 
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opposée  à  la  ri'sultanit';  la  somme  des  moments  serai  (donc 
nulle  :  et  comme  celui  de  la  force  introduite  est  égal  et  de 
signe  contraire  à  celui  de  la  résultante,  il  s'ensuit  que  ce 
dernier  est  égal  à  la  somme  de  ceux  des  forces  données. 


102.  Considérons  maintenant  un  corps  solide  qui  no  soit 
pas  entièrement  libre,  et  dont  certains  points  soient,  ou 
fixes,  ou  assujettis  à  rester  sur  des  lignes  ou  des  surfaces 
fixes;  et  supposons  des  forces  en  équilibre  sur  un  pareil 
sysième.  Les  surfaces  ou  lignes  fixes  ne  pourront  produire 
que  des  forces  qui  leur  seront  normales,  et  les  points  fixes 
pourront  en  produire  dans  des  directions  quelconques.  Or, 
si  l'on  introduisait  ces  différentes  forces  inconnues,  l'équi- 
libre aurait  lieu  entre  elles  et  les  proposées,  en  supposant 
ce  sysième  entièrement  libre  ;  et,  par  conséquent,  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  pour  l'équilibre  que  la  somme  des  mo- 
ments virtuels,  tant  des  forces  données  que  des  nouvelles 
forces  introduites,  soit  nulle  pour  tous  les  déplacements 
possibles  du  système  considéré  comme  libre. 

Mais  si  Ton  choisît  seulement  les  déplacements  compa- 
tibles avec  les  liaisons  données,  les  moments  virtuels  seront 
évidemment  nuls  pour  chacune  des  forces  inconnues,  et 
par  conséquent  : 

La  somme  des  moments  virtuels  des  forces  données 
sera  nulle  pour  tous  les  déplacements  du  corps  qui  sont 
compatibles  avec  ses  liaisons. 

Réciproquement,  si  la  somme  des  moments  virtuels  des 
forces  données  est  nulle  pour  tous  les  déplacements  com- 
patibles avec  les  liaisons,  le  système  sera  en  équilibre. 

En  effet,  supposons  qu'il  n'y  soit  pas  et  que  sous  l'action 
de  ces  forces  il  prenne  un  certain  déplacement.  On  pourra, 
en  introduisant  de  nouvelles  liaisons,  s'il  est  nécessaire, 
rendre  ce  seul  déplacement  possible,  par  exemple  en  fixant 
les  courbes  décrites  par  les  différents  points,  et  assujeiiis- 
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sant  ces  [loiiils  r  ne  pas  les  quitter.  Ces  «ouvcllcs  liaisons 
n'empérlicronl  pas  le  déplacement  d'avoir  lieu  ;  et  par  con- 
séqueut,  dans  la  supposilion  où  nous  nous  sommes  placés, 
il  faut  admettre  que  les  forces  données  ne  seront  pas  en 
équilibre,  maigre  l'introduction  de  ces  nouvelles  liaisons. 
Or,  si  cela  est,  on  pourra  introduire  une  force  qui  mettra 
le  sjstème  en  équilibre;  car  il  suffira  de  la  faire  agir  suivant 
la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  un  quelconque  des 
points,  en  sens  contraire  du  déplacement  de  ce  point,  el 
avec  une  inlensilé  égale  à  celle  que  produirait  un  obstacle 
fixe  opposé  en  ce  point  sur  la  courbe.  Mais  l'équilibre  ayant 
lieu,  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  données 
et  de  cette  dernière  devrait  être  nulle,  pour  le  déplacement 
en  question;  el  comme  le  moment  de  la  dernière  force 
n'est  pas  nul,  puisque  le  déplacement  est  dans  sa  direction 
même,  la  somme  des  moments  des  forces  données  ne  serait 
pas  nulle;  ce  qui  serait  contraire  à  l'hypothèse,  11  ne  peut 
donc  y  avoir  aucun  déplacement  si  la  somme  des  moments 
des  forces  est  nulle  pour  tous  les  déplacements  compatibles 
avec  les  liaisons  du  système.  On  peut  donc  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Lorsqu'un  coi'ps  solide  n'est  pas  cnlièrement  libre,  il 
est  nécessaire  et  suffisant,  pour  tju'il  soil  en  équilibre,  que 
la  somme  algébrique  des  momenls  virtuels  des  forces  qui 
y  sont  appliquées,  soit  nulle  pour  tous  les  déplacements 
infiniment  petits  compatibles  avec  les  liaisons  données. 

Remarque.  —  Le  cas  d'une  droite  rigide  dont  les  diffé- 
rents points  sont  sollicités  par  des  forces  quelconques, 
rentre  dans  le  cas  générarquî  \ientd'ôtre  traité,  et  par  con- 
séquent les  mêmes  conclusions  s'y  appliquent.  Rien  ne 
serait  plus  facile  d'ailleurs  que  de  le  traiter  directement. 
On  commencerait  par  remplacer  toute  force  appliquée  en 
un  point  quelconque  de  la  droite  par  deux  autres  paral- 
lèles, appliquées  à  ses  extrémités,  ce  qui  n'altérerait  pas  la 
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somme  des  moments  virtuels.  La  démonstration  s'achève- 
rait alors  sans  difBculté,  puisque  ces  deux  forces,  en  y  com- 
prenant les  résistances  des  surfaces  ou  lignes,  s'il  y  en  a, 
devront  être  égales  et  directement  opposées. 

103.  Exemple  d'un  système  flexible.  —  Considérons 
maintenant  un  fil  flexible  et  inextensible,  assujetti  à  passer 
par  un  point  fixe  sur  lequel  il  peut  glisser. 

ÎVous  avons  vu  qu'un  fil  qui  n'éprouve  que  des  résis- 
tances nurmales  en  tous  ses  points,  excepté  à  ses  deux  extré- 
mités, a  partout  la  même  tension,  et  que  par  conséquent 
les  deux  forces  qui  y  sont  en  équilibre,  sont  égales  et  ten- 
dent à  le  mouvoir  en  sens  contraire. 

Ce  cas  général  renferme  celui  où  le  fil  passe  sur  des  sur- 
faces qui  ne  produisent  aucun  frottement,  ou  dans  des 
anneaux,  ou  par  des  points  fixes  :  et,  dans  la  réalité,  ces 
deux  derniers  cas  rentrent  dans  le  premier.  Ainsi,  dans  la 
question  qui  nous  occupe,  les  deux  forces  en  équilibre  sur 
le  fil  sont  égales  et  tirent  le  fil  en  sens  contraires. 

Or  la  liaison  des  deux  points  extrêmes  où  sont  appli- 
quées les  forces  consiste  en  ce  que  le  fil  soit  toujours  tendu, 
sans  quoi  il  n'v  aurait  aucune  action  transmise  par  lui,  et 
aucune  liaison  entre  les  deux  extrémités.  Nous  prendrons 
donc  comme  condition  des  déplacements  virtuels,  que  la 
somme  des  distances  des  deux  points  extrêmes  du  fil  au 
point  fixe  sur  lequelil  peut  glisser  soit  constante. 

En  entendant  de  cette  manière  la  liaison  des  deux  points 
extrêmes,  les  projections  dps  deux  parties  du  fil  sur  leurs 
directions  avant  le  déplacement  virtuel,  donneront  donc 
aussi  la  même  somme,  aux  infiniment  petits  du  second  or- 
dre près;  et  par  conséquent  les  projections  des  déplace- 
ments virtuels  des  extrémités  sur  ces  mêmes  directions, 
seront  égales,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  et  de  plus  seront  dirigées  d'une  manière  ditférente 


Hosted  by 


Google 


.-.[lAPlTRE    VI.  129 

par  rappoit  aux  deux  forces.  D'où  îi  suit  que  la  somme  des 
momODls  virtuels  de  ces  forces  sera  uulîe,  pour  tout  dépla- 
cemenl  compalible  .ivec  les  liaisons. 

Ttéciproquemenl,  si  cette  dernière  condition  était  rem- 
plie, les  forces  seraient  égales  et  tendraient  à  faire  mouvoir 
le  fil  on  sens  contraire;  il  y  aurait  donc  équilibre. 

Remarque.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'ap- 
plique au  cas  où  le  fil  passerait  par  plusieurs  points  fixes, 
et  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  fixes. 


101.  Nous  commencerons  par  définir  avec  précision  le 
système  sur  lequel  les  forces  données  sont  en  équilibre. 

Ce  sysiètne  peut  Être  composé  de  parties  rigides  d'une 
étendue  finie,  ou  corps  solides,  et  de  points  sans  étendue 
sensible.  Ces  points,  ou  des  points  particuliers  des  solides, 
peuvent  être  liés  les  uns  aus  autres  par  des  droites  inflexi- 
bles et  inextensibles,  ou  par  des  fils  flexibles  ;  ils  peuvent 
être  assujettis  à  rester  sur  des  surfaces  ou  des  courbes  fixes 
ou  mobiles,  sans  résistance  tangentiellc.  Les  corps  faisant 
partie  du  systtNme  peuvent  toucher  et  presser,  suivant  la  di- 
rection do  la  normale  commune,  d'autres  corps  mobiles  et 
faisaul  aussi  partie  du  système,  ou  bien  des  corps  fixes.  En- 
fin les  surfaces  de  corps  appartenant  au  système  peuvent 
être  assujetties  à  passer  par  des  points  fixes,  sur  lesquels 
elles  peuveuE  librement  glisser. 

Cela  posé,  des  forces  quelconques  étant  supposées  appli- 
quées à  des  points  d'un  pareil  système,  il  s'agit  de  démon- 
trer que,  pour  tout  déplacement  virtuel,  c'est-à-dire  com- 
patible avec  les  liaisons,  la  somme  des  moments  virtuels 
infiniment  petits  est  égale  à  zéro:  et  réciproquement. 
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Soit  M  im  point  quelconque,  auquel  sont  appliquées  des 
forces  données  P,  Q,  E , . . ,  ,  Soient  F,  F', .  .  .  des  actions 
exercées  sur  M  par  d'autres  points  M,  M',.  .  ,  du  syslènie 
et  dirigées  suivant  mm',  mm", ...  ;  ces  forces  seront  încon- 
uues  si  elles  proviennent  de  la  liaison  des  points  par  des 
droites  de|iongueur  constante;  mais  si  ce  sont  des  actions 
mutuelles  dont  la  loi  soit  donnée,  elles  pourront  s'exprimer 
en  fonction  des  coordonnées  de  ces  points,  et  nous  les  regar- 
derons comme  renfermées  dans  les  forces  P,  Q,  K.  Enfin, 
soit  N  la  force  normale  produite  sur  le  point  M  par  la  ré- 
sistance d'une  surface  fixe  ou  mobile,  sur  laquelle  il  soit 
obligé  de  rester.  En  introduisant  tomes  ces  forces,  le  point 
M  pourra  être  coiisidété  comme  libre;  et  s'il  est  en  équi- 
libre, la  somme  des  moments  virtuels  sera  nulle,  pour 
tout  déplacement  infiniment  petit,  et  par  conséquent  pour 
tous  ceux  qui  seront  compatibles  avec  les  liaisons  données. 
En  entendant  ainsi  ces  déplaceniems,  on  aura 


■,m'']...  +  T^5n  +H'5V  +  ...  =  o, 

aiit  la  variation  correspondante 

i  seulement. 

lalogues  pour  ebacun  des  autres 
points.  Considérons  ceux  qui  fournissent  des  termes  dans 
l'équation  (i).  Dans  l'équation  relative  au  point  m',  le 
terme  introduit  par  l'action  de  m  sera  F§s  ("^i"')^  ^î  dési- 
gnant la  variation  relative  au  déplacement  de  /n'  seul,  m 
restant  fixe.  De  sorte  que,  par  l'addition  de  l'équation  {i) 
et  de  cette  seconde,  les  deux  termes  renfermant  F  se  réduir 
ront  à  Fâ  [mm'),  d  désignant  la  variation  de  la  dislance 
mm'  quand  les  deux  extrémités  se  déplacent  pour  parve- 
nir aux  positions  qu'elles  doivent  avoir,  après  le  déplace- 
ment virtuel  donné  au  système  entier.  Or,  d'après  l'hypo- 
thèse, mm' a  une  valeur  constante;  donc  §  (mm')  est  nul. 


(>) 

jPJ/, 

+  QJ 
FJ,(. 

la 

cai-act 

éristi 

que  ^1  désij 

au 

d<!p]a 

cerne 

nt  du  point 

Onao 

radc! 

5  équations 
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et  la  force  F  n'entrera  pas  daws  réquation  résultani  di; 
l'addition. 

Nous  n'avons  fuit  ici  aucune  dîstinciion  entre  une  lige 
inflexible  et  un  fil  flexible  restant  rectiligne  et  de  longueur 
contante.  Mais  s'il  s'agissait  d'un  fil  passant  par  un  point 
fixe  sur  lequel  il  pourrait  glisser,  ou  c[ui  pourrait  glisser 
sur  lui,  les  deux  parties  reciiligncs  ne  seraient  plus  con- 
stantes, mais  leur  somme  le  serait.  Les  projections  des  es- 
paces parcourus  par  les  deux  extrémités  sur  les  directions 
respectives  des  fils,  seraient  encore  égales,  ainsi  que  les 
deux  forces  provenant  de  la  résistance  du  fil  :  leurs  mo- 
ments virtuels  seraient  encore  égaux  et  de  signe  contraire, 
et  disparaîtraient  encore  dans  l'addition  des  équations. 

Supposant  donc  qu'on  ait  ajouté  les  équations  analogues 
à  (i)  et  relatives  à  tons  les  points  du  sysième,  toutes  les 
forces  F,  F'  auront  disparu.  Voyons  ce  que  deviennent  les 
moments  qui  proviennent  des  forces  iV. 

Si  la  surface  qui  produit  la  force  normale  N  est  fixe,  le 
déplacement  du  point  d'application  s'effectuant  sur  cette 
surface  même,  Sn  sera  nul,  le  moment NJ»  sera  donc  nul; 
et  il  en  sera  de  même  de  tous  ceux  qui  proviendront  de  la 
résistance  de  surfaces  fixes. 

Si  la  surface  est  mobile,  an  ne  sera  plus  nul,  et  le  mo- 
ment N^M  restera  dans  l'équation  (i).  Mais  le  point  exerce 
sur  la  surface  une  réaction  égale  et  opposée,  dont  le  mo- 
ment virtuel  serait  par  conséquent  — NJn.  Or  le  corps 
solide  dont  la  surface  produit  la  force  N  doit  être  en  équi- 
libre au  moyen  de  toutes  les  forces  extérieures  qui  y  sont 
appliquées,  et  parmi  lesquelles  il  faut  compter  la  réaction 
du  point.  Donc,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précé- 
demment, la  somme  des  moments  virtuels  de  toutes  ces 
forces  est  nulle,  et  dans  cette  équation  se  trouvera  le  terme 
—  N  (î«  ;  de  sorie  que,  dans  la  somme  des  équations,  les  deux 
termes  renfermant  N  se  détruiront,  et  cette  force  inconnue 
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disparaîtra.  Il  nu  serait  de  même  pour  tous  les  points  as- 
sujettis à  rester  sur  des  surfaces  mobiles.  Enfin,  il  peut 
arriver  qu'un  des  corps  du  système  soit  en  contact  avec  un 
autre,  d'où  résultent  des  pressions  normales,  égales  et  op- 
posées. Nous  prendrons,  dans  ce  cas,  comme  condition,  que 
les  deux  surfaces  restent  tangentes  après  leur  déplacement. 
Alors  le  plan  tangent  commun  ne  pouvant  s'incliner  que 
d'un  angle  infiniment  petit  sur  sa  première  position,  les 
deux  points  en  contact  peuvent  être  considérés  après  leur 
séparation  comme  étant  à  une  même  distance  du  premier 
plan  langent:  dîstancequi  devient  nulle  si  l'une  des  surfaces 
est  fixe.  I.e  déplacement  virtuel  des  deux  points  donne  donc 
une  projection  égale  sur  la  normale  commune,  et  par  con- 
séquent les  deux  moments  virtuels  des  forces  de  pression 
sont  égaux  et  de  signes  contraires,  ou  nuls,  et  disparaissent 
dans  la  somme. 

La  même  conséquence  s'applique  au  cas  où  la  surface 
de  l'un  des  corps  serait  assujettie  à  passer  par  des  points 
fixes  sur  lesquels  elle  potirrait  librement  glisser.  Car  ces 
points  peuvent  être  considérés  comme  des  surfaces  infini- 
ment petites,  auxquelles  la  surface  du  corps  serait  assujettie 
à  être  tangente. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que,  dans  la  somme  des 
premiers  membres  des  équations  fournies  par  l'équilibre 
des  diverses  parties  du  système,  il  ne  reste  que  les  mo- 
ments virtuels  des  forces  données,  ou  des  forces  mutuelles 
exercées  par  les  points  les  uns  sur  les  autres,  suivant  des 
lois  données. 

Désignant  ces  diverses  forces  sous  le  nom  de  forces  exté- 
rieures, pour  les  distinguer  des  forces  inconnues  provenant 
des  liaisons,  et  que  nous  appellerons  intérieures,  les  con- 
séquences précédentes  conduisent  à  cette  proposition  gé- 

Lorsquiin  système  assujetti  à  des  liaisons  quelconques, 
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du  genre  de  celles  que  nous  avons  définies,  est  en  équi- 
libre, sous  l'action  de  forces  extéiieures  quelconques,  la 
somme  des  moments  virtuels  de  ces  forces  est  nulle  pour 
tout  déplacement  infiniment  petit  compatible  avec  les 
liaisons  du  système. 

105.  ftéciproque.  —  La  réciprocfue  de  cette  propositiou 
est  vraie,  c'est-à-dire  (jiie  si,  pour  tous  les  déplacements 
infiniment  petits  compatibles  avec  les  liaisons,  la  somme 
des  moments  virtuels  est  nulle,  le  système  est  en  équilibre. 
En  effet,  s'il  n'y  était  pas,  il  prendrait  un  déplacement 
déterminé,  et  chaque  point  décrirait  uue  certaine  ligne,  en 
vertu  des  forces  données  et  des  liaisons.  Quelles  que  soient 
ces  lignes,  on  ne  changera  rien  au  déplacement  eu  intro- 
duisant de  nouvelles  liaisons  qui  ne  permettraient  au  sys- 
tème que  de  prendre  celui-là  même  qu'il  prend,  de  telle 
sorte  que  le  déplacement  d'un  seul  de  ses  points  déter- 
minerait celui  des  autres.  Ces  liaisons  étant  supposées 
introduites,  prenons  le  déplacement  virtuel  suivant  ce 
déplacement,  devenu  seul  possible.  Pour  ce  déplacement, 
par  hypothèse,  la  somme  des  moments  virtuels  sera  nulle, 
c'est-à-dire  sera  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur 
au  premier  ;  et  le  premier  ordre  sera  déterminé  en  général 
par  le  déplacement  de  chaque  point.  Si  cependant,  dans 
un  cas  particulier,  quelques  points  décrivaient  dans  ce 
déplacement  des  espaces  infiniment  petits  par  rapport  aux 
autres,  ce  sont  ces  autres  qu'on  choisirait  pour  déter- 
miner le  premier  ordre.  Maintenant  considérons  un  des 
points,  correspondant  à  un  moment  virtuel  infiniment  petit 
du  premier  ordre;  et  empêchons  son  déplacement,  par 
exemple  par  un  obstacle  placé  sur  la  ligne  qu'il  décrit,  et 
qui  produira  une  force  opposée  au  déplacement  qu'il  ten- 
dait à  prendre.  Le  point,  et  par  suite  le  système,  restera 
en  repos,  et  la  force  introduite  jointe  aux  forces  données 
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profluira  l'équilibre.  Donc,  d'après  la  proposilion  précé- 
dente, !a  somme  des  moments  virliiels  sera  nulle  pour  le 
déplacement  dont  nous  venons  de  parier.  Mais  cela  est 
impossible,  puisque  le  moment  vîrUiel  de  la  force  intro- 
duite est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  el  que  la 
somme  des  autres  est  par  hypothèse  nulle,  ou  d'un  ordre 


iuperieur  a 


On  arrive  donc  à  une  contradiction 


iupposanl  que  des  forces  ne  soient  pas  en  équilibre  sur 
un  système  pour  lequel  la  somme  des  moments  virtuels  est 
nulle,  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  compa- 
tibles avec  les  liaisons. 

On  peut  donc  énoncer  ce  principe  généra!  : 

Lorsquun  système  de  points,  soit  libres,  soit  assujettis 
à  des  liaisons  quelconques,  telles  que  tious  les  avons  défi- 
nies, est  sollicité  par  des  forces  quelconques,  il  est  néces- 
saire el  suffisant,  pour  qu  il  y  ait  équilibre,  que  la  somme 
ries  moments  viituels  des  forces  ext/-rieu,res  agissant  sur 
le  système,  soit  nulle  pour  tout  déplacement  infiniment 
petit  compatible  avec  les  liaisons. 

C'est  en  cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  le  principe 
des  vitesses  virtuelles . 

Remarques. —  i"  En  supposant  toujours  les  conditions 
sous  lesquelles  nous  avons  démontré  ce  principe,  il  est  clair 
que  si  l'on  change  le  sens  de  toutes  les  forces,  il  y  aura 
encore  équilibre,  puisque  les  moments  virtuels  n'auront 
fait  que  changer  de  signe;  2"  deux  systèmes  de  forces  ap- 
pliquées à  des  points  liés  entre  eux  d'une  manière  quel- 
conque, étant  dits  équivalents  relativement  à  un  sys- 
tème de  points,  lorsqu'ils  peuvent  se  remplacer  l'un  l'autre 
sur  ce  système,  il  résulte  da  principe  des  vitesses  virtuelles 
que  la  somme  des  moments  virtuels  de  deux  systèmes  équi- 
valents est  la  même,  puisqu'elle  est  égale  et  de  signe  con- 
traire à  celle  du  système  qui  est  ou  qui  serait  en  équilibre 
avec  l'un  ou  l'autre, 
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lïcciproqiicment,  si  la  somme  des  moments  virtuels  de 
deux  systèmes  est  la  même,  ils  seronl  équivalents,  car  clia- 
cun  d'eux  ferait  équilibre  au  système  contraire  à  l'autre. 

■106.  Pour  exprimer  le  princijre  que  lions  venons  de 
démontrer  par  uLic  formule  algébrique,  désignons  parP,Q, 
R,...  les  intensités  des  diverses  forces  appliquées  aux  points 
du  système,  et  par  p,  {j,  r,...  \c&  distances  de  ces  points  a 
des  points  fixes  pris  sur  les  directions  mêmes  de  toutes  les 
forces,  ou  sur  les  directions  contraires  :  la  condition  d'équi- 
libre sera  exprimée  par  l'équation 

(.)  !       «" 

la  somme 'v  se  rapportant  à  toutes  les  forces  extérieures, 

c'est-à-dire  à  celles  qui  ne  proviennent  pas  des  liaisons  du 
système. 

Si  l'on  remplace  chacune  des  forces  par  ses  composantes 


axes  A,  1,  L,  et  qu  o 


>ello  la  for- 


démontrée  générale  (a"  96),  en  tenant  compte  des  signes 
de  X,  Y,  Z,  X,  y,  z,  l'équation  (a)  pourra  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

(3)  '^[XS^  +  YSy  +  Z.h)  =  o. 

Nous  allons  voir  comment  cette  équation  peut  donner 
les  conditions  de  l'équilibre  d'un  système  quelconque. 

Supposons  d'abord,  comme  on  le  fait  ordinairement,  que 
les  liaisons  du  système  puissent  être  exprimées  par  des 
équations  entre  les  coordonnées  de  ses   différents  points, 
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n  equ. 
qui  COI 
satîsfci 


L  =  o,     L'  =  o,     L"^o,..., 
nions  données  entre  les  coordonnées  di 
iiposent  le  sysième;  les  variaiionsdi 
ont  aux  écjuattons 


points 
coordonnées 


Si  l'on  tire  de  ces  n  équations  la  valeur  de  n  variations 
et  qu'on  les  reporle  dans  l'équation  (3),  elle  en  reurermera 
encore  3m  —  n,  qui  seront  entièrement  indéterminées.  Et 
comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  lous  les  dépla- 
cements qui  salîsfont  aux  conditions  du  système,  elle  sera 
satisfaite,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  ces  indétermi- 
nées; ce  qui  exige  que  les  cociEcients  de  chacune  d'elles 


uls 


ml.  On  aura  a 


1  —  n  equ; 


lires  et  suffisantes  pour  l'équilibre.  En  les  joignant 
aux  n  équations  données,  on  aura  un  nombre  d'équations 
égal  au  nombre  des  coordonnées  des  points  du  système. 

Elles  pourront  servir  à  déterminer  les  positions  d'un 
certain  nombie  de  points  d'application,  ainsi  que  les  gran- 
deurs et  les  directions  d'un  eertain  nombre  des  forces,  de 
manière  à  ce  que  l'équilibre  ait  lieu. 

L'élimination  de  n  variations  entre  les  équations  (3) 
et  (4)  peut  s'effectuer  de  différentes  manières.  On  pourrait 
tirer  leurs  valeurs  des  n  équations  (4)  et  les  substituer 
dans  l'équation  (3),  puis  égaler  à  zéro  les  coefficients  des 
3m  —  Il  resiames;  mais  il  vaut  mieux  multiplier  les  équa- 
tions (4)  par  des  facteurs  indéterminés  ^,  J',  X",. .. ,  puis 
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les  ajouier  à  l'équation  (3).  On  égalera  ensuite  à  zéro  les 
coefficienls  des  autres  variations.  Ou  voit  donc  qu'après 
avoir  ajouté  toutes  les  équations,  on  devra  annuler  séparé- 
ment les  coefficients  des  Sm  variations;  n  de  ces  équations 
détermineront  ?.,  î.',  ?>",,■-,  et,  en  substituant  leurs  va- 
leurs dans  les  autres,  on  aura  les  conditions  d'équilibre  du 
système. 

■107.  L'avantage  de  celle  méthode  n'est  pas  d'abréger  le 
calcul,  mais  de  faire  conuailre  les  efforts  produits  par  les 
liaisons,  et  les  forées  qui  pourraient  remplacer  les  équa- 
tions qui  expriment  ce.s  liaisons. 

En  effei,  les  3nt  équations  auxquelles  oa  parvient,  sont 

^       ,  dl.       ,,rfL'       ^„dV' 
j  dj  dj  dy 


Z  ^'k—--^-\'  —-  -^ 


{. 


dx'  dx' 


dy'  dy'  dy' 


Or  ces  équations  seraient  les  mêmes,  si  les  équations  L  ^=  o, 
\J ^=.  o,. .  .  n'existaient  pas,  c'est-à-dire  si  tous  les  points 
étaient  libres,  et  qu'on  appliquât  au  point  M  une  force 
ayant  pour  composantes 

,  di.  ,iL       ,  rfL        ,,  dV 
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au  point  M'  une  force  ayant  pour  composantes 

d.1-  dy'  dz'  d-x/ 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Quant  à  la  direction  de  ces  forces,  en  ne  considérant 
d'abord  que  celles  dont  les  expressions  renferment  les  déri- 
vées de  la  fonction  L,  on  voit  que  celle  qui  est  appliquée 
en  M  est  normale  à  la  surface  dont  l'équation  serait  L  =  o, 
en  ne  regardant  que  x,y^  z  comme  variables.  Celle  qui 
est  appliquée  en  M' est  normale  à  la  surface  dont  l'équation 
serait  L=;o,  mais  dans  laquelle  a:',_^',  ^' seraient  seules 
variables,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'équation  L  =  o  peut  se 
dire  de  toutes  les  autres;  et  dès  qu'on  aura  déterminé, 
comme  nous  l'avons  dit,  les  valeurs  de  i,  X',  A",,  .  . ,  on 
connaîtra  les  giandeurs  et  les  directions  des  forces  dont  les 
diverses  liaisons  tiennent  la  place,  et  qui,  réciproquement, 
pourraient  remplacer  ces  liaisons. 

CIS    ou    L,    L',  .  ■  ■     KE    Dl'PENrENT    PAS    SEITLEMEKT 
DES    COOUDOWUt-ES. 

108.  Nous  avons  supposé  que  les  équations  L  =  o, .  . . , 
qui  espriment  les  liaisons  des  points  du  système,  ne  ren- 
fermaient de  variables  que  les  coordonnées  de  ces  points, 
de  quelque  nature  qu'elles  soient.  Mais  il  pourrait  arriver 
que  les  équations  de  condition  fussent  d'une  autre  forme, 
même  quand  elles  seraient  réductibles  à  celles-là;  et  il  est 
possible  aussi  qu'elles  n'y  soient  pas  réductibles. 

Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas,  supposons  que 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  soit  assujetti  à 
rester  sur  une  surface  engendrée  par  une  courbe  mobile 
dont  les  deux  équations  sont 
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a  étant  un  paramètre  variable  qui  délerinine  cliaijiie  géné- 
ralrice  de  la  surface,  et  qu'il  faut  éliminer  entre  ces  deux 
équations  pour  avoir  celle  de  cette  surface. 

Si  l'on  faisait  l'éliminalion  de  a,  on  rentrerait  dans  le 
cas  précédent  ;  mais  si  l'on  ne  peut  pas,  ou  si  l'on  ne  veut  pas 
la  faire,  on  peut  s'en  dispenser.  En  eifet,  pour  passer  du 
point  donné  {x,j^,  z)  à  un  point  infiniment  voisin  sur  la 
surface,  il  faut  d'abord  augmenter  l'a  qui  s'y  rapporte  d'une 
quantité  infiniment  petite  da  pour  passer  à  une  géné- 
ratrice voisine,  et  cbanger  x,  y,  z  en  x-\-àxi  y-\'^y  -, 
2  J-  âz,  en  exprimant  que  ces  nouvelles  coordonnées  sa- 
tisfont aux  équations  de  la  nouvelle  génératrice,  ce,  qui 
donne,  en  retranchant  les  équations  deux  à  deux. 


dx  ' 

dy- 

»)■  + 

dz    ^ 

-^irJ" 

o. 

df 

-f 

Sj  + 

%- 

0. 

On  aurait  ains 

ii  deux  équations,  au 

lieu  d'une, 

entre 

les  va- 

nations; 

mai: 

s  aussi  il 

ya 

do  plu 

*  la  variation  Sa, 

ce  qui 

laisse  le  i 

nèm( 

,  uombn 

Bje, 

ariatir 

>ns  aibilraii 

res.  0 

n  ren- 

trerait  daus  le 

premiei 

■  cas  . 

sn  éliminant  )a  a 

litre  le 

sdeux 

dernières 

équations. 

109.  Donnons  maintenant  un  exemple  du  cas  où  les 
liaisons  ne  pourraient  être  exprimées  par  des  équations  où 

les  coordonnées  des  points  seraient  les  seules  vaiiables. 

Supposons  que  certains  points  du  système  soumis  à  l'ac- 
tion des  forées  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z';.  ■  ■  soient  assujettis 
seulement  à  rester  sur  une  surface  de  forme  donnée,  entiè- 
rement libre,  sur  laquelle  ils  peuvent  glisser  en  tous  sens. 
L'équation  de  cette  surface,  par  rapport  à  des  axes  qui  lui 
seraient  invariablement  liés,  est  donnée,  et  on  l'obtiendra 
par  une  transformation  de  coordonnées,  rapportée  aux  axes 
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donnés.  On  aura  de  cette  manière  une  équation  entre  les 
coordonnées  x,y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  surface, 
et  six  paramètres  variables  avec  la  position  de  celte  surface, 
et  qui  seront  les  trois  coordonnées  d,  h,  c  du  point  pris 
pour  origine  des  axes  mobiles,  et  trois  angles  '^,  6,  ^  qui 
déterminent  leurs  directions. 
Soit 

cette  équation.  11  s'agit  de  trouver  les  relations  qui  en  ré- 
sultent entre  les  déplacements  virtuels  ^x,  hy^  àz^  ox', 
Sj'i...,  des  points  assujettis  à  rester  sur  cette  surface,  dans 
toutes  les  positions  infiniment  voisines  de  celle  qui  corres- 
pond à  l'équilibre.  Or  les  coordonnées  x,  j,  z,  après  être 
devenues  x -\-.dx,  j-^  'ij,  z-\-àz,  doivent  satisfaire  à 
l'équation  do  la  surface  dont  les  paramètres  sont  devenus 
a-\-èa,  h  -i-Sb,...,  et  l'on  aura  par  conséquent,  en  re- 
tranchant les  deux  équations, 

On  aura  de  même,  pour  le  point  (x',  j',  s'), 

dF  ,  .        ilF  ^  ,        dF  ,  .        dF\  rfF'  ,, 

dx  dr  dz  an  do 


S'ïiri"'-'P" 

le  cbangcment  de  x,y^  z  en  x' ,  y\  z' . 

On  agirait  de  même  pour  tous  les  points  assujeitis  à  res- 
ter sur  la  même  surface. 

Cela  posé,  soient  ï,  ^^  v,...  les  divers  facteurs  par  les- 
quels on  multipliera  ces  équations,  pour  les  ajouter  à  celle 
des  vitesses  virtuelles,  d'après  la  méthode  précédente;  en 
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égalant  à  zéro  les  coefficîeiils  des   variations  Sx,    ôy,  Sz, 
dx'. ....  §a,  êh, ....  on  aura  d'abord 


en  supposant  qu(^  x,y,  z^.  .  .  n  entrent  pas  dans  d  autres 
équations,  sans  quoi  on  ajouterait  les  termes  qui  en  pro- 
viendraient aux  préeédenls.  Etl'ou  aura  eu  outre 


Les  équations  (6)  font  voir  que  les  forces  appliquées  aux 
points  .r,  y,  s;  x',y',  s',.  ,  .  doivent  être  normales  à  la 
surface  mobile  :  en  les  combinant  avec  les  équations  ('7), 
oii  aurait,  par  l'élimination  de  X,  p,  v, .  .  . ,  les  conditions  de 
l'équilibre  des  forces  appliquées  à  la  surface  mobile. 

Cet  exemple  suffi  t  pour  montrer  comment  il  faudrait  fai  re 
dans  des  cas  plus  compliqués. 

remakques  sun  les  forces  prohuites  par  les  liaisons. 

HO.  Nous  avons  vu  (n"  107}  quelles  forces  pouvaient 
remplacer  les  liaisons  exprimées  par  les  équations  L  =^  o, 
L':=  o,..,.  En  chacun  des  points  auxquels  sont  appliquées 
les  forces  données,  celles  qui  proviennent  des  liaisons  don- 
neront une  résultante  égale  et  opposée  à  celle  des  forces 
données  ;  mais  il  ne  suffirait  pas  de  connaître  les  équations 
L  =  o,...,  pour  déterminer  les  diverses  actions  exercées 
entre  les  liens  matériels  qui  unissent  les  points,  parce  que 
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les  mêmes  équations  peuvent  être  l'expression  de  liaisons 
d'espèce  irès-diJiërente;  comme  aussi  les  mêmes  liaisons 
peuvent  s'exprimer  par  un  ensemble  d'équations  Irès-diffé- 
renles,  formant  un  système  équivalent.  On  ne  peut  donc 
chercter  à  déterminer  les  diverses  rcaclions  exercées  dans 
les  appareils  qui  élablîssent  les  liaisons,  que  lorsque  ces 
appareils  sont  définis  dans  tous  leurs  détails,  et  qu'on  ne 
se  borne  pas  à  donner  les  équations  entre  les  coordonnées, 
qui  en  sont  la  conséquence. 

Si,  par  exemple,  un  point  est  lié  à  un  point  fixe  par  une 
tige  rigide,  ou  aura  entre  les  coordonnées  x^j,  s  du  pre- 
mier et  les  coordonnées  a,  b,  c  du  second  l'équation 

l  désignant  la  longueur  de  la  lige.  Mais  on  aurait  aussi  la 
même  équation  en  assujeUissant  le  point  à  rester  sur  une 
sphère  matérielle  ayant  pour  rayon  /  et  pour  centre  le 
point  (a,  b,  c).  Cette  sphère  pourra  être  rendue  immobile 
en  fixant  trois  quelconques  de  ses  points,  et  l'on  voit  com- 
bien, dans  ces  diirérents  cas,  seront  différentes  toutes  les 
actions  partielles  exercées  dans  ces  divers  appareils,  et  qui 
cependant  donneront  toujours  au  point  mobile  une  résul- 
tante normale  à  la  sphère  déterminée  par  l'équation  précé- 
dente. Il  serait  superflu  d'insister  davantage  sur  un  point 
aussi  évident. 
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QUELQUES  CONSÉQUENCES  DC  PlilNCiPE 
D^  VITESSES  VIRTUELLES. 


m.  Les  auteurs  de  traités  de  mécanique  ratiohnelle  ont 
admis  jusqu'à  nous,  que  lorsque,  par  l'effet  de  ses  liaisons, 
un  point  ne  peut  se  déplacer  qu'eu  restant  sur  une  courbe 
ou  sur  une  surface  idéale  déterminée,  ou  pouvait  supprimer 
ces  liaisons  en  donnant  une  existence  réelle  au  lieu  pure- 
ment idéal  de  ses  déplacements  possibles,  et  assujettissant 
le  point  à  j  rester  avec  la  possibilité  de  s'y  déplacer  libre- 
ment. 

Nous  avons  pensé  que  ce  principe  ne  pouvait  être  admis, 
ni  de  lui-même,  ni  comme  résultat  de  l'expérience.  Cer- 
tainement bien  des  formes  de  liaison  peuvent  donner  un 
même  lieu  pour  le  déplacement  géométrique  d'un  point; 
mais  peuvent-elles  se  remplacer  dans  les  questions  qui  dé- 
pendent de  l'action  des  forces,  parce  qu'elles  le  peuvent  dans 
les  questions  de  géométrie?  Celte  confusion  des  sciences 
nous  a  paru  peu  philosophique,  et  nous  l'avons  rejetée. 
Quant  à  l'expérience,  elle  est  impropre  à  l'établissement 
d'un  principe  indépendant  de  la  forme  des  liaisons  qui  peut 
varier  à  l'iniini,  et  que  l'on  ne  pouvait  vérifier  que  dans  un 
nombre  limité  de  cas. 

Mais  celte  proposition  si  générale,  et  sî  commode  dans  les 
applications,  peut  être  établie,  bien  simplement,  au  moyen 
du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Elle  ne  sera  plus  un  priti- 
cîpc,  mais  un  corollaire  d'un  principe  qu'elle  servait  au- 
trefois à  établir. 
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Pour  reconnaîlre  la  véïké  de  celle  proposiljon,  il  suffit 
de  remarquer  que  tout  système  de  liaisons  qui  assujettiront 
un  point  aux  mêmes  déplacements  géométriques  possibles, 
donnerout  lieu,  identiquement,  aux  mt'-mts  systèmes  de  vi- 
tesses virtuelles,  et  par  suite  aux  mêmes  équations  d'é- 
quilibre. 

Ainsi,  par  exemple,  si  les  deux  côtés  d'un  angle  constant 
sont  assujettis  à  rester  dans  un  plan  donné,  et  à  passer  par 
deux  poiiits  fiscs  sur  lesquels  ils  peuvent  glisser  librement, 
le  sommet  de  cet  angle  ne  pourra  que  se  mouvoir  sur  un 
arc  de  cercle  qui  n'a  aucune  existence  matérielle.  Si  main- 
tenant on  applique  des  forces  quelconques  à  ce  point,  il 
faudra,  pour  qu'il  y  ail  équilibre,  qu'elles  soient  détruites 
par  celles  que  les  deux  points  fixes  peuvent  produire  et  qui 
seront  normales  aux  côtés  qui  n'offrent,  par  hypothèse, 
aucune  résistance  dans  le  sens  de  leur  longueur.  La  résul- 
tante des  forces  données  doit  donc  être  égale  et  opposée  à 
celle  que  donneront  ces  deux  forces  normales.  Or,  leur  point 
de  rencontre  joint  au  sommet  de  l'angle  sera  un  diamètre 
du  cercle,  lieu  du  sommet;  il  faut  donc  que  la  résultanle 
des  forces  soit  normale  à  l'arc  de  cercle,  lieu  géométrique 
du  sommet,  d'après  les  liaisons  données.  D'ailleurs,  celte 
résultanle  peut  avoir  une  intensité  quelconque,  puisqu'elle 
peut  Èlre  décomposée  en  deux  forces  qui  seront  détruites 
par  les  points  fixes  qui  sont  supposés  susceptibles  d'une  ré- 
sistance indéfinie. 

On  vérifie  ainsi,  que  l'on  arrive  aux  mêmes  conditions 
pour  l'équilibre  du  point,  que  si  l'on  avait  supprimé  les 
liaisons  données  et  qu'on  leur  eût  substitué  le  lieu  géomé- 
trique rendu  matériel,  en  assujettissant  le  point  à  ne  pas  le 
quitter. 
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H2.    Lorsque  rej(pression2(Xâ'x  +  Yo;)'  +  Z(îz)  sera 

lavariationd'unecertainefoiictioiide  j:,  j-,  a;x',_j''z';.  .  , 
traitées  comme  variables  indépendantes,  l'equalioii  donnée 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  montre  que,  dans  la 
position  d'équilibre,  cette  fonction  est,  en  général,  un 
maximum  ou  un  minimum  par  rapport  à  toutes  les  valeurs 
qu^elle  peut  prendre  lorsque  le  système  subit  un  déplace- 
ment infiniment  petit  quelconque,  compatible  avec  ses  liai- 
sons ;  le  m.Inimum  correspond  au  cas  de  l'équilibre  instable, 
et  le  maximum  au  cas  de  l'équilibre  stable.  Mais  cette  dis- 
cussion nous  écarterait  trop  de  notre  objet  et  nous  nous 
bornerons  à  cette  indication.  ]\ous  appliquerons  tout  à 
l'heure  cette  proposition  au  cas  particulier  des  forces  pa- 
rallèles produites  par  la  pesanteur. 

H3.  application  au  cas  de  forces  fjiielcontjues.  — 
Soient  P,  P', .  . .  des  forces  en  équilibre  sur  un  système 
quelconque  ;M,M', . . .  leurs  jioinls  d'application.  Prenons 
à  partir  de  ces  points,  et  sur  la  direction  des  forces,  des  lon- 
gueurs finies  MN,M'N', . . .  proportionnelles  ii  ces  forces, 
et  désignons-les  par  p,  p' , .  .  , ,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

p=.-.k\>,     p'=f,V', 

Le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  consiste  en  ce  que 

la  somme  jp^  +  p"  +  .  . .  ou  ^p'  sca  un  maximum  ou  un 

minimum,  parmi  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut  prendre 
lorsque,  les  points  N,  N', . . .  restant  fixes,  les  points  M, 
M',.  .  .  subissent  un  déplacement  virtuel  quelconque, com- 
patible avec  les  liaisons  du  système. 
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F,î]  effei-soiciitL^^g-,  lîi)  une  position  îufitiiment  voisine 


que  peui  prendre  le  point  M  ;  H  sa  projeclion  sur  la  di- 
rection de  la  force  P;  S  l'angle  PML;  faisons  ML  =  ^, 
MH  =  ôp. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pour  tous  les 

déplacements  possibles  "vPrcosS^r  o;  et,  par  conséquent, 

en  multipliant  tous  les  termes  par  Â", 

(i)  2/.rcos9=:o,     ou     ^/;^/)  =  o, 

équation  qui  équivaut  à 

Or  c'est  là  une  condition  nécessaire,  mais  non  suffisante, 
pour  que  V p'  soit  un  maximum  ou  un  minimum,  pour 

tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  du 
système. 

Pour  reconnaître  si  réellement  5]p'  *^^'  "^  maximum  ou 
un  minimum,  calculons  exactement  son  accroissement.  Si 
nous  désignons  par  /i,  la  valeur  3SL  de  p  après  le  déplace- 
ment virtuel  arbitraire,  nous  aurons 

p\  =/*'  —  2/jrcos9  +-/■% 
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d'où 


L'aci.'i'oissement  de  ^  j>'  est  donc 

Or,  si  l'on  avait  rigoureusement  réguatioii  ^P>'cos9=^o, 

J^/j'  se  rctiuirait  à  Vf'  r[ui  est  essentiellement  positive, 

d'où  il  suivrait  que  y\p^  serait  toujours  minimum.  Mais 
nous  avons  fait  remarquer,  dans  la  démonstration  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles,  que  ^'PrcosS  n'était  pas  gé- 
néralement nul,  mais  infiniment  petit  du  second  ordre;  et 
comme  Vr^  est  du  même  ordre,  les  deux  parties  de  $^^p^ 

sont  comparables,  et  l'on  ne  peut  rien  dire  d'absolu  sur  le 
signe  du  résultat.  Cependant  on  peut  faire  quelques  re- 
marques importantes  à  cet  égard. 

Supposons  d'abord  que  VPrcosS  soit  de  même  signe 

pour  tous  les  déplacements  virtuels,  il  faudra  distinguer 
deux  cas. 

S'il  est  négatif,  les  deux  termes  de  l'expression  (3)  se- 
ront positifs,  et  par  conséquent  y'/*'  sera  un  minimum, 

quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  i,  depuis  zéro  jusqu'à 
l'infini. 

S'il  est  positif,  la  première  partiede  5  V/j' sera  négative; 
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ei  comme  elle  varie  proportionnellement  à  A,  on  pourra 

donner  à  ce  rapport  uae  valeur  assez  grande  pour  que  cette 

première  partie  Temporte  sur  la  seconde  ^''*,  quel  que  soit 

le  déplacement  virtuel ,  et  cela  aura  lieu  depuis  celte 
valeur  de  h  jusqu'à   l'infini  :   dans    toute  cette  étendue, 

Vp'  sera  maximum.  Il  pourra  arriver  qu'entre  cette  li- 
mite inférieure  de  k,  et  une  autre  valeur  plus  petite,  la 
première  partie  de  (3)  soit  tantôt  supérieure,  tantôt  iiifé- 
rieure  à  la  seconde;  entre  ces  limites,  il  n'y  aura  ni  maxi- 
mum ni  minimum. 

Mais  ce  qui  est  très -remarquable,  c'estqtie,  dans  tous  les 

cas,  et  lors  même  que  VP?-cosÔ  n'a  pas  le  même  signe  pour 

tous  les  déplacements  virtuels,  on  peut  donner  au  rapport  k, 
et,  par  suite,  aux  longueurs  p,  p',.  .  .,  des  valeurs  assez 
voisines  de  zéro,  pour  quo  la  première  partie  de  (3)  soit 

incomparablement  plus  petite  que^r';  d'cù  il   résulte 

que  ^P^  sera  minimum,  puisque  son  accroissement  sera 

toujours  positif.  Cette  dernière  proposition  est  due  à 
M.  Gauss;  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
que  cet  illustre  géomètre  a  donné  dans  le  cas  d'un  dépla- 
cement quelconque  :  c'est  celui  où  l'on  supposerait  qu'il  se 
réduirait  à  zéro.  On  peut  dire  aussi  que  ce  théorème  est 
renfermé  dans  la  proposition  précédente,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  d'Alembert,  dont  nous  parlerons  plus  tard. 

il  est  bon  de  remarquer  que  ce  n'est  pas  seulement  dans 

le  voisinage  de  A"  =^0,  que  T!p'  sera  nécessairement  nu  mi- 
nimum ;  il  en  sera  ainsi  depuis  celte  limite  jusqu'à  une  cer- 
taine valeur  finie  de  A,  pour  laquelle  la  première  partie 
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de  s  ^ /j'  cessera  d'èLre  inférieure  à  la  seconde,  pour  tous 

les  déplacements  virtuels. 

On  peut  observer  encore  que  lorsijue,  pour  une  valeur 

de  A',  ^'p' sera  maximum,  il  suffirait  de  porter  les  quantités 

p  dans  le  sens  opposé,  pour  c[ue  \  p*  devînt  minimum  :  car 
alors  cosô  changerait  de  signe  sans  changer  de  valeur,  et  les 
deux  parties  de  S'xp'  seraient  positives.  Il  y  aurait  donc 
mînimutnenconsidérantceltemème  valeur  de  A- avec  le  sys- 
tème des  forces  égales  et  contraires  aux  premières,  et  qui 
seront  en  équilibre  en  vertu  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

1 1  â.  Nous  avons  fait  connaître,  dans  ce  qui  précède,  les 
conditions  d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  points 
assujettis  à  des  liaisons  arbitraires  rigoureusement  définies, 
et  sollicitées  par  des  forces  quelconques;  nous  avons  vu 
comment  les  équations  qui  déterminent  l'équilibre,  et  dont 
la  forme  doit  nécessairement  dépendre  du  mode  de  liaison 
des  points,  peuvent  être  renfermées  dans  une  seule  for- 
mule générale  qui  permet  dans  chaque  cas  de  former  les 
équations  particulières  qui  s'y  rapportent,  au  moyen  de 
simples  calculs  dont  la  marche  est  complètement  déter- 
minée. 

Après  avoir  ainsi  établi  les  principes  généraux  de  cette 
partie  importante  de  la  science  des  forces,  qui  traite  de 
leur  équilibre,  il  nous  reste  à  établir  ceux  qui  se  rappor- 
tent aux  déplacements  qu'elles  peuvent  produire.  Mais 
avant  d'entamer  cette  partie  beaucoup  plus  difficile  de  la 
science,  nous  croyons  convenable  d'appliquer  à  quelques 
questions  particulières  les  théories  de  la  première.  Nous 


Hosted  by 


Google 


l5o  DE    l'ÉQUIIIBRE   des    FOTICES. 

les  olioisirons  de  manière  à  ce  qu'elles  oiTicnt  quelque 
utilité  soit  dans  la  pratique,  soît  dans  les  théories  qui 
doivent  suivre,  et  que  l'exéculion  des  opéraiioiis  indiquées 
par  la  tliéorie  offre  un  nouvel  exemple  de  l'emploi  si  utile 
des  considérations  infinitésimales. 


Hosted  by 


Google 


CHAPITRE  VIII. 

APPLICATION  DES  THÉORIES  PRÉCÉDENTES  AUX  FORCES 
PARALLÈLI^  PRODUITES  PAR  LA  PESANTEUR. 


115.  L'expérience  montre  que  lous  les  liquides,  dans 
l'état  de  repos,  ont  leur  surface  extérieure  plane,  pourvu 
qu'elle  ait  une  étendue  assez  grande  pour  que  la  légère 
déformation,  qui  a  lieu  au  contact  des  corps  solides  qui  en 
forment  les  bords,  puisse  être  négligée.  Les  plans  qui  ter- 
minent les  liquides  en  repos  dans  un  même  lieu  sont  pa- 
rallèles; ils  ne  seraient  inclinés  les  uns  sur  les  autres  que 
si  leur  distance  devenait  considérable.  Nous  supposerons 
dans  tout  ce  qui  va  suivre  que  le  parallélisme  soit  parfait. 

ÎNous  leur  donnerons  la  dénomination  de  plans  horizon- 
taux, et  les  droites  perpendiculaires  à  ces  plans  s'appelle- 
ront des  verticales;  elles  auront  donc  toutes  une  niSme 
direction,  qu'on  appellera  la  verticale  du  Heu. 

Cela  posé,  l'observation  de  tous  les  instants  fait  voir 
que  tous  les  corps  abandonnes  à  eux-mêmes  sans  aucune 
impulsion,  tombent  suivant  la  verticale,  quand  on  peut  les 
garantir  de  toute  déviation  produite  par  l'air  environnant. 
S'ils  sont  retenus,  ils  exercent  sur  l'obstacle  une  pression 
verticale.  Si,  par  exemple,  un  corps  est  suspendu  par  un 
fil,  ce  fil  prend  tuie  direction  verticale,  et  si  Ton  rompt  ce 
fil,  sans  donner  aucune  impulsion  initiale  au  corps,  il 
tombe  suivant  le  prolongement  de  celte  droite.  De  plus, 
tant  que  ce  corps  est  soutenu,  le  iil  est  tendu  sans  inter- 
ruption; et  l'expérience  montre  que  cette  tension  est 
constante. 
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On  peut  donc  admettre  que  tous  les  corps  sont  sollicités 
par  une  force  dirigée  suivant  la  verticale,  et  vers  l'intérieur 
de  la  terre,  et  que  cette  force  exerce  son  action  d'une  ma- 
nière continue,  avec  une  intensité  constante,  sur  les  corps 
qui  restent  en  repos.  Nous  verrons  plus  tard  que  cette 
intensité  est  la  môme  encore  pendant  le  déplacemenl.  La 
cause  de  ces  pliénomènes  se  nomme  pesanteur  ou  gra- 
vilé.  La  surface  de  la  terre,  ou  mieux  de  la  mer,  étant 
à  peu  prés  spliériquej  la  perpendiculaire  à  la  surface  des 
eaux  tranquilles  passe  sensiblement  par  le  centre  de  la 
terre  ;  et  change,  par  conséquent,  de  direction  avec  la  posi- 
tion de  la  surface  ;  son  intensité  change  quand  on  s'éloigne 
ou  qu'on  s'approche  du  centre,  et  dans  le  m&me  rapport 
pour  tous  les  corps. 

Mais  ces  variations  ne  sont  pas  sensibles  dans  une  petite 
étendue;  et  l'on  peut  regarder  les  verlicales  comme  paral- 
lèles, et  la  pesanteur  comme  constante,  pourvu  que  l'on 
considère  des  points  peu  éloignés  les  uns  des  autres,  rela- 
tivement au  rayon  de  la  terre.  C'est  ce  qu'il  a  été  facile 
d'établir  par  des  expériences  précises. 

Au  reste,  c'est  indépendamment  de  toute, notion  sur  la 
ligure  de  la  terre,  que  l'on  constate,  par  l'expérience,  le 
parallélisme  des  verticales  et  la  constance  de  la  pesanteur 
dans  une  étendue  beaucoup  plus  considérable  que  les  di- 
mensions des  corps  que  nous  avons  en  vue  de  considérer 
ici.  Nous  les  admettons  donc  comme  des  données  fournies 
par  des  expériences  directes. 

La  pesanteur  sollicite  les  parties  intérieures  des  corps 
comme  les  parties  extérieures.  Il  faut  faire  le  même  effort 
pour  supporter  un  corps  entier,  ou  les  parties  dans  les- 
quelles on  le  divise  ;  et,  s'il  est  creus,  les  corps  que  l'on  y 
renfermera  exerceront  le  même  effort  que  s'ils  étoient  pla- 
cés à  l'extérieur.  Nous  pouvons  donc  regarder  cette  force 
comme  agissant  sur  toutes  les  parties  qui  composent  les 
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corps  ;  et  nous  en  verrons  une  cotifinnation  complète  dans 
leur  chute  suivant  la  verticale. 

En  appliquant  la  théorie  des  forces  parallèles  à  celles  qui 
proviennent  de  la  pesanteur,  on  reconnaît  d'abord  qu'elles 
ont  une  résultanle  qui  leur  est  parallèle,  et  est  égale  a  leur 
somme;  on  l'appelle  le  poids  du  corps. 

En  second  lieu,  cette  résultante  a  son  point  d'application 
indépendant  de  la  direction  des  forces  relativement  au 
corps.  C'est  le  centre  des  forces  parallèles  produites  par  la 
gravité.  On  lui  donne  le  nom  de  centre  de  gravité. 

116.  Lorsque  la  matière  qui  compose  le  corps  est  homo- 
gène, les  volumes  égaux  ont  des  poids  égaux.  Si  la  matière 
de  deux  corps  homogènes  est  différente,  le  poids  est  généra- 
lement différent  pour  des  volumes  égaux.  On  appelle  poids 
spé.cijique  d'une  substance  homogène  le  poids  de  l'unité  de 
volume,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  le  rapport  du  poids 
d'un  volume  quelconque  de  cette  substance  à  ce  volume 
même.  Dans  les  Tables  que  l'on  a  formées,  on  rapporte  ces 
poids  spécifiques  à  celui  de  l'eau  distillée,  prise  à  la  tempé- 
rature où  sa  densité  est  la  plus  grande,  et  qaî  est  d'environ 
4  degrés  au-dessus  de  zéro:  quant  aux  autres  corps,  on  les 
suppose  pris  à  la  température  zéro.  Les  moyens  employés 
pour  la  formation  de  ces  Tables  se  rapportent  à  la  phy- 
sique, et  nous  ne  nous  en  occuperons  pas. 

Le  poids  qu'on  a  choisi  pour  terme  de  comparaison  est 
celui  d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée,  prise  au  maxi- 
mum de  densité,  et  considéré  à  l'Observatoire  de  Paris  ;  on 
le  nomme  gramme.  Les  nombres  renfermés  dans  la  Table 
des  poids  spécifiques  expriment  donc  le  nombre  de  grammes 
que  pèse  un  centimètre  cube  de  ces  substances,  prises  à  la 
température  zéro, 

117.  Si  le  corps  n'est  pas  homogène,  le  poids  ne  sera 
plus  proportionnel  au  volume.  Pour  se  faire  une  idée  nette 
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de  ce  que  l'on  doit  entendre  par  poids  spécifique  d'une  sub- 
stance en  un  point  donné,  on  en  considérera  une  portion 
infiniment  petite  en  tous  sens,  dont  ce  point  fera  partie,  et 
l'on  prendra  le  rapport  de  son  poids  à  son  volume  ;  on  aura 
ainsi  son  poids  spécifique  moyen  ;  lorsque  ce  volume  tendra 
vers  zéro,  le  rapport  tendra  généralement  vers  une  limite; 
que  nous  appellerons  poids  spécijïgue  de  la  substance  en 
ce  point.  Si  la  nature  de  cette  substance  change  d'une  ma- 
nière continue,  le  poids  spécifique  sera  une  fonction  con- 
tinue des  coordonnées  des  différents  points  ;  et  si  cette  fonc- 
tion est  donnée,  ainsi  que  la  figure  du  corps,  oti  peut  encore 
se  proposer  d'en  déterminer  le  centre  de  gravité.  On  voit, 
d'après  cette  définition,  qu'un  volume  infiniment  petit  du 
corps  aura  un  poids  qui  ne  différera  que  d'une  quantité 
infiniment  petite,  par  rapport  à  lui-même,  du  produit  de 
ce  volume  par  le  poids  spécifique  relatif  à  l'un  quelconque 
de  ses  points.  Cette  quantité  pouvant  être  négligée  sans 
erreur  dans  les  résultats  des  questions  qui  ne  dépendent 
que  des  limites  des  sommes  ou  des  rapports,  il  s'ensuit  que 
le  poids  spécifique,  tel  que  nous  l'avons  défini,  joue  abso- 
lument le  même  rôle  dans  le  cas  des  corps' non  homogènes 
que  le  poids  spécifique  défini  d'abord  dans  les  corps  homo- 
gènes; seulement,  il  ne  faut  l'appliquer  qu'à  des  volumes 
infiniment  petits  dans  tous  les  sens. 

H8.  Quoique  les  surfaces  et  les  lignes  ne  puissent  avoir 
de  poids,  puisqu'elles  ne  sont  que  des  limites  d'étendue  et 
ne  renferment  aucune  partie  matérielle,  on  les  considère 
néanmoins  comme  ayant  un  centre  de  gravité.  Ou  suppose 
alors  qu'elles  sont  soumises  à  l'action  de  forces  parallèles, 
qui,  dans  le  cas  de  l'homogénéité,  donnent  des  résultantes 
égales  pour  des  parties  équivalentes  ;  et  l'on  donne  l'inten- 
sité de  celte  force  pour  l'unité  de  surface  ou  de  longueur. 
En  partant  de  cette  hypothèse,  et  considérant  toujours  les 
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surfaces  et  les  lignes  comme  on  le  fait  dans  la  georuetrie, 
il  n'y  a  rien  que  de  clair  dans  la  reclierclte  du  centre  de 
ces  forces  parallèles,  qu'on  nomme,  par  analogie,  centre 
de  gravité. 

Si  les  résultantes  n'étaient  pas  égales  pour  des  aires  équi- 
valentes, on  concevrait,  pour  un  point  quelconque,  une 
portion  înfinîmentpetile  en  tous  sens,  renfermant  ce  point, 
et  on  prendrait  le  rapport  de  la  résultante  de  cette  portion 
à  son  aire.  La  limite  de  ce  rapport  sera  déterminée,  et  nous 
lui  donnerons,  par  analogie,  le  nom  de  poidx  spécifique  de 
la  surface  en  ce  point;  ce  poids  spécifique  sera  une  fonc- 
tion connue  des  coordonnées  des  points  de  la  surface,  et  le 
centre  des  forces  parallèles,  que  l'on  désignera  encore  sous 
le  nom  de  cuntre  de  gravité,  sera  entièrement  déterminé. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  au  cas  d'une  ligne 
dans  laquelle  des  arcs  égaux  ne  donneraient  pas  des  résul- 
tantes égales. 

119.  Les  corps  sont  réellement  composés  du  parties  très- 
petites,  séparées  les  unes  des  autres;  mais  il  n'y  a  aucun 
inconvénient  à  les  supposer  formés  d'une  matière  conti- 
nue; car  cela  ne  produira  d'autre  effet  que  de  changer  de 
quantités  insensibles  les  points  d'application  des  forces,  et 
il  n'en  peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les 
résultats. 

Lorsque  l'on  connaît  les  poids  et  les  centres  de  gravité 
de  corps  en  nombre  fini,  le  théorème  des  moments  donne 
immédiatement  la  position  du  centre  de  gravité  du  sys- 
tème. Si  l'on  désigne  par  P  un  quelconque  des  poids, 
par  X,  y,  z  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  et 
par  x,,ji,  Zi  celles  du  centre  de  gravité  du  système,  on 
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Ces  formules  subsistent,  quel  que  soit  le  nombre  de 
corps,  et  quelque  petits  qu'ils  soient  chacun.  S'ils  dimi- 
nuent indéfiniment,  et  que  leur  système  tende  vers  une 
certaine  limite,  les  limites  des  valeurs  de  Xi,j,,  z,  seront 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  cette  limite;  et 
leurs  valeurs  ne  seront  pas  altérées,  si  l'on  néglige,  dans 
tous  les  termes  de  ces  sommes,  des  quantités  infiniment 
petites  par  rapport  à  ces  termes  mêmes. 

DÉTEBMISATIOH   DES    CENTRES    DE  GRAVITÉ. 

120,  Lorsqu'un  corps  de  nature  quelconque  est  infini- 
ment petit  dans  tous  les  sens,  son  centre  de  gravité  est  à 
une  distance  înfîninienl  petite  d'un  quelconque  des  points 
de  ce  corps;  car,  si  l'on  compose  successivement  toutes 
les  forces,  en  partant  d'un  point  quelconque  du  corps,  les 
points  d'application  des  résultantes  successives  étant  tou- 
jours compris  entre  les  deux  points  d'application  des  forces 
que  l'on  compose,  resteront  constamment  à  une  distance 
iuBuiment  petite  de  tous  les  points  du  corps.  Cette  simple 
observation  permet  de  ramener  au  calcul  la  détermination 
des  centres  de  gravité  des  corps,  sans  aucune  reehercbe 
préalable.  Il  suffira,  pour  cela,  de  les  décomposer  en  élé- 
ments infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  parce  qu'alors 
on  pourra  prendre  pour  centre  de  gravité  de  ces  éléments 
un  point  quelconque  de  leur  surface  ou  de  leur  intérieur, 
ou  même  en  dehors,  et  à  une  distance  infiniment  petite; 
car  on  n'altérera  qu'infiniment  peu  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  éléments,  et,  par  con- 
séquent, son  moment  ne  sera  en  erreur  que  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même.  Donc  la 
limite  de  la  somme  des  moments  ne  sera  pas  altérée,  et  l'on 
peut  établir  cette  proposition  générale  : 

Le  produit  du  poids  d'un  corps  par  la  distance  de  son 
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centre  fie  gravUé  à  un  plan  quelconque,  est  égal  à  la 
limite  de  la  somme  des  produits  des  poids  de  chacun  de 
ses  éléments  infiniment  petits  en  tous  sens,  par  les  dis- 
tances d'un  quelconque  des  points  de  ces  éléments  res- 
pectifs, ou  d'autres  points'jnjiniment  voisins,  à  ce  même 
plan. 

Si  le  corps  est  lioniogène,  le  poids  d'une  quelconque  de 
ses  parties  est  égal  à  son  volume  muhîplié  par  le  poids  spé- 
cifique delà  substance;  mais,  s'il  ne  l'est  pas,  le  poids  d'un 
élément  sera  égal  à  son  volume  multiplié  par  un  poids 
spécifique  moyen,  qui  ne  différera  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  du  poids  spécifique  de  la  substance  en  un 
quelconque  des  points  de  cet  élément.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
on  multipliera  le  volume  infiniment  petit  de  l'élément  par 
le  poids  spécifique  relatif  à  l'un  quelconque  de  ses  points, 
ou  des  points  infiniment  voisins;  et,  en  substituant  ce  pro- 
duit au  poids  réel  de  l'élément,  il  n'en  résultera  aucune 
erreur  dans  la  limite  de  la  somme  des  poids,  et  de  leurs 
moments. 

Ces  propositions  peuvent  facilement  être  exprimées  par 
des  formules  infinitésimales. 

Désignons  par  p  la  fonction  de  x,j,  z  qui  représente  le 
poids  spécifique  en  un  point  quelconque  du  corps;  par  P 
son  poids  total  et  par  x,,  y^,  Zj  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité;  on  aura,  pour  déterminer  ces  quatre 
quantités,  les  équations  suivantes  ; 


'■=///''^- 


P.j^,  :=  \  \  j  pxilxdjdz, 
?3^-=J  i  jpyd^dydz, 
'î  dxdydi. 


=///"•■'■ 
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Les  trois  dernicres  s'obtiennent  en  prenant  les  moments 
de  tous  les  éléments  du  corps  par  rapport  aux  (rois  plans 
coordonnés  rectangulaires. 

Les  intégrations  doivent  être  faites  dans  toute  l'élendue 
dn  corps.  Elles  se  simplifient  beaucoup  lorsque  le  corps 
est  homogène,  p  n'étant  plus  alors  qu'un  fadeur  constant. 

Si  les  points  étaient  déterminés  par  des  coordonnées 
polaires  r,  9,  tf/,  on  prendrait  toujours  les  moments  par 
rapport  aux  trois  plans  coordonnés,  et  on  déterminerait 
encore  les  coordonnées  rectangulaires  x,,  yy,  Si  du  centre 
de  gravité;  on  pourrait  ensuite  en  déduire  ses  coordonnées 
polaires/-,,  0,,i^,. 

Les  quatre  équations  précédentes  seraient  remplacées 
par  celle      ' 


^-ffP^ 


1.-9  cos -h  d  9  di,(lr. 


Vf,  =  f  f  h"  '  sin-  0  sia  ■]>  d%  d-i/  dr, 

Vz,~  I   j    jprHmOcosÙdQd-^dr. 

Les  intégrations  s'effectueront  dans  toute  l'étendue  du  corps 
suivant  les  règles  données  dans  le  calcul  intégral. 

On  obtiendrait  semblablement  les  formules  relatives  aux 
centres  de  gravité  des  surfaces  et  des  lignes.  Pour  ces  dé- 
tails et  les  applications  particulières  nous  renverrons  aux 
traités  spéciaux. 

DIVERSES    PKOPRlr.TÉS    DES    CEKTEES    DE   GRAVITÉ. 


121.   Propriété  de  maximum  et  de 
traiter  cette  question  avec  toute  la  généralité  qu'elle  com- 
porte, il  faut  définir  avec  précision  ce  que  l'on  entend  par 
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li;  centre  de  gravité  d'un  système  dont  la  forme  est  ya- 
riable. 

Les  règles  que  nous  avons  données  pour  la  composition 
des  forces,  supposent  que  les  points  auxquels  elles  sont  ap- 
pliquées sont  liés  invariablement  entre  eux  ;  elles  ne  s'ap- 
pliqueraient pas  s'il  en  était  autrement,  et  des  forces 
parallèles  appliquées  à  un  système  non  rigide  ne  donne- 
raient ni  résultante,  ni  centre  des  forces;  la  pesanteur  ne 
donnerait  donc  pas  Heu  à  la  considération  d'un  centre  de 
gravité  pour  un  pareil  système,  et  une  seule  force  ne  pour- 
rait pas  remplacer  les  forces  données. 

Néanmoins,  en  considérant  que  des  propositions  impor- 
tantes qui  s'expriment  très-simplement  au  moyen  du  centre 
de  gravité  d'un  système  rigide,  auraient  un  énoncé  plus 
compliqué  dans  le  cas  d'un  système  variable,  tandis  que, 
par  une  légère  extension  de  définition,  un  seul  énoncé  suf- 
firait pour  tous  les  cas,  on  a  fait  ce  que  nous  avons  fait 
ressortir  tant  de  fois,  et  l'on  a  donné  la  définition  suivante 
du  centre  de  gravité  :  «  Le  centre  de  gravité  d'un  système 
»  rigide  pesant,  est  le  point  d'application  de  la  résultante 
»  des  forces  produites  par  la  pesanteur:  et,  lorsque  le  sys- 
1)  icrae  est  variable,  c'est  le  point  qui  serait  le  centre  de 
»  gravité  ainsi  conçu,  si  à  l'instant  que  l'on  considère  le 
11  système  devenait  rigide,  avec  les  positions  relatives 
»  qu'ont  alors  tous  ses  points,    ii 

122.  Cela  posé,  considérons  un  système  quelconque  de 
corps  pesants  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque; 
prenons  l'axe  des  z  vertical,  en  sens  contraire  <ie  la  pesan- 
teur :  désignons  par  p  le  poids  spécifique  en  un  point 
quelconque  et  par  dv  l'élément  de  volume.  Les  trois  com- 
posantes de  la  force  appliquée  à  dv  auront  pour  valeurs 

X  =  o,     T  =  o,     Z  =  —pdv, 
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et  le  principe  des  vitesses  virtuelles  donnera  ^^Xèz  ^=  o, 
ou 

oz  étant  raccroisseinwnt  que  le  déplacement  virtuel  du 
système  fait  prenclj'e  au  z  d'un  point  de  l'élément  inlini- 
ment  petit  dont  le  poids  csl  pàt-, 

Ov pduSs  est  l'accroissement  que  subît  le  produit  zpdi- 

par  ce  déplacement,  et  par  conséquent  XpJiJ  ^z  est  l'ac- 
croissement que  prendra  jzpdv.  L'équation  précéderue 
devient  dojic 

Syzpih  =  o. 

Mais  si  l'on  désigne  par  P  le  poids  total  du  système  et 
par  z,  le  z  du  centre  de  gravité,  on  aura 

y^pd^^Vz,, 

el,  par  suite, 

ou  simplement 

^2,  =  O. 

Les  variations  désignées  par  (î  se  rapporleut  à  tous  les 
déplacements  virtuels  des  points  du  système,  compatibles 
avec  leurs  liaisons  entendues  avec  la  généralité  que  com- 
porte le  principe  des  vitesses  virtuelles;  et  Zj  est  l'ordonnée 
du  centre  de  gravité  entendu  comme  nous  l'avons  indiqué 
précédemment. 

On  peut  donc  dire  qu'en  général  Zi  est  maximum  ou 
minimum;  ce  qui  donne  cette  proposition  remarquable  : 

Lorsqu'un  système  de  points  pesants,  assujettis  à  des 
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liaisons  quelconques  est  en  équilibra,  son  centre  fie  gra- 
vité est  généralement  le  plus  haut  on  le  plus  bas  possible. 

123,  Autres  propriétés.  —  Soit  un  nombie  quelcoiir|ue 
decorpsayatit  respectivement  pour  poids />,p',  p" ,..  .et  dont 
les  centres  de  gravité  respectifs  soient  distants  du  centre  de 
gravité  de  leur  sysième,  de  quantités  p,  p' ,  p", .  ,  .  ;  prenons 
ce  centre  pour  le  point  de  rencontre  de  trois  ases  rectangu- 
laires avec  lesquels  les  lignes  p,  p',  p", .  .  .  fout  les  angles  a, 
S,  y,  ce',  ê',  '/,. ..  .  f-e  théorème  des  moments  donnera,  rela- 
tivement aux  trois  plans  coordonnés, 

^/'Pcosa^^o,      2;)pcosS  =  0,      '^ppcof,y  =  o. 

Donc  il  y  aurait  équilibre  entre  des  forces  appliquées  à 
un  point  situé  à  l'onginn,  c'est-à-dire  au  centre  de  gravité 
du  système,  dirigées  suivant  les  droites  p,  p', .  .  . ,  et  pro- 
portionnelles aux  produits  pp,  p'p'.  La    réciproque   est 

Si  les  poids;»,  p',--.  sont  égaux,  les  forces  soni  propor- 
tionnelles aux  distances  du  centre  de  gravité  du  système, 
aux  centres  de  gravité  des  poids  <'gaux  qui  le  composent. 

12i.  Si   maintenant  on  ajoute  les  carrés  des  premiers 

membres  des  équations  (i),  on  obtient,  en  désignant  par  pp' 
l'angle  des  deux  rayons  p  et  p', 

^/'y  +'^^PP'?P'  <^ospp'  =  o. 

Mais  p'  -î-  p"  —  app'cospp'  =  r^,  r  élam  la  distance  des 
centres  de  gravité  des  corps  p,  p';  donc 

y,!''?'  +2/'/''  ip'  -*-  p"  —  '"')  =  <*■ 

Tous  les  termes  qui  renferment  p'  ont  pour  expression 
np*[p  +  p' -i- /)"-!-.. .),  et  l'on   en  trouverait  de  sem- 
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blables  pour  p",  f"%  -  . .  ;  de  sorte  qu'en  posant 

P  +  p'  ^-  p"^...  =  V, 
on  aura 

Si  tous  les  poids  sont  égaux  et  en  nombre  m,  on  a 

Cette  dernière  proposilion  est  un  cas  particulier  de  la 
suivanle,  où  l'on  suppose  tjue  l'origine  des  coordonnées  est 
un  point  «quelconque  de  l'espace.  Le  théorème  des  mo- 
ments donne  alors,  en  représentant  par  R  la  droite  menée 
de  l'origine  au  cenlre  de  gravilé  du  système;  par  a,  &,  c 
les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes;  par  p,  p',. . .  les  dis- 
tances de  l'origine  aux  centres  de  gravité  des  corps /;,/?', , .., 
et  par  ce,  Ê,  y,  y,',  6',  y',  ■  •  ■  '^s  angles  que  ces  droites  for- 
ment avec  les  axes, 

PRcos«=^;>pcos«, 

PRcosi=2;;pC0Se, 

PR  cosc  =z\jif  C0S7, 

d'où,  en  ajoutant  les  carres  des  membres  de  ces  équations, 
et  observant  que  les  seconds  membres  sont  les  mêmes  que 
dans,  le  cas  précédent, 

p=R'r-^p2/y-2/'/'>=- 

De  celte  équaiion  on  conclut  que  si  la  distance  R  du 
centre  de  gravilé  d'un  système  à  un  point Jîxe  {/iielconque 
restant  constante,  ce  système  invariable  de  forme  se  dé- 
place d'une  manière  quelconque,  la  somme  des  produits 
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fies  poids  par  les  carrés  des  dislances  de  leurs  centres  de 
gravité  à  ce  point  fixe,  sera  constante. 

E(i  elTel,  R  étaiu  constant  ainsi  que  les  dîsonces  dési- 
gnées par  r,  il  en  résulte  que  >!p/3'  esi  coiisianl. 

On  voit  encore  que  ^FP'  "^^^  ^^  p'^^  petit  possible  quand 
R  =  o,  et  par  conséquent  le  centie  de  gravité  d'un  système 
jouit  de  celte  propriété,  que  la  somme  des  produits  des 
poids  parles  carrés  des  distances  de  leurs  contres  de  grn- 
fité  respectifs  à  ce  point  est  un  minimum. 


12S.  Le  volume  \,  cugendré  par  la  surface  plane  com- 
prise entre  deux  courbes  dont  les  ordonnées  sont-v',  Y,  et 
deux  parallèles  à  l'axe  des  y,  correspondantes  aux  abscisses 
Xi,  X,  a  pour  expression 


du  centre  de 
is  désignerons 

Aj,  =  -   j      {Y'—y-\dx; 


Mais  l'ordonnée  y j  du  centre  de  gravité  de  la  surface  ( 
question,  dont  nous  désignerons  l'aire  par  A,  est  donni 
par  l'équation 


donc 

et,  par  coiiséquent,  le  volume  engendré  par  une  aire 
plane,  tournant  autour  d\in  axe  situé  dans  son  plan,  est 
égal  au  produit  de  cette  aire  par  la  circonférence  décrite 
par  son  centre  de  gravité. 

126,  La  surface  A,  engendrée  par  la  révolution  d'un 
arc  de  courbe  plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans 
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i  pour  expression 


^-J> 


Mais  l'ordonnée  j,  du  rentre  de  gravité  de  l'are  s  est  do) 
née  par  l'équalîon 


<■ 


donc 

el,par  conséquent,  l'aire  engendrée  parun  arc  de  courhe 
pliine,  tournant  autour  d 'un  axe  situé  dans  son  plan,  esf 
égale  à  cet  arc  multiplié  par  la  circonférance  décrite  par 
son  centre  de  gravité.  Ces  deux  propositions  constituent 
ce  ([ne  l'on  appelle  le  théorème  de  Guldin. 

Les  aires  ou  les  volumes  décrits  dans  une  partie  quel- 
conque de  la  révolution,  étant  proportionnels  à  l'angle 
dont  la  figure  a  tourné,  il  s'ensuit  que,  pour  en  avoir  la 
mesure,  il  faudra  prendre  l'arc  décrit  par  le  centre  de  gra- 
viié,  au  lieu  de  la  circonférence  entière. 

Extension  de  ce  théorème.  —  Si  une  surface  plane  tourne 
successivement  autour  de  plusieurs  axes,  le  volume  engen- 
dré s'obtiendra  en  multipliant  son  aire  par  la  somme  des 
arcs  parcourus  par  son  centre  de  gravi  té.  Cette  proposition, 
étant  indépendante  de  la  distance  des  axes,  a  lieu  encore 
quand  ils  se  succèdent  à  des  distances  infiniment  petites, 
pourvu  qu'ils  soient  toujours  dans  le  plan  de  la  surface 
mobile  ;  et,  dans  ce  cas,  deux  axes  consécutifs  peuvent  être 
parallèles  on  se  rencontrer. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  une  courbe  plane,  ci  que  la 
surface  génératrice  se  meuve  de  manière  que  son  plan  soit 
toujours  normal  à  cette  courbe  et  soit  toujours  percé  par 
elle  au  même  point,  et  que  tous  les  points  n'aient  que  des 
mourements  parallèles  au  plan  de  la  courbe  directrice,  on 
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peut  regarder  un  pareil  mouvement  comme  produit  par  le 
développement  du  plan  de  l'aire  génératrice,  qui  serait  en- 
roulé sur  le  cylindre  qui  aurait  pour  base  la  développée  de 
la  directrice  :  il  est  la  limlio  du  mouvement  qui  aurait  lieu 
autour  d'axes  perpendiculaires  au  plan  de  la  directrice,  et 
qui  tendraient  indéfiniment  vers  les  arêtes  <lu  cylindre  en 

Si,  pour  plus  de  généralité,  on  considère  une  courbe  à 
double  courbure  décrite  par  un  point  constant  du  plan  de 
la  surface  génératrice,  auquel  elle  soit  encore  constamment 
normale,  et  que  l'on  prenne  pour  axes  successifs  les  per- 
pendiculaires aiix  plans  osculateurs  menées  par  les  centres 
de  courbure  de  la  directrice,  ou  pourra  encore  appliquer  la 
même  proposition;  car,  quoique  ces  axes  successifs  ne  se 
coupent  réellement  pas,  on  peut,  en  ne  considérant  que 
les  limites,  négliger  l'erreur  qui  en  résulterait,  parce  que 
leur  distance  est  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre 
supérieur  au  premier. 

On  peut  se  représenter  te  mouvement,  en  supposant  que 
le  plan  de  la  surface  génératrice  soit  enroulé  sur  la  surface 
polaire  de  la  directrice,  qui  est  le  lieu  des  axes  autour  des- 
quels s' eséculent  les  mouvements  successifs.  Si  l'on  déroule 
ensuite  ce  plan  sans  glissement,  il  sera  constamment  nor- 
mal à  la  directrice,  ei  sera  toujours  rencontré  par  elle  au 
même  point.  Par  celte  suite  de  rotations  infiniment  petites, 
la  surface  donnée  engendrera  un  volume  égal  au  produit 
de  son  aire  par  la  courbe  décrite  par  son  centre  de  gravité. 
Pour  que  ce  théorème  ne  subisse  aucune  modification,  il 
faut  supposer  que  la  surface  génératrice  ne  \ieune  jamais 
couper  les  axes  de  rotation  successifs. 

ÉQUILIBRE    oVîV     FIL    PESAKT. 

127.  ]\ous  avons  donné  précédemment  les  équations 
d'Ajuilibre  d'un  fil  sollicité  en  tous  ses  points  par  des  forces 
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quelconques;  le  calcul  en  est  irès-simple  dans  le  cas  où 
toutes  ees  forces  sont  produites  par  la  pesanteur. 

D'abord  puisqu'elles  sont  toutes  parallèles,  tous  les  points 
du  fil  seront  dans  un  plan  parallèle  aux  forces,  et  par  con- 
séquent vertical.  Il  suffira  donc  do  prendre  deux  axes  de 
coordonnées  dans  ce  plan. 

i"  Supposons  en  premier  Heu  le  ûl  homogène  ;  désignons 
par  s  le  poids  de  l'unité  de  longueur;  prenons  l'axe  des  x 
horizontal,  et  Taxe  des  y  vertical  dans  le  sens  contraire  à 
la  pesanteur;  on  aura 

X  =  o,     Y  — -t, 
et  les  équations  générales  se  réduiront  à 


et  l'on  en  déduit  immédiatement 

1^1=0,  tJ- „.,+,..  .«  J;  =  ii  +  £'. 

lis  dt  dx         c         I 

La  première  montre  que  la  composante  horizontale  de 
la  tension  est  constante. 

La  dernière  s'intégrera  facilement  en  commençant  par 
la  différeniier  pour  éliminer  s.  Les  calculs  n'offriront  au- 
cune difficulté,  et  nous  nous  dispenserons  de  les  effectuer. 
Ils  introduiront  quatre  constantes  indéterminées  dont  il 
faudra  trouver  les  valeurs  d'après  les  données  nécessaires 
de  la  question.  Ces  données  seront  les  positions  des  deux 
points  extrêmes,  la  longueur  du  fil  et  le  point  à  partir  du- 
quel ou  compte  les  arcs  s.  Mous  renvoyons  pour  ces  détails 
aux  Traités  élémentaires. 

La  courbe  qu'affecte  le  fil  en  équilibre,  et  qu'on  nomme 
c/?«f«ene,jouitde  propriétés  très-curieuses,  pour  lesquelles 
nous  renvoyons  aux  mêmes  Traités. 

Supposons  maiuienant  que  le  poids  ne  soit  pas  propor- 
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tioiHiel  à  la  longueur  du  fil,  mais  à  sa  projeclion  horizon- 
tale, ce  qui  est  à  peu  prés  le  cas  des  ponis  suspendus. 

Appelant  e  le  poids  du  fi!  pour  une  projection  égale  à 
l'unité,  les  équations  d'équilibre  seront 

La  composante  horizontale  de  la  tension  sera  encore 
constante,  et  In  courbe  du  fil  en  équilibre  sera  une  para- 
bole. 

Dans  les  pouls  suspendus  les  forces  ne  sont  pas  ri'partîes 
sur  toute  l'étendue  de  la  chaîne,  mais  sont  applique'es  à 
un  nombre  fini  de  points  dont  les  projections  horizonfales 
sont  équidîslantcs.  En  faisant  abstraction  du  poids  de  la 
chaîne,  qui  est  très-petit  par  rapport  à  celui  qu'elle  sou- 
tient, ou  trouve  qui^  les  sommets  du  polygone  qu'elle 
forme  quand  l'équilibre  est  établi,  sont  situés  sur  une 
même  parabole. 
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APPLICATION  DE  LA  COMPOSITION  DES  FOBCES  CONCOURANTES 
A  L'ATTHACTION  DES  CORPS. 


128.  Des  phénomènes  qui  se  produisent  jouniellemeiU 
à  la  surface  (le  la  terre,  ontmoniré  que,  clans  certaines  cir- 
constances, il  s'établit  entre  des  corps  une  force  qui  tend 
à  les  rapprocher  ou  à  les  éloigner  les  uns  des  autres.  Les 
changements  de  position  relative  des  corps  célestes  ont 
conduit,  comme  nous  le  verrons  plus  lard,  à  admettre  une 
tendance  mutuelle  de  toutes  les  parties  de  la  matière  les 
unes  vers  les  autres;  cette  force  attractive,  entre  deux 
molécules  infiniment  petites,  est  dirigée  suivant  la  droite 
qui  les  joint  et  égale  pour  les  deux;  de  sorte  que  si  cette 
droite  devenait  rigide,  il  y  aurait  équilibre  entre  les  deux 
forces. 

Sans  entrer  dans  aucun  détail  à  cet  égard,  on  compren- 
dra l'intérêt  qu'il  peut  y  avoir  à  calculer  les  résultantes 
des  attractions  ou  répulsions  exercées  par  des  corps  con- 
tinus les  uns  sur  les  autres,  quand  on  connaît  la  loi  de 
cette  attraction  entre  deux  molécules  infiiiîmcnl  petites 
dans  tous  les  sens,  d'après  leur  nature  et  leur  distance. 

Comme  nous  n'avons  pas  ici  pour  objet  de  faire  con- 
naître toutes  les  propositions  relatives  à  l'allraction,  qui 
pourront  être  utiles  plus  tard  dans  l'étude  des  phénomènes 
célestes,  mais  seulement  de  donner  unie  application  inté- 
ressante de  la  composition  des  forces  concourantes,  nous 
nous  bornerons  au  calcul  de  la  résultante  des  attractions 
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!■  lous  les  points  d'un  corps  coiiliim  do  forme 
quelconque,  sur  un  point  matériel  dont  la  position  ost 
donnée. 

Nous  supposerons  <ju'une  même  particule  du  corps 
exerce  une  altraclion  variatic,  non-seulemenl  avec  la 
distance  au  point  attiré,  mais  encore  avec  la  position  de 
celle  parlicnle  daus  le  corps.  Désignons  par  r  celle  dis- 
tance, par  F(r)  la  fonction  de  celte  distance,  à  laquelle 
l'action  est  proporlionnellc ,  et  par  p  une  fonction  des 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  particule,  à  la- 
qucile  cette  action  est  encore  proportionnelle,  et  qui  dépend 
de  la  qualité  de  la  matière  qui  compose  le  corps  en  cliaque 
point.  Cette  fonction  p  doit  être  conçue  comme  nous  l'avons 
expliqué  pour  le  poids  spéciiîque  en  chaque  point  d'un 
corps  non  homogène.  Elle  peut  représenter  le  poids  spé- 
ciiîque, ou  une  quantité  qui  lui  soïl  proportionnelle,  ou 
toute  autre;  elle  se  rapporte  à  l'unité  de  volume,  cl  doit 
élre  par  conséquent  multipliée  par  le  volume  de  la  parti- 
cule, pour  exprimer  l'action  de  celte  dernière.  De  même 
la  molécule  a  ttiréc  peut  être  une  particule  d'un  autre  corp, 
pour  lequel  la  fonction  analogue  aurait  la  valeur  p',  au 
point  où  se  trouve  celte  particule;  de  sorte  que  l'action 
mutuelle  de  deux  particules  set  a  eYprimcc  par 

f.'Ffri,;..*', 
di-  et  dv'  étant  les  volumes  des  deux  particules. 

Nous  représenterons  par  p.  le  produit  constant  fi'di'',  par 
x,j-,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  l'élémeul  dv,  par  a, 
6,  y  celles  d'un  point  de  l'élément  r/i^';  l'action  du  premier 
sur  le  second  sera  dirigée  suivant  !a  droite  qui  les  joindra, 
et  aura  pour  expression 

Les  composantes  de  celte  action    parallèlenieni  aux   trois 
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axes  rectangulaires,  seront 

r  — ê  ' 

et  il  est  essentiel  de  remarquer  que  ces  expressions  sont 
générales,  et  que  leurs  signes  indiquent  le  sens  de  ces  com- 
posantes. Elles  sont  positives  lorsque  les  composantes  sont 
dirigées  dans  le  sens  des  axes  positifs,  et  négatives  dans  le 
cas  contraire;  la  somme  algébrique  des  expressions  qui  se 
rapportent  à  un  même  axe,  étendue  au  corps  entier,  don- 
nera donc  par  sa  valeur  et  son  signe  la  grandeur  et  le  sens 
de  la  cotnposante,  parallèlement  à  cet  axe,  de  l'action  du 
corps  entier  sur  le  point  donné.  Si  donc  nous  désignons 
par  X,  Y,  Z  les  trois  composantes  de  celte  action  totale, 
nous  aurons,  en  prenant  les  intégrales  dans  toute  l'éiendue 
du.  corps, 

Y  =  ^f  J  Çf(/-^\v{r)dj=djdz, 
Z  =  (*  Ç  Ç  U\^^^\v[r)dxdydz, 


v'!»-")'  +  lj-s)'  +  (. 

-v)"  = 

Il  suffira 
répulsîo 

it  de  les  changer  de  signe  poi 

ir  passer 

Ces  intégrales,  qui  s'étendent  au  volume  enlier  du  corps, 
peuvent  se  réduire  à  une  seule.  En  effet,  en  différentiant 
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3artiel!emeiit  /'  par  rapport  à  a,  o,  ■/,  on  oblieiit 

<±__  (■^"°)        dr^  _  _  (j-e)       'i:i  _  _  (^  — 7) 
-■/ï  '~  r        ''      df,^  r        ''      df'~  r        ' 

Soit  maintenant  <S(  (;■}  une  fonction  dont  la  dérivée,  pal 
'apport  à  ;■,  soit  F  (r)  ;  posons 


///'' 


I  f,<([r)dxdydz  t^  U, 

et  différentîous  les  deux  membres  de  cette  équaiion  par 

rapport  à  s(,  S,  j»;  il  suffira  de  différcntier  sous  le  signe  1  ? 

si  f  [r)  ne  passe  pas  par  Tinfini,  et  l'on  trouvera  ainsi  les 
formules  suivantes  : 

■ï-        ''U  ''U  '^u 

^   lU  ^  d^  ^  d-j 

Tout  dépend  donc  de  la  seule  intégrale  U. 

11  est  Lon  de  remarquer  qne  si,  dans  le  cas,  par  exemple, 
d'un  solide  indéfini,  l'intégrale  U  prenait  une  valeur  in- 
finie, mais  que  les  dérivées  partielles  désignées  par  —  > 
•j^f  —  fussent  finies,  les  valeurs  précédentes  de  X,  Y,  Z, 

n  en  seraient  pas  moins  exactes.  En  effet,  prenons  d' abord 
une  portion  finie  du  solide;  les  composantes  de  son  attrac- 
tion auront  pour  valeurs  les  produits  de  —  ja  par  les  déri- 
vées partielles  de  la  fonction  finie  U.  Supposons  mainte- 
nant que  l'on  étende  indéfiniment  la  partie  considérée  du 
solide,  les  composantes  de  l'action  seront  toujours 
(ZU  dV  rfU 


gue  U  croisse  ou  non  sans  limite.  Donc,  si  ces  trois  esprf 
sions  ont  des  limites,  ce  sont  les  composantes  de  l'attrai 
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tion  du  solide  indéfini.  Et,  si  elles  croisseiil  iiideGnimenlj 
on  en  conclura  que  l'attracLion  croît  sans  limite  à  loesui'e 
<]ue  l'on  considère  une  plus  grande  partie  du  corps;  c'csl 
ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  l'aliraetion  du  solide  est 
infinie. 

Ainsi,  il  suffira  toujours  de  connaîlre  les  dérivés  qui 
entrent  dans  l'expression  des  composantes  X,  Y,  Z,  sans 
s'inquiéter  si  la  fonction  U  elle-même  est  Unie  ou  infinie. 
On  raisonnerait  d'une  manière  analogue  si  U  était  infini, 
sans  que  le  solide  le  fùl. 

129,   Dans  le  cas  où  l'alirachon  est  en  raison  inverse  du 


fff' 


Si  le  point  attiré  fait  partie  du  eorps,  la  fonction  ^{r) 
passe  par  l'infini;  mais  ces  formules  subsistent  toujours. 
En  effet,  elles  n'offrent  aucune  difficulté,  si  on  les  applique 
à  tout  le  corps,  moins  une  sphère  infiniment  petite  qui 
renferme  le  point  attiré.  Or  V  a  une  limite,  quand  cette 
sphère  tend  vers  zéro;  car  l'élément  de  volume  exprimé 
en  coordonnées  polaires  ayant  pour  origine  le  point  attiré 
a  pour  expression  r^  lir  sia 6  dSd'^;  or,  si  l'on  divise  par  ;■, 
et  qu'on  intègre  dans  l'étendue  de  la  sphère  de  rayon  infi- 
niment petit,  on  aura  une  quantité  infiniment  petite  du 
second  ordre.  Il  suit  de  là  que  la  fonction  V,  étendue  au 
corps  entier,  est  finie,  ei,  par  suite,  ses  dérivées  par  rap- 
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port  aux  in(1e terminées  *,  6,  7  le  sont  aussi.  On  voit  de 
même  que  X,  Y,  Z  ont  aussi  des  limites;  d'ailleurs,  quand 
les  deu\  membres  d'une  équation  ont  des  limites,  ces  limites 
sont  égales  ;  doue  les  formules  qui  donnent  X,  Y.  Z  sont 
encore  exactes  quand  on  considère  le  corps  entier  dont  le 
point  fait  partie. 

130.  L'attraction  sur  le  point  {a,  ê,  y),  estimée  suivant 
la  direction  du  rayon  vecteur  r  mené  de  l'origine  à  ce 
point,  a  pour  expression 


i-T-  - 


7  l"^  '^ 


<^U  a        rfU  S        rfU  7 


Mais  en  considérant  U  comme  fonciion  de  »,  Ê,  y,  et  ces 
coordonnées  comme  fonciion  de  r  et  de  deux  angles  6,  tli, 
on  a 

iW_dVtL     rfu  e     -m  7 

en  observant  que  les  dérivées  partielles  de  a,  0,  y  par  rap- 

«    g     7 
port  a  r  sont  respectivement  --.-■,-■ 

Donc  la  composante  de  l'attraction  suivant  le  rayon  vec- 
leur  est  — «  — ,  les  deux  autres  composantes  étant  sup- 
posées dans  le  plan  perpendiculaire  à  ce  rayon.  Dans  le  cas 

.      .-/    i  /  ■  A       ■  r<^^ 

de  i'  \r)  =  —■,  cette  expression  devient  [ij  —  • 

jéppiication  à  la  sphère.  —  Pour  donner  une  applica- 
tion de  ces  formules  dans  le  cas  de  F  (/■)  =  ^,  considérons 

une  splière  creuse  pour  laquelle  p  soit  u!ie  fonction  quel- 
conque de  la  distance  au  centre.  Prenons  pour  axe  des  x 
la  droite  qui  joint  le  centre  O  au  point  attiré  P,  et  qui  est 
évidemment  la  direction  de  la  résultante  des  attractions. 
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Désignons  par  n  et  A  {Jig.  16)  les  rayons  des  deuî:  surfaces 
qui   terminent  le  solide,  par  n  le  rayon  intérieur  d'une 


eouehe  spliérique  ayant  pour  épaisseur  du,  et  par  6  l'angle 

d'nn  rayon  quelconque  ON,  égal  à  u,  avec  l'axe  des  x,  OP. 

La  valeur  de  V  aura  pour 


BdH 


L'intégration  par  rapport  à  5  étant  effectuée  entre  o  et  71, 
donnera  la  partie  de  V  corres[)ondante  à  la  eouclie  dont 
l'épaisseur  est  du;  en  intégrant  ensuite  le  résultat  par  rap- 
port à  u  entre  les  limites  a  et  A,  on  aura  la  valeur  totale 

de  V.  Or  on  a 

r'^  lû  —  aaucose  4-  ï'; 
d'où,  en  observant  que  u  csl  constant. 
rdr—v.aûn%d^, 

V=  —  Ç  fpududr. 
Quant  aux  limites  de  »•  correspondantes  à  6  =  0  ei  0  =^71, 
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il  faut  (lîslingucr  le  cas  où  le  point  attiré  est  extérieur  au 
solide,  de  celui  où  il  est*i»têrieur. 

1°  Si  le  poÎTit  attiré  est  extérieur  au  solide,  on  aura 
a>  A,  el,  par  conséquent,  a^w  j)onr  toutes  les  conciles 
que  l'on  a  à  considérer.  On  a  alors 

r*  — 2«     et     ■V  =  i~f    pu'da. 

Si  l'on  pose 

47:  /     f.u'i/ii  =  M, 


L' attraction  est  donc  la  même  (jue  si  toute  la  madère 
du  corps  était  réunie  à  son  cenlre. 

a"  Si  le  point  attiré  est  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite 
surface,  on  a  «<[«,  et,  par  conséquent,  c.  <^ii  dans  touie 
l'étendue  des  valeurs  de  u.  On  a  donc  alors 

\dr=-ia.      et      V=i^n  jpiidu. 

Celle  quantité  étant  indépendante  de  a,  on  aura 
—  =  o,     et,  par  snile,     X  =  o. 

On  voit  donc  que,  dans  cette  même  lot  ti^ attraction,  le 
solide  n'exercera  aucune  attraction  sur  un  point  situé 
dans  l'intérieur  de  sa  plus  petite  surface. 

On  conclut  de  là  que  Taclion  sur  un  point  qui  ferait 
partie  du  même  solide,  se  réduirait  à  celle  qu'exercerait  la 
partie  comprise  entre  la  spliére  de  rayon  a  et  celle  qui 
passerait  par  le  point  attiré.  Il  faudrait  donc  supposer  la 
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matièie  qui   compose  oclte  parlie,  réunie  au    ct-nire,    et 
agissant  sur  le  point,  suivant  la  \<fi  donnée. 

S'il  s'agit,  par  eseniple,  de  l'action  d'une  sphère  pleine, 

tance  a  du  centre,  on  devi'a  prendre  M  ^  ^  ::pa';  et  l'at- 
traction a  pour  valeur  ~  vpfjxa.Ellc  est  donc  dir. 
proportionnelle  à  la  distance  au  centre. 


ACTION    D  UINK    COUCHE    ELLIPTIQUE    SUR    UN     POINT 

iKTÉniEun. 

131,  La  proposition  que  nous  avons  démontrée  relati- 
vement à  l'action  d'une  couche  sphérique  sur  un  poiui 
inléricur,  peut  se  démontrer  ge'ométriquempnl  dans  le  cas 
plus  général  du  solide  compris  entre  deux  ellipsoïdes  sem- 
blables, ayant  leurs  axes  coïncidents. 

En  etTct,  supposons  d'abord  le  solide  homogène;  soit 
M   {^g.   17)    le   point    attiré.    Considérons-le   comme 


sommet  d'une  infinité  d'angles  solides,  qui  composent 
tout  l'espace  autour  de  lui,  et  cberchons  la  résultante  de 
l'action  des  deiix  parties  comprises  dans  un  quelronque 
de  ces  angles  et  sou  opposé  au  sommet.  Soit  DCAB  une 
des  arêtes  de  cet  angle;  on  aura  AB  =  CD,  par  la  simi- 
litude  des   deux  ellipsoïdes.  Si   nous  désignons  par  w  la 
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mesure  de  l'angle  solide,  nous  pourrons  décomposer  le 
solide  Ai3  en  élêmenls  dont  les  épaisseurs  PQ  formeront 
la  droite  AB,  et  dont  l'expression  sera  tùr'dr;  multipliant 

par  ^-j-  j  on  aura  l'atlraetioii  que  cet  élément  exerce  sur  le 

point  M;  on  trouve  ainsi  pfutàdr,  et  la  somme  p/ftw.AB 
exprimera  l'attraction  de  la  matière  contenue  dans  AB,  On 
trouvera  de  même  pf^di.CD  pour  l'attraction  de  la  ma- 
tière contenue  dans  la  partie  CD  ;  et  comme  les  droites  AB 
et  CD  sont  égales,  ces  attractions  seront  égales,  et,  par 
conséquent,  se  délniirout.  Donc,  comme  il  en  sera  ainsi 
pour  tous  les  angles  solides  autour  de  M,  h  solide  homO' 
gène  compris  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  quelcon- 
ques, n'exerce  aucune  attraction  sur  un  point  situé  dans 
l'intérieur  de  sa  plus  petite  surface. 

Cette  proposition,  étant  indépendante  de  l'épaisseur,  a 
lieu  aussi  pour  une  couclie  infiniment  mince.  Donc  e//e  ejt 
encore  vraie  pour  un  solide  d'une  épaisseur  quelconque, 
composé  de  couches  homogènes  comprises  entre  des  ellip- 
soïdes semblables,  et  dont  la  nature  varie  d'une  manière 
quelconque  de  l'une  à  Vautre. 

132.  Surfaces  de  niveau.  —  On  appelle  ainsi  celles  sur 
lesquelles  un  point  matériel  posé  resterait  en  équilibre  sous 
l'influence  des  forces  du  système. 

Considérons  donc  un  corps  quelconque  qui  attire  un 
point  suivant  une  loi  quelconque;  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

„  «iD  ,/n  dv 

pour  que  la  résultante  soit  perpendiculaire  à  la  surfaci? 
sur  laquelle  le  point  peut  se  mouvoir,  il  faut  qu'on  ait  pour 
tous  les  déplacements  sur  cette  surface, 
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ce  qui  prouve  que  V  est  constant.  L'équation  des  surfaces 
de  niveau  relatives  à  l'attiaclion  ou  à  la  répulsion  du  corps, 
est  donc 

V  =  r, 

c  désignant  une  consiante  arbitraire. 

Quand  l'attraction  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  cette  équation  devient  V  ^  c. 

133.  La  fonction  V  jouit  d'une  propriété  remarquable, 
qui  est  d'une  grande  utilité  pour  la  déterminai! on  de  sa 
valmr. 

D'après  la  valeur  de  i',  on  a 


3(i-=,)' 

-h' 

'        3(,-~S)' 

;■• 

de'                  r' 

rf'- 

-ïii 

-,)■          1. 

Mais,  puisquel'oua  V=  /    j    1  ^,  c?!' élant  l'élénieiit 

de  volume,  et  que,  pour  difFérenlier  une  intégrale  par  rap- 
port à  des  quantités  considérées  comme  constantes  dans 
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l'intégration,  et  qui  n'eiilrent  pas  dans  les  limites  de  celte 
intégrale,  il  suffit  de  diffcrentier  sous  le  signe  /  ,on  aura 

W^^J  J  J  ^""' 

pourvu,  toutefois,  que  la  fonction  -  ne  devienne  inlinie 

pour  aucuue  valeur  comprise  dans  les  limites  de  l'inlégra- 
lion;  car  on  sait  (jue,  dans  ce  cas,  la  différentiation  sous 

le  signe  I  peut  donner  des  résultats  inexacts. 

Donc,  si  le  point  (k,6,^)  ne  fait  pas  partie  du  corps 
attirant,  on  aura 

d^\       cl'V       d'V  _ 

Si  le  point  fait  partie  du  corps,  on  concevra  une  sphère 
infiniment  petite,  dans  l'intérieur  de  laquelle  il  sera  com- 
pris; la  fonction  V,  considérée  pour  tout  le  reste  du  corps, 
satisfera  à  l'équation  ci-dessus, 

La  valeur  de  p  au  point  attiré  sera  aussi  celle  de  la 
pet'te  sphère.  Les  composantes  de  l'attraction  de  la  sphère 
sur  ce  point,  qui  est  daus  son  intérieur,  seront  donc  res- 


pectivement 


--„^ff{S~b),      _-„p/p(./ 
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a,  h,  c  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  petite  splièrt 
on  aura  donc,  en  appelant  V  la  partie  de  V  qui  se  raj 
porte  à  celle  sphère, 


= 

-3'! 

,(=■- 

«h 

= 

4 

j(g  — 

S). 

r=. 

-I, 

(7- 

'): 

el,  pai 
(2) 


^'V     (£y     d'v  _ 

i/a-  d^'  d'f 


la  valeur  de  ^  se  rapportanl  au  point  attiré. 

Nous  allons  montrer,  par  quelques  exemples  très-simples, 
comment  les  équations  (i)  ei  (2)  peuvent  servir  à  déter- 
miner la  fonction  V  dont  se  déduisent  les  trois  compo- 
santes de  rattractioii. 

13i.  j^pplicalion  à  la  sphère.  — ■  La  sphère  étant  sup- 
posée formée  de  couches  homogènes,  V  sera  fonction  <!e  la 
distance  /■  du  centre  de  la  sphère  au  point  attiré;  la  résul- 
tante de  l'attraction  sera  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint 

,  .  ,         .  .dV 

ces  deux  points,  et  représentée  par  ju/  — ■ 

L'équation  r'  :=  a'  +  o^  +  y^  doi 
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»,  par  su 

he. 

«"V 

a' 

d'V 

rfc"  ~ 

'■7' 

dr' 

d'y 

ë' 

d'V 

dp  ~ 

>' 

dr' 

d'V 

-df- 

X 

d'V 
dr-' 

et  ajoutant  ces  Iroîs  dernières  éijuatîons 
posant  d'abord  le  point  hors  de  la  =plici 


qui  1 
ti  pliai 


La  fonction  V  dépend  dono  alors  d'une  équatii 
renferme  pas  de  différentielles  partielles.  En  la  ni 

par  r^  son  premier  membre  devient  la  déiîvée  de  f^-j-' 

On  aura  donc,  en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 

dV        c 


Supposons  d'abord  que  la  sphère  soit  creuse  el  que  le 
point  soit  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite  sui'face,  dont 
nous  désignerons  le  rayon  par  Ri^  L'attraction  devant  évi- 
demment être  nulle  pour  r  ^  o,  il  faut  qu'on  ait 


Donc  les  composantes  de  Taliraction  sont  toujours  nulles, 
et  le  point  est  en  équilibre,  quilque  position  qu'il  occupe 
dans  la  partie  vide  de  la   sphère. 

Supposons,  en  second  Heu,  que  le  point  fasse  partie  du 
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volume  de  la  sphère,  on  a 

d-'\       2  dV 

^  +  -  ^  -  -  ^H' 

p  étant  une  foociion  donuce  de  r. 

Multipliant  par  /■'  ei  inlégrant  à  partir  de  E,,  il  vieiil 
en  observant  ijue  —  élant  nul  pour  tous  les  points  de  l'ir 
térieur,  l'est  aussi  à  la  limite  R,, 

pdr  par  M',  on  aura 


Désignant  /     4 


rfy__  M^ 


fx/M'_ 


La  valeur  absolue  de  l'altraciiou  sera  donc  ;  elle  est 

le  même  que  sï  l'on  réunissait  au  centre  tous  les  éléments 
de  matière  compris  entre  les  sphères  de  rayons  R,  et  r. 

Si  le  point  attiré  est  sur  la  surface  extérieure  ayant  pour 
rayon  R,  on  aura,  en  désignant  par  M  la  somme  relative 
à  tous  les  éléments  de  la  sphère  creuse, 
d'v  _       M 
rf?  ^  ^  R>' 

et  l'attraction  exercée  sur  le  point  aura  pour  expressioji 

Enfin,  considérons  un  point  extérieur  à  la  surface,  c'est- 
à-dire  pour  lequel  on  ait  r>.  R,  on  aura,  comme  dans  le 
premier  cas, 

dV         c 
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mais,  à  cause  de  la  discontinuité  provenant  de  la  figure  du 
corps,  la  constante  c  n'est  pas  assujettie  à  avoir  la  même 
valeur  qye  pour  les  points  intérieurs.  Pour  la  déterminer, 
on  fera  r:=  R,  et  l'on  devra  trouver,  d'après  le  cas  pré- 
cédent, 

=:  ■ :       donc      t  ::^-  —  M, 

et  l'on  aura  pour  tous  les  points  esi 


L'attraction  aura  donc  pour  expression 

et  l'on  en  conclut  ce  tliéorème  : 

Une  sphère  creuse  composée  de  couches  concentriques 
homogènes,  exerce  sur  les  points  extérieurs  la  même  ac- 
tion que  si  toute  sa  matière  était  réunie  à  son  centre, 

135.  j4 pplication  au  cylindre  indéfini.  —  Considérons 
maintenant  un  cylindre  creux  indéfini,  composé  de  couches 
homogènes  dont  la  densité  n'est  fonction  que  de  la  distajice 
à  l'axe  de  ce  cylindre,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  z  ; 
son  action  sur  un  point  quelconque  sera  dirigée  vers  le 
point  où  l'axe  est  coupé  par  un  pian  perpendiculaire,  mené 
par  le  point  attiré.  Nous  prendrons  ce  point  de  l'axe  pour 
origine,  et  nous  désignerons  par  r  sa  dislance  au  point 
attiré;  l'attraction  ne  dépendra  que  de  r,  et  sou  expression 
sera 

Or,  pour  les  points  qui  ne  font  pas  partie  du  cylindre,  on 
aura,  en  observant  que  V  est  indépendant  de  y, 
(i'V       d^  _ 
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d'où 


iPV      I  ,iy 


Muliiplîant  par  i\  on  s 


c  étant  une  conslanie  arbitraire. 

Mais  remarquons,  comme  dans  le  cas  d'une  splière 
creuse,  que  les  points  extérienrs  et  les  points  iniérieursà 
la  couche  cylindrique  étanl  sépares  par  ceux  de  celle  cou- 
che, pour  lesfjuels  les  circonstances  sont  différentes,  il  n'y 
a  pas  continuité  en  passant  des  valeurs  de  r  plus  grandes 
que  le  rayon  de  la  surface  extérieure  du  cylindre,  aux 
valeurs  de  /■  plus  peiites  que  le  rayon  de  la  surface  inté- 
rieure. 

Pour  les  points  de  l'intérieur  de  celle  surface,  la  valeur 
de  c  est  invariable;  or  elle  est  évidemment  nulle  pour 
r=  o;  donc  on  a,  pour  tous  les  points  de  l'intérieur, 


D'où  l'on  conclut  qu'u/i  cjîindre  creux  indéfini,  composé 
de  couches  concert trigues  homogènes ^  n'exerce  aucune 
action  sur  un  point  situé  dans  l'intérieur  de  sa  surface 
interne. 

On  démontrerait  directement   celte   proposition  de    la 
même  manière  que  pour  l'ellipsoïde  creux. 

136.  Cherchons   maînlenani  la   valeur  de  —  pour  les 
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points  appartenant  au  cylindre;  pour  ces  points,  > 
rf'V        I  rfV  , 


et  l'on  trouve  par  l'intégration,   en  désignant  par  R,  le 
rayon  de  la  surface  intérieure, 


Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  ~  est  nul 

pour /'^^  Ri,  puisqu'il  l'est  pour  tous  les  points  de  l'inté- 
rieur de  la  surface  dont  le  rayon  est  Rj.  En  faisant  r^R, 
on  obtient 


Pour  les  points  extérieurs  on  doit  avoir 
(/V_  C 
"^  ~  r' 

Faisant  r^R,  on  trouve,  en  vertu  de  l'équation  précé- 
dente, 

C  =  — 4?!         ^rdr. 

Jr, 
La  constante  étant  ainsi  déterminée,  on  aura  pour  toutes 
les  valeurs  de  r  plus  grandes  que  R, 


et  l'attraction  du  cylindre  aura  pour  expression 


On  volt  qu'elle  varie  en  raison  inverse  de  la  distance  du 
point  à  l'axe  du  cylindre. 
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ATTRACTION  DES  ELLIPSOÏDES. 


137.  Cette  question  est  d'iiiKs  si  grande  imporianee  et  a 
été  l'objet  des  efforts  de  tant  de  géomètres  éminents,  que 
nous  croyons  devoir  l'exposer  avec  quelque  détail,  et  bien 
montrer  la  suite  des  progrès  qui  en  ont  amené  la  solution 
au  degré  de  simplicité  auquel  elle  est  parvenue. 

Nous  commencerons  par  calculer  l'attraction  d'un  ellip- 
soïde homogène  sur  un  point  matériel  silué  à  sa  surface. 

jittraction  d^un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  de 
sa  surface,  l'attraction  étant  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance. 

Soit  -^  +  Tj  H — ;  =^  I  l'équation  de  rellipsoïde  -,  a,  B,  y 

les  coordonnées  du  point  attiré  M  (fïg-  i8),  on  aura 


Passons  à  un  système  de  coordonnées  polai 
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des  formules 

l'équation  de  l'ellipsoïde  deviendra 

—  COSç  +  —  COS:]   H ;  COSi 


Considérani  un  angle  solide  dm  ayant  son  sonimei  au 
poinl  M,  et  calciilanl  l'action  de  la  pyramide  comprise  dans 
cet  angle,  sur  la  matière  de  l'unité  de  volume  concentrée 
au  point  M,  on  aura 

J  j        ^,  01"    A'^w. 

/■  ayant  la  valeur  ci-dessus  pour  les  valeurs  de  £,  ïi,  ^  rela- 
tives à  Mm,  et  y  désignant  l'attraction  de  la  matière  de 
l'unité  de  volume  sur  une  égale  quantité,  concentrées  cha- 
cune en  un  seul  point,  et  placées  à  une  distance  égale  à 
l'unité. 

En  décomposant  celte  force  frdin  parallèlement  aux 
axes,  on  aura 

yVrfwi'os^,     y"rrfiu  cos  11 ,    ^rAcosÇ. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  la  somme  de  ces  expressions 
lorsque  le  rayon  Mm  prendra  toutes  les  directions,  du  côté 
dn  plan  langent,  où  se  trouve  l'ellipsoïde.  Or,  comme  on 
n'aura  que  des  produits  de  deux  cosinus,  les  directions 
contraires  donneraient  les  mêmes  valeurs,  et  on  pourra 
faire  les  sommes  pour  toutes  les  directions  autour  de  M, 
puis  eu  prendre  la  moitié. 

Le  numérateur  de  chacune  des  composantes  à  intégrer 
renfermera  trois  termes,  dont  l'un  contiendra  le  carré  d'un 
cosinus,  et  les  deux  autres  des  produits  de  cosinus  diffé- 
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reiils  ;  quani  au  dénominateur,  il  ne  comleiilquedcs  carrés 
de  cosinus.  II  est  donc  facile  de  voir  que  les  éléments  des 
sommes  qui  ne  correspondent  pas  aux  termes  reufernianl 
les  carres  se  détruisent  deux  à  deux;  de  sorte  que  les  com- 
posantes X,  Y,  Z  de  l'action  totale  de  l'ellipsoïde  sur  le 
point  M  ont  pour  expressions,  en  représentant  le  dénomi- 
nateur commun  par  p, 

c'Z.       p 

Pour  effectuer  ces  calculs,  il  faudrait  d'abord  exprimer 
un  des  trois  cosinus  au  moyen  des  deux  autres;  mais  alors 
la  symétrie  qui  avait  eu  lieu  jusque-là  disparaitraîl  ;  il  sera 
préférable  d'employer  les  deux  angles  que  l'on  choisit  ordi- 
nairement, et  il  suffira  de  remplacer  cos^,  cosï;,  cos^  par 
les  valeurs  suivantes  : 

6  désignant  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  i'axe  dos  X,  et  if 
l'angle  que  sa  projection  sur  j"a  fait  avec  l'axe  desj'. 

Nous  calculerons  d'abord  la  valeur  de  X;  celles  de  Y  et 
de  Z  s'en  déduiront  par  de  simples  cliangements  de  lettres. 

Dans  ce  nouveau  système  de  variables,  l'élément  tira  de 
la  surface  spliérique  de  rayon  i  aura  l'expression  suivante  : 

lia  =  MfiSM'l-lf, 


'ffi^ 
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L'intégi-ale  par  rapport  à  ij-  devra  être  prise  enire  oct  an; 
et  ensuite  celle  de  Q,  entre  o  et  tt.  Mais  il  est  évident,  d'après 
la  forme  de  l'expression,  qu'il  suffira  d'intégrer  par  rapport 

à  i[j  entre  o  et  ~,  puis  Je  quadrupler  le  résultat;  et  qu'en- 
suite on  pouira  se  borner  à  considérer  les  valeurs  de  S  de 
o  à  -,  puis  à  doubler  le  résultat.  La  première  intégration 
n'offre  aucune  difficulté  :  on  posera 
(ang^^  .', 


s'9)  +  i'(<i'siD'S-+-(Hc< 


Multipliant,  comme  nous  l'avons  dit,  par  4,  puis  par  2, 


x  =  -4«/6"f' 


Si  pour  calculer  Y  on  prenait  un  système  de  coordon- 
nées polaires  analogues,  où  0  désignerait  l'angle  du  rayon 
vecteur  avec  l'axe  des/,  et  i{j  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  z 
sa  projection  sur  xz,  l'expression  de  Y  ne  différerait  de 
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celle  de  X  que  par  le  çliangemetil  de  a  en  S  et  des  lettres  a, 

i,  c  les  unes  dans  les  autres  par  le  procédé  ordinaire  de 

rotation. 

On  trouvera  ainsi 


-  4^A^e 


'£- 


s'Osiiierfs 


VllJ-siri'H 


pour  donner  une  forme  plus  simple  à  ces  trois  exprt 
siens,  nous  poserons  cos9  ^  ii  :  d'où  résultera 


et  quelles  que  soient  les  grandeurs  relatives  de  «,  h,  c,  les 
facteurs  sous  les  radicaux  seront  positifs,  et  les  intégra- 
tions n'offriront  aucune  circonstance  particulière,  dans  les 
limites  où  elles  doivent  être  effectuées  ;  mais  on  ne  pourra 
obtenir  leurs  valeurs  sous  forme  finie,  à  moins  que  deux 
des  trois  axes  de  l'ellipsoïde  ne  soient  égaux,  auquel  cas 
cela  devient  très-facile,  comme  nous  allons  le  voir. 
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Si  t'on    pose  — _— — ^^  ^°i    ^  ^i:i'^,   on  peut,    au 

moyen  de  cerlaines  transformations,  donner  à  Y  et  à  Z  une 
forme  telle,  que  leur  détermination  se  ramènerait  à  celle 
de  X  par  de  simples  différenti allons  par  rapport  aux  para- 
mètres }.,  7,'.  Mais,  comme  on  ne  peut  avoir  l'expression 
générale  de  X  sous  forme  finie,  cotte  réduclion,  pour  la- 
quelle nous  renvoyons  aux  Traités  spéciaux,  ne  pourrait 
être  appliquée  que  dans  les  cas  particuliers  que  nous  allons 
traiter  directement. 

138.   i"  Ellipsoïde  aplati.  ~  Soh  aie  petit  axe  et  è  =^  c, 

*'-"'  -s  7.  SV  -îi 

on  aura,  eu  posant —  =^  f-  ,  ou  6"  =  a  (i  -I-  /  ), 


/■ 


^-¥- 


X  z= 


6(ai-c!aiig).  - 


=  iî«\  (....,>,- 


2°  Ellipsoïde  allonge.  —  Soit  a  le  grand  axe  et  i  = 
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139.  Action  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  intérieur.  — 
Si  l'on  fait  passer  par  le  point  intérieur  une  surface  ellip- 
soïdale semblable  à  celle  qui  icrmîne  le  solide,  la  partie 
comprise  entre  ces  deux  surfaces  n'exercera  aucune  action 
sur  le  point,  et  il  n'y  aura  à  calculer  que  l'action  exercée 
par  le  solide  intérieur  à  la  nouvelle  surface  dont  l'équaiion 

sera  —,  -f- r,  +  ";  =  '"%  "'*  "y^iit  pour  valeur  ^  +  f^  +  -  ■ 
Les  formules  précédentes  donneront  les  composantes  de 
l'action  cherchée,  eu  y  remplaçant  a,  b,  c  par  ma,  mb,  me. 
Mais  comme  elles  ne  dépendent  que  des  rapports  des  axes, 
cette  substitution  serait  inutile,  et  on  peut  y  laisser  «,  b,  c. 
Elles  s'appliqueront  ainsi  à  tous  les  points  inlérieurs  ce, 
o,  y.  Les  composantes  d'un  ellipsoïde  plein  sur  tous  les 
points  de  son  intérieur  sont  donc  proportionnelles  aux 
coordonnées  respectivement  parallèles  de  ces  points. 
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DIGRESSION  SUR  UNE  TRANSFORMATION  DE  LIEUX 
GÉOMÉTRIQUES. 


140.  La  méthode  du  changement  de  variables  est  d'une 
grande  utilité,  soit  dans  la  science  des  nombres,  soit  dans 
ses  applications  à  la  geomélric.  Dans  ces  dernières,  on  a  le 
plus  souvent  pour  objet  de  déterminer  les  mêmes  lieux  par 
des  variables  différentes;  mais  quekjucfois  aussi  on  change 
la  forme  des  lieux,  ou  la  position  des  points,  et  Newton 
en  a  donné  le  premier  un  remarquable  exemple. 

Le  changement  de  variables  dont  nous  allons  parler  est 
de  ce  genre.  Les  coordonnées  d'un  point  étant  données,  les 
nouvelles  variables  correspondantes  sont,  non  les  coordon- 
nées du  même  point  par  rapport  k  d'autres  axes,  mais  celles 
d'un  point  différent  par  rapport  aux  mêmes  axes;  et  la 
liaison  de  ces  variables  consiste  en  ce  que  les  rapports  des 
coordonnées  parallèles  au  même  axe  sont  constanis,  mais 
différents  pour  les  trois  axes.  On  donne  particulièrement 
le  nom  de  points  correspondants  aux  deux  points  quel- 
conques qui  sont  ainsi  déterminés  l'un  par  l'autre. 

Tout  point  peut  être  considéré  comme  appartenant  au 
premier  système,  et  l'on  obtiendra  le  corresponiîant  en 
multipliant  les  coordonnées  du  premii^r  par  les  rapports 
donnés.  Réciproquement,  on  obliendraîl  les  coordonnées 
du  premier  en  divisant  par  ces  mêmes  rapports  celles  du 
correspondant  dans  le  second  système.  Il  faudra  donc,  lors- 
qu'on voudra  trouver  le  correspondant  tl'un  point,  indiquer 
avec  soin  de  quel  système  il  fait  partie  et  ne  pas  confondre 
les  deux  rapports  inverses. 
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Nous  allons  traher  fjiicltjoes  questions  simples,  rclalhc 
à  ce  mode  de  transformation,  et  qui  nous  seront  utiles  clan 
la  ihéorie  de  l'attraction. 

ii\.  Èfjualion  de  la  surface  correspondante  rViine  sur 
face  donnée. 

Soient  F  (a:,  j',  z)  ^o  l'équation  d'une  surface;  h/,  »,  f. 
les  nombres  constants  par  lesquels  il  faut  multiplier  Yx. 
Vj  et  le  z  d'un  quelconque  de  ses  points  pour  obtenir  lef 
coordonnées  S,  Y,  Z  du  point  correspondant,  on  aura 


sultera  entre  X,  Y,  Z,  l'équatioi 


qui  sera  celle  de  la  surface  correspondante  de  la  première. 

Si  m  =  «  =  p,  les  deux  surfaces  seront  semblables. 

On  voit  que  le  degré  de  ces  deux  cquations  est  le  même. 
D'où  il  suit  que  la  surface  correspondante  rfim  pla/i  est 
un  plan,  mais  non  parallèle  en  général.  Si  le  premier  est 
parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  le  second  le  sera  aussi. 
S'il  est  parallèle  à  l'un  des  axes,  l'autre  le  sera  au  même 
axe.  Si  la  surface  proposée  est  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses 
axes,  la  correspondante  sera  aussi  un  ellipsoïde  rapporté  à 
ses  axes  coïncidant  en  direction  avec  les  premiers.  Il  en 
sera  de  même  si  la  première  surface  est  un  liyperboloïde 
à  une  ou  à  deux  nappes.  Si,  par  exemple,  on  part  de  l'cl- 
îipsoïde 


la  surface  correspondante  aura 
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co  qui  peui  représenter  un  ellipsoïde  quelconque,  en  don- 
nant à  in,n,  p  des  valeurs  convenables,  qui  seront  tonjours 
les  rapports  des  axes  correspondants  des  deux  surfaces. 

Celle  même  équation  représentera  tous  les  ellipsoïdes 
lioiiiofocaus  au  premier  si  l'on  prend 

ce  qui  détermine  deux  des  quantités  m,  //.,  p  en  fonction 
de  la  troisième,  qui  reste  arbitraire. 

Les  correspondantes  de  deux  surfaces  semblables  sont 
semblables.  — Soient,  en  effet,  les  deux  surfaces  semblables 

les  équations  correspondantes  seront 

\m      n     p)  \m        n       p] 

Ces  surfaces  sont  donc  semblables. 

Lignes  correspondantes.  —  Les  ligues  étant  données 
par  les  équations  de  deux  surfaces  qui  les  contiennent,  on 
fera,  pour  chacune  de  ces  équations,  ce  que  nous  venon? 
de  faire  pour  une  seule. 

Il  est  important  de  remarquer  que  le  lieu  correspondant 
d'une  ligne  droite  est  une  ligne  droite,  non  parallèle  en 
général  ;  car  les  deux  surfaces  sont  des  plans,  et  leurs  cor- 
respondantes en  seront  par  eoiiséquenl  aussi. 

Si  la  droite  donnée  est  parallèle  à  l'un  des  plans  ou  des 
axes  coordonnés,  il  en  sera  de  même  de  la  correspoudaiiie. 

14-2.  Rapport  des  longueurs  de  deux  droites  corres- 
pondantes parallèles  à  l'un  des  axes. 

Si  les  points  extrêmes  de  deux  droites  parallèles  à  un 
même  axe  sont  correspondants,  les  longueurs  de  ces  droites 
seront  dans  le  rapport  constant  des  coordonnées  corres- 
pondantes, parallèles  à  cet  axe.  Car  ces  longueurs  sont 
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des  différences  de  quantités  qui  sont  dans  ce  rapport.  Mais 
si  la  première  droiie  n'était  pas  parallèle  à  un  des  axes,  la 
seconde  ne  serait  pas  parallèle  à  la  première,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  et  le  rapport  de  leurs  longueurs  ne  serait 
pas  constant  si  m,  n,  p  n'étaient  pas  égaux. 

143.  Rapport  de  deux  surfaces  planes  correspondantes, 
parallèles  à  l'un  des  plans  coordonnés.  —  Ces  deux  sur- 
faces, terminées  par  des  courbes  quelconques  correspon- 
dantes, et  parallèles  au  plan  YZ  par  exemple,  peuvent  être 
partagées  par  des  droites  correspondantes,  parallèles  à  Taxe 
des  z,  et  à  des  distances  infiniment  petites.  Les  longneure 
des  cordes  correspondantes  seront  dans  le  rapport  p;  les 
distances  de  deux  cordes  consécutives  et  de  leurs  correspon- 
dantes seront  dans  le  rapport  1;  le  rapport  des  éléments 
correspondants  sera  donc  np  ;  il  en  sera  donc  de  même  de 
leurs  sommes,  et  de  leurs  limites.  Les  deux  aires  sont  donc 
dans  le  rapport  np. 

lid.  Rapport  de  deux  volumes  terminés  par  des  sur- 
faces correspondantes .  —  On  décomposera  ces  volumes 
par  des  plans  correspondants  iniiniment  voisins,  perpen- 
diculaires à  un  des  axes,  celui  des  x  par  exemple.  Les 
distances  correspondantes  de  deux  plans  consécutifs  seront 
dans  le  rapport  m.  Les  sections  des  volumes  par  les  plans 
correspondants  seront,  comme  nous  venons  de  ledémontrer, 
dans  le  rapport  np.  Les  éléments  de  volume  compris  entre 
les  plans  consécutifs  sont  donc  dans  le  rapport /»///>  ;  eC, 
par  conséquent,  le  premier  volume  est  au  second  dans  le 
rapport  mnp. 

^i5.  Le  produit  des  x  de  deux  points  non  correspon- 
dants considérés  respectivement  dans  les  deux  systèmes 
est  égal  au  produit  des  x  des  points  qui  leur  sont  respec- 
tivement correspondants  ;  et  de  même  pour  les  y  et  les  z. 


Hosted  by 


Google 


CHAPIIliE    XI.  197 

SoJeju,  eu  effet,  x,j,  s  etX',  T',  Z'  les  coordonnées  des 
deux  premiers  poînls  m.  M';  X,  Y,Z  celles  du  point  M  qui, 
dans  le  second  système,  est  le  correspondant  de  m;  et 
x',j',  z'  celles  de  ni  du  premier  système,  correspondant 
de  M' du  second,  on  aura  évidemment  a:X'  =  Xa;',  puisque 
X'  =  ni  a:'  et  X  =  mx. 

EtTou  verrait  de  même  que  l'on  aura 

On  peut  encore  déduire  de  là  uiie  autre  proposition  utile. 
En  effet,  si  l'on  désigne  par  ]\  R  les  distances  de  deux 
points  correspondants,  à  l'origine;  par  r'jH',  les  analogues 
pour  deux  autres,  on  aura 

rR'  cos  rR'  —  :cX'  +  j  Y'  +  zZ', 
r'Rcosr'R  =  ji'X  +/Y  +  î'Z; 
d'où 

rR'cosrR'  =  /^'Rcosr'R. 

146.  La  différence  des  carrés  des  distances  du  centre  à 
deux  points  correspondants  de  deux  ellipsoïdes  Iiomo- 
focauXf  est  constante. 

Soient  les  équations  de  ces  deux  ellipsoïdes 


ils  constituent  nécessairement  deux  surfaces  correspon- 
dantes, comme  nous  l'avons  démontré  pour  deux  ellipsoïdes 
quelconques,  les  rapports  des  coordonnées  des  points  cor- 
respondants étant  ceux  des  axes  parallèles.  Ces  ellipsoïdes 
étant  homofocaus,  on  a 

A=~  a'=  B'—  i'  =  C"—  c\ 
Cela  posé,  la  différence  des  carrés  des  di; 
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points  {x,j,  z),  (X,  Y,  Z)  au  centre  sera 


A-  — a=     ,        B'~  l>'    , 
OU.  d'après  les  condilion?  données, 


c'est-à-dire  simplement  A'  —  a^,  ee  ^ui  prouve  la  pro- 
position énoncée. 

147.  Si  l'on  prend  deux  points  i/uelcortffiies  m,  m'  sur 
la  surface  d'un  ellipsoïde,  et  les  points  correspondants 
M,  M'  sur  un  ellipsoïde  liomofocal  quelconque ,  les  dis- 
tances M'm  et  Mm'  seront  égales. 

Car  si  l'ondésignepar  r,R,  /'',R'les distances  respectives 
de  ces  quatre  poiots  au  centre,  on  aura,  par  la  dernière 
proposition, 


et,  d'après  l'avant  dernière, 

R/-'cosR/-'=:R'rcos 
Et  comme 

Mm'':=  R' -i- 7-"  —  2R/'' 
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ATTRACTION  D'UN  ELLIPSOÏDE  SUR  UN  POINT  EXTÉRIEUR, 


148.  JVous  avons  calculé  précède  in  me  ni  l'acnoii  d'un 
ellipsoïde  plein,  homogène,  sur  un  point  quelconque  de  son 
intérieur  ou  de  sa  surface,  11  reste  à  calculer  celle  qu'il 
exerce  sur  un  point  extérieui-;  question  beaucoup  plus  dif- 
ficile, et  qui  a  assez  longtemps  arrêté  les  géomètres.  Leurs 
efforts  tendaient  à  ramener  ce  cas  au  premier.  Maclaurin 
l'a  tenté  le  premier,  et  n'a  pas  complètement  réussi  ;  d'autres 
géomètres  y  sont  pariewtis  après  lui,  mais  si  péniblement, 
qu'on  avait  continue  les  recherches  sur  ce  point  important. 
Enfin,  Ivory  est  parvenu  à  découvrir  un  théorème  remar- 
quable par  sa  simplicité,  et  qui  ramène  presque  sans  travail 
la  seconde  question  à  la  première.  Elle  est  fondée  sur  les 
propriétés  des  points  correspondants,  et  c'est  pour  cela  que 
nous  avons  exposé  cette  théorie  avec  quelque  détail. 

149.  Théorème  (V Ivory , —  Ce  théorème  ramène  l'action 
d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  extérieur  quel- 
conque, à  celle  qu'exercerait  un  ellipsoïde  homofocal  pas- 
sant par  ce  point,  sur  le  correspondant  de  ce  point  sur  la 
surface  de  l'ellipsoïde  donné  :  question  dont  on  connaissait 
la  solution,  que  nous  avons  précédemment  exposée. 

Soient  a,  ê,  •/  les  coordonnées  d'un  point  extérieur  à 
un  ellipsoïde  dont  les  demi-axes  sont  A,  B,  C;  la  compo- 
sante X  de  son  attraction  sur  ce  point  sera 
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les  intégrales  s'étendaiil  au  volume  entier.  Intégranl  pac 
rapport  à  x,  et  désignant  par  ri,  i\  les  dislances  du  point 
attiré  aux  points  extrêmes  du  filet  de  l'ellipsoïde,  dans 
lequel  on  a  fait  l'intégrallou,  on  trouvera 

Concevons  maintenant  un  ellipsoïde  Tiomofocal  avec 
premier,  passant  par  le  point  donné,  et  cherclions  son  a 
traction  sur  le  point  correspondant  à  ce  dernier  sur  la  sur- 
face du  premier  ellipsoïde.  Pour  cela  nous  prendrons  le 
rectangle  flj-'  dz',  dont  les  points  seront  les  correspondants 
de  ceux  de  dy  ds,  et  nous  intégrerons  dans  l'étendue  du 
filet  du  second  ellipsoïde,  qui  se  projette  suivant  (/j^'^ïs'  sur 
le  plan  YZ.  Nous  trouverons,  pour  la  composante  de  l'at- 
traction de  ce  dernier  corps  sur  le  point  correspondant  au 
point  donné, 


X'  = 


-fp 


ff 


Les  rayons  rj  et  )\  sont  les  mêmes  que  pour  le  premier  el- 


lir 


nde, 


puisque 


t  respecUvemenl  cor- 


respondantes de  celles  des  aulr 

Or,dyelz':dydz:;B'C':'BC\  et  celle  proportion  ayant 
lieu  pour  les  portions  des  intégrales  relatives  à  deux  filets 
correspondants  quelconques,  aura  lieu  pour  les  intégrales 
elles-mêmes;  d'où  résulte 

x:x';:BC:B'c', 


Y:Y'::AC;A'C, 
Z:z::AB;  A'B'. 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  s 
d'Iïory  : 
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Les  atlractions  que  deux  ollipsoïdes  hotnofocaax  exer- 
cent parallèlement  à  chaque  axe,  sur  lieux  poin/s  coiTes- 
pondants placés  sur  leujs  surjaces  respectives,  sont  eriti'e 
elles  comme  les  produits  des  deux  axes  perpendiculaires 
à  chaque  composante. 

Remarque.  —  Poisson  a  iiionlré  que  ce  tliéorème  était 
indépendant  de  la  loi  d'attraction.  Car  si  la  fonclion  de  la 
distance  qui  expiime  l'attraction  est  désignée  par  F(/), 
on  aura 

r{3:  —  «)dxdrdzFir)_ 


^-^'ffp' 


intégrant  par  rapport  à  x  l'expression  [x  —  a)F(r)— » 
ou  F[r)dr,  et  désignant  le  résultat  par  ^(''),  on  aura 

Pour  le  second  ellipsoïde,  on  trouvera  de  même 


-'^ff'- 


J   dr'dz'[f{r,)~^(r,)\; 

d'où  l'on  conclurait  encore 

x:x'::BG:B'C', 

et  de  même  pour  les  autres  composantes. 

150.  Application  duthéorème  d' Ivoiy .  — On  voit  que, 
d'après  ce  théorème,  on  connaîtra  les  composâmes  de  l'at- 
traction d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur,  en  faisant 
passer  par  ce  point  un  ellipsoïde  liomofocal,  et  chercliant 
les  composantes  de  son  attraction  sur  le  point  corres- 
pondant de  la  surface  du  premier,,  qui  est  dans  son  inté- 
rieur; puis  multipliant  les  composantes  par  les  rapports 
des  produite  des  axes  perpendiculaires. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  pro- 
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posé,  A',  B',  C  ceux  de  l'ellipsoïde  liomofocal  passant  par 
le  point  donné  (a,  6,  y)  ;  A",  W,  C"  ceux  d'un  ellipsoïdo 
semblable  au  second  eL  passant  par  le  point  [a',  6',  y'}  cor- 
respondant à  (a.  S,  y)  sur  le  premier;  enfin  M,  M',  M" les 
volumes  de  ces  trois  corps. 

Les  composantes  de  l'aitraciion  du  troisième  ellipsoïde 
sur  le  point  («',  6',  y')  seront  les  mêmes  c[ue  celles  du 
second.  On  aura  donc,  d'après  les  formules  connues  pour 
les  poiiUs  de  la  surface, 

Mais,  d'après  la  similitude  des  deux  derniers  ellipsoïdes, 


M"        M'  ,       ,  ,       «A     ,  , 

Tïïi^  —r^i  et,  de  plus,  a.  ^  — ^;  donc,  eu  observant  i 

l'on  a  B''  —  A"  ^-  B^  -  A%  C"  —  A"  =  C'~  A%  on  ai 

y,^       3  M 'A  A 

A" 


A    r' __  "'t/^ 

~1  s/^^'^W' 


A'        A 

....  BC 

■ulMphantpa,-,  an  trouve 


'   1    {- 


'{■•du 


Il  en  serait  de  même  des  deux  autres  composantes. 
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Passage  du  théorème  d'Ivory-  à  celui  de  Macîaurin. 

151.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  rattraction  de 
l'ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes  sont  A,  B,  C,  sur  le 
point  extérieur  dont  les  coordonnées  sont  «,  6,  y;  X",  Y", 
Z"  les  composantes  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  homofocal 
passant  par  le  point  {«,  S,  y)  sur  le  point  correspondant, 

1  .       aA       6B       7G        1 1    m    j^  I    ■  I 

qui  a  pour  coordonnées  —7»  —i    -^l  A  ,  d  ,  L    elanl  les 

demi-axes  de  cet  ellipsoïde;  et  enfin  X',  Y',  Z'  les  compo- 
santes de  l'attraciion  du  second  ellipsoïde  sur  le  point 
(«,  ê,  y)  de  sa  surface. 

Le  théorème  d'Ivory  donne 

A  —  ^        ^_AC  '^  _  ^  . 

X"~'B'C''      V'^A'C'      Z"~A'B"'' 

mais,  pour  tout  point  de  l'intérieur  d'un  ellipsoïde,  les 
composâmes  de  l'allraclion  sont  proportionnelles  à  la  coor- 
donnée parallèle  ;  donc 


iclut  immédiatement 


X'       A'B'C       Y'       Z' 

Les  trois  composantes  X,  Y,  Z  étant  proportionnelles  à 
X',  Y',  Z',  les  résultantes  sont  dans  une  même  direction,  et 
leurs  iritensilés  sont  entre  elles  comme  les  composantes, 
c'esl-à-dire  "ABC:  A'B'C.  D'où  résulte  ce  théorème  : 

L'atlraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point 
extérieur  a  la  même  direction  que  celle  qu  exercerait  sur 
lui  un  ellipsoïde  homofocal  passant  par  ce  point,  et  leurs 
intensités  sont  comme  les  volumes  des  deux  corps. 
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L'usage  de  ce  théorème  est  évident  puisqu'il  ramècie  à 
l'attraction  d'un  ellipsoïde  facile  à  déterminer  sur  un  point 
donné  de  sa  surface. 

Remarque.  —  Si  Ton  comparaît  l'action  d'un  second 
ellipsoïde  liomofocal  au  preniicr,  et  auquel  le  point  donné 
serait  extérieur,  à  l'action  de  celui  qu'on  a  fait  passer  par 
ce  point,  on  obtiendrait  la  même  conséquence  que  pour  le 
premier;  d'où  l'on  conclut  celle  proposition  que  (^e«x«/- 
lipsoïdes  homofocaux  exercent  sur  un  point  extérieur  aux 
deux,  des  actions  de  même  direction,  et  proportionnelles 
aux  volumes  de  ces  deux  corps. 
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AUTRES  SOLUTIONS  DU  PROBLÈME  DE  L'ATTRACTION 
DES  ELLIPSOÏDES. 


La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  est  complète  et 
connue  depuis  longtemps.  L'attraction  d'un  ellipsoïde  ho- 
mogène sur  un  point  de  sa  surface,  y  est  ramenée  au  plus 
grand  degré  de  simplicité  dont  elle  soit  susceptible.  L'at- 
traction sur  un  point  extérieur  s'en  déduit  immédialement, 
soit  par  le  beau  théorème  d'ïvory,  soit  par  celui  de  iVlacIau- 
rin;  et  ce  dernier  pouvait  être  démontré  dans  toute  sa  géné- 
ralité, soit  d'après  celui  d'ïvory,  soit  directement  par  la 
rcmarquahie  analyse  de  0.  Rodrigues.  Nous  pourrions 
donc  nous  borner  à  ce  qui  précède;  mais  nous  ne  croyons 
pas  pouvoir  nous  dispenser  de  dire  quelques  mots  des  im- 
porianls  travaux  de  M.  Chasles  sur  le  même  sujet;  on  en 
trouvera  l'exposé  complet  dans  les  Traités  de  Mécanique. 

152.  I^KMME.  —  Si  Von  considère  deux  ellipsoïdes  seiti- 
hlables  E,  fi,  et  d^une  autre  part  deux  ellipsoïdes  E',  e', 
semblables  entre  eux,  mais  non  aux  premiers,  et  ayant 
entre  leurs  axes  les  mêmes  rapports  que  les  premiers,  si 
E  et  E'  sont  homofaux,  e  et  ^  le  seront  aussi. 

Nous  donnerons  le  nom  de  couches  homofocales  aux 
volumes  compris  respectivement  entre  les  ellipsoïdes  E,  e 
cl  E',e'.  En  effet,  en  passant  de  E  à  <?,  les  distances  focales 
ont  varié  dans  le  même  rapport  que  les  axes  de  ces  ellip- 
soïdes semblables,  et  il  en  sera  de  même  dans  le  second 
système.  Or  le  rapport  des  axes  est  le  même  dans  les  deux 
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systèmes  ;  il  en  sera  donc  de  même  des  rapports  des  exccn- 
Iri  ci  tés,  donc  ces  excentricités  étant  les  mêmes  pour  E  et  E', 
elles  le  seront  pour  e  et  e'. 

II  est  inutile  de  dire  qu'aucun  autre  ellipsoïde  que  e', 
semblable  à  E'  ne  pouvant  être  liomofocal  avee  a',  ne  pourra 
l'être  avec  e.  On  voit  aussi  qne,  réciproquement,  si  les 
ellipsoïdes  E,  E'  sont  homofocaux,  e  et  e'  le  sont  aussi  ;  que 
le  rapport  des  axes  de  E  et  e  sera  le  même  que  pour  E'  el  e', 
et  que,  par  suite,  le  rapport  des  différenees  des  axes  à  ces 
axes  mêmes,  sera  le  même. 

153.  Réduction  du  Vattraclion  d'uJto  couche  ellipsoï- 
dale sur  un  point  extérieur. 

Considérons  une  couche  terminée  par  deux  surfaces  el- 
lipsoïdales semblables  E,  e,  telles  que  les  différences  de 
leurs  axes  homologues  soient  infiniment  petites  ;  nous 
allons  ramener  son  action  sur  un  point  extérieur  M  à  celle 
qu'exercerait  sur  ce  point  une  autre  eouche,  dont  la  sur- 
face extérieure  passerait  par  M  et  serait  avec  la  première 
dans  les  conditions  du  lemme  précédent. 

Désignons  par  E',  e'  les  deux  surfaces  semblables  et  lio- 
mofocales  rcspeciivemenl  avec  E  et  e  qui  terminent  celte 
couche,  dont  la  première  E'  passe  par  M. 

Les  surfaces  E  el  E' étant  considérées  comme  eorrespon- 
dantes,  les  surfaces  e  el  d,  pour  lesquelles  le  rapport  des 
axes  est  le  même  que  pour  E  et  E',  seront  aussi  correspon- 
dantes dans  le  même  système.  D'où  il  suit  que  si  l'on  dé- 
compose la  couche  Ee  en  éléments  infiniment  petits  dans 
tous  les  sens,  terminés  par  des  surfaces  quelconques,  les 
surfaces  correspondantes  partageront  la  couehe  E'e'  en  élé- 
menls  dont  le  rapport  avec  les  premiers  sera  le  produit 
des  trois  rapporta  des  coordonnées  de  même  nom;  el,  par 
conséquent,  ces  éléments  seront  comme  les  produits  des  irois 
axes  des  ellipsoïdes  correspondants:    et  leurs  sommes,  et 
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par  suite  les  volumes  des  couches,  seraient  dans 
rapport. 

Maitileiiant  si  nous  divisons  le  volame  do  ch; 
ment  de  la  couche  Ee  par  la  distance  an  point  M  qui  est 
silué  sur  E',  et  le  volume  de  chaque  élémeul  de  E'e'  par  sa 
distance  au  point  m  homologue  de  M,  qui  est  situe  sur  la 
surface  E,  ces  deux  distances  élant  égales,  d'après  les  pro- 
pi'iélés  démontrées  précédemment,  les  quotients  correspon- 
dants seront  entre  eux  comme  les  éléments  enx-mi^mes,  ou 
comme  les  produits  des  trois  axes  des  ellipsoïdes  correspon- 
dants ;  d'on  il  suit  que  la  fonction  désignée  par  V  (n"  133), 
relatiïe  au  volume  Ee  et  au  point  M,  est  à  la  fonction  V, 
relative  au  volume  E'e'  et  au  point  m,  dans  le  rapport  des 
produits  des  trois  axes  de  E  et  dea  trois  axes  de  E'. 

Si  maintenant  ou  déplace  le  point  M  sur  l'ellipsoïde  E', 
m  se  déplacera  sur  E,  et  V  sera  invariable,  puisque  le  point 
m  reste  dans  l'intérieur  de  e";  et,  par  suite,  V  le  sera  lui- 
même,  puisque  son  rapport  à  V  est  toujours  le  même. 
D'où  il  suit  que  E'  est  une  surface  de  niveau  relativement 
a  Taltraciion  de  la  couche  Ee;  c'est-à-dire  que  la  résul- 
tante de  l'attraction  de  la  couche  Ee  sur  un  point  quel- 
conque M  de  E',  est  normale  à  cette  surface. 

Celle  proposition  ayant  lieu  pour  toute  autre  couche 
dans  les  mêmes  conditions  que  Efl,  ei  correspondant  à  une 
même  couche  E'e',  aura  lieu  pour  cette  dernière.  Donc 
l'action  sur  M  sera  aussi  normale  à  l'ellipsoïde  E'. 

Maintenant,  pour  avoir  les  composantes  respectives  de 
l'action  des  couches  Ee,  E'e'  sur  M,  il  faudrait  différentier 
successivement  les  fonctions  V,  V  par  rapport  à  a,  ë,  y, 
coordonnées  de  M,  et  Ton  obtiendrait  ainsi  des  dérivées 
dont  les  rapports  respectifs  seraient  celui  des  fonctions 
mêmes  V  et  V,  ou  des  produits  des  axes  des  ellipsoïdes  E,E'; 
d'où  se  déduit  cette  proposition  due  à  M,  Chasles  : 

Pour  connaître  V action  d'une  couche  infini 
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comprise  entre  deux  ellip&o'ù/es  semblables  sur  un  point 
extérieur,  il  suffît  de  calculer  celle  qu'exerce  sw  le  même 
point,  une  couche  homofocale  de  même  ma/ière ,  dont  la 
surface  extérieure  passe  par  ce  point.  Les  résulianfes 
de  ces  actions  auront  la  même  direction,  normale  à  l'ellip- 
soïde qui  passe  par  ce  point,  et  seront  entre  elles  comme 
les  volumes  des  couches,  ou  comme  les  produits  des  axes 
des  ellipsoïdes  correspondants. 

Si  l'on  considérait  une  autre  couche  E"e"  homofocale 
avec  Ee,  on  aurait  une  conséquence  semblable,  et,  en  éli- 
minant ce  qui  appartient  à  E'e',  on  verraîl  que  les  actions 
des  couches  Ke,  E"e"  sur  M  sont  de  même  direction  et 
proportionnelles  aux  produits  des  axes  de  leurs  surfaces 
extérieures  ou  de  leurs  surfaces  intérieures. 

134.  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Mac-' 
laurin . 

Le  théorème  précédent  étant  démontré,  M.  Chasies  a 
fait  voir  comment  on  en  pouvait  déduire  bien  simplement 
celui  de  Maclaiirin. 

Il  s'agit  de  comparer  les  actions  de  deux  ellipsoïdes  lio- 
mofocaux  homogènes,  dont  les  demi-axes  sont  a,  b,  c  et 
A,  B,  C,  sur  un  même  point  M  extérieur  aux  deux. 

Pour  cela  on  décomposera  l'un  d'eux  par  des  surfaces 
ellipsoïdales  semblables,  infiniment  voisines,  et  le  second 
par  des  surfaces  ellipsoïdales  semblables  entre  elles  et  ho- 
mofocales  avec  celles  du  premier;  les  axes  de  deux  sur- 
faces correspondantes  seront  les  mêmes  que  pour  les  sui- 
vantes, et  par  suite  que  pour  celles  des  ellipsoïdes  donnés. 
Deux  couches  honiofocales  correspondantes  donneront 
sur  M  des  actions  de  même  direction,  et  proportionnelles 
aux  produits  des  axes  de  leurs  surfaces  correspondantes,  et 
par  conséquent  aux  produits  abc,  ABC. 

Celle  direction  changera  avec  les  couches,  mais  sera 
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toujours  la  même  pour  deux  couches  correspondantes,  et 
le  rapport  des  forces  qu'elles  produisent  sera  toujours  celui 
de  abc  à  ABC.  D'où  il  suit  qu'en  composanl  séparément 
toutes  ces  forces  passant  par  M,  pour  chacun  des  deux 
ellipsoïdes  proposés,  on  aura  des  résultantes  de  même  direc- 
tion et  dont  les  intensités  seront  dans  le  rapport  des  pro- 
duits abc,  ABC,  ou  des  volumes  des  ellipsoïdes. 

De  là  résulte  cette  conséquence  qui  n'est  autre  chose  que 
le  théorème  de  Maclaurjn  : 

Deux  ellipsoïdes  homogènes  homofocaux  exercent  sur 
un  même  point  extérieur  des  actions  de  même  direction, 
et  proportionnelles  à  leurs  volumes. 

Et  comme  on  a  les  expressions  des  composantes  de  l'at- 
traction d'un  ellipsoïde  sur  un  point  de  sa  surface,  il  suffira, 
pour  obtenir  Vaction  d'un,  ellipsoïde  homogène  sur  un 
point  extérieur,  de /aire  passer  par  ce  point  un  ellipsoïde 
komofocal,  et  de  multiplier  les  composantes  de  son  attrac- 
tion sur  ce  point  par  le  rapport  des  volumes  du  premier 
ellipsoïde  et  du  second. 

M.  Cliasles  ne  s'est  pas  borné  à  donner  celle  nouvelle 
démon su-ati on  du  théorème  de  Maclaurin,  il  est  parvenu, 
au  moyen  de  considérations  géométriques,  à  l'expression  des 
composantes  de  l'attraction  d'une  couche  ellipsoïdale  sur 
un  point  extérieur;  et,  en  faisant  l'intégration  relativement 
à  toutes  les  couches  d'un  ellipsoïde,  il  a  obtenu  directe- 
ment les  formules  des  composantes  de  l'attraction  de  l'ellip- 
soïde entier,  auxquelles  on  était  déjà  parvenu  par  les  pro- 
cédés que  nous  avons  fait  connaître. 

Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  ce  sujet,  qui  est  traité 
avec  détail  dans  les  Ouvrages  spéciaux.  Nous  nous  sommes 
même  peut-être  un  peu  trop  étendu  sur  cette  théorie;  mais 
son  utililédans  les  questions  importantes  de  la  Mécanique 
céleste,  expliquera  suffisamment,  je  l'espère,  la  longueur 
de  ces  développements. 

""  .4 
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135.  Toutes  les  fois  que  nous  avons  eu  à  considérer  des 
surfaces  ou  des  lignes  résistâmes,  nous  avons  suppose 
qu'elles  ne  pouvaient  détruire  que  des  forces  qui  leur 
étaient  normales.  Mais  il  n'eu  est  plus  de  même  dans  la 
réalité,  et  les  surfaces  matérielles  peuvent,  dans  certaines 
limites,  détruire  des  forces  obliques  et  même  des  forces 
tangeniielles.  Plus  ces  surfaces  sont  polies,  moins  elles 
offrent  de  résistance  tangentielle;  et  nous  nous  sommes 
placé  jusqu'ici  à  la  limite  idéale  de  surfaces  infiniment 
polies,  et  incapables  de  détruire  la  moindre  force  tangen- 
tielle,  el,  par  suite,  toute  force  faisant  avec  la  normale  un 
angle,  si  petit  qu'il  soit.  Il  faut  donc,  dans  les  applications 
matérielles  de  la  science,  tenir  compte  de  ces  forces  qui 
peuvent  se  développer  au  contact  des  corps,  et  qu'on  nomme 
forces  de  frottement. 

Les  lois  qu'elles  suivent  dans  leur  production  et  leur 
action  ne  peuvent  être  déduites  que  de  l'expérience,  et 
nous  allons  faire  connaître  les  résultais  généraux  auxquels 
elle  a  conduit. 

1S6.  Dans  la  reclierche  des  conditions  d'équilibre,  nous 
avons  toujours  supposé  que  les  courbes  ou  surfaces  fixes  ne 
pouvaient  donner  naissance  qu'à  des  forces  normales.  Maïs 
il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  réalité;  et  l'expérienre  prouve 
que  la  résistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  peut  dé- 
truire  non-seulement  des    forces  normales  quelconques, 
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mais  encore  des  forces  tangeiUÎelles  comprises  eiiire  cer- 
taines limites.  Ces  dernières  sont  d'autant  moindres  que 
les  surfaces  en  contact  sont  plus  polies,  et  l'on  peut  sup- 
poser qu'elles  n'existeraient  pas,  si  ces  surfaces  étaient  en 
tièrement  dépourvues  d'aspérités,  comme  nous  les  avons 
supposées  dans  tout  ce  qui  précède. 

Les  circonstances  dans  lesquelles  nons  nous  placions  se 
rapportent  donc  en  quelque  sorte  à  un  cas  limite  qui  ne  se 
jamais  rigoureusement  dans  la  nature^  et  il  est 
,  pour  les  applications  pratiques,  d'étudier  les 
modifications  qu'apporte  aux  conditions  d'équilibre,  l'in- 
troduction de  ces  nouvelles  forces,  que  nous  désignons  sous 
le  nom  de  forces  defroUement. 

Les  lois  que  suivent  ces  forces  ne  peuvent  être  déduites 
que  de  l'expérience,  et  nous  allons  faire  connaître  les  ré- 
sultats généraux  auxquels  elle  a  conduit. 

Lorsqu'un  corps  en  contact  avec  un  plan  par  tous  les 
points  d'une  face  plane,  esl  pressé  contre  ce  plan  par  une 
certaine  force,  on  ne  peut  le  mettre  en  mouvement  par  le 
moyen  d'une  force  située  dans  le  plan,  que  lorsqu'elle  dé- 
passe une  certaine  limite.  Celte  limite,  qui  n'atteint  sa  plus 
grande  valeur  que  quand  le  contact  a  duré  un  certain 
temps,  est  la  mesure  de  la  force  de  frottement  que  peut 
produire  la  pression  du  corps  contre  le  plan.  Mais  celte 
force  ne  se  développe  que  lorsque  Ton  sollicite  le  corps  par 
une  force  qui  a  une  composante  située  dans  le  plan  de  con- 
tact, cl  elle  est  égale  et  opposée  à  cette  dernière,  tant  que 
le  corps  ne  se  met  pas  en  mouvement.  Elle  peut  donc  va- 
rier arbitrairement  quant  à  sa  direction  et  son  intensité; 
elle  n'est  assujettie  qu'à  èire  située  dans  le  plan  de  con- 
tact, et  à  ne  pas  dépasser  la  limite  dont  il  a  été  question 
tout  à  l'heure,  et  qui  doit  être  le  seul  objet  de  nos  re- 
cherches. Ajoutons  qu'elle  se  rapporte  au  cas  où  l'on  fait 
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prendre  à  tous  les  poinls  <îii  corps  un  mouvement  paral- 
lèle et  égal. 

Le  frolleinenl  d'un  corps  peut  déiruire  non-seulcmenl 
une  force  unique,  mais  uu  nombre  ([uelconque  de  forces 
réJuctibles  ou  non  à  une  seule;  les  forces  qu'il  représente 
sont  donc  dépendantes  de  celles  que  l'on  fait  agir  daus  le 
plan  de  contact. 

Cela  posé,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  détermi- 
nation de  la  force  maximum  que  le  frottement  peut  dé- 
truire, ei  que  nous  prendrons  pottr  mesure  du  frottement 
lui-même. 

Or,  l'expérience  a  dcmonlré  que  : 

i"  La  force  de  frottement  varie  proportionnellement  à 
la  pression,  toutes  les  autres  circonstances  restant  les 
mômes; 

2"  Elle  ne  défiend  pas  de  l'élendue  de  la  surface  en  con- 
lact,  pourvu  qu'elle  ne  renferme  pas  de  pointes  ou  d'arêtes, 
mais  seulement  de  la  nature  et  du  poli  des  deux  surfaces; 
3"  Lorsque  l'un  de  ces  corps  glisse  sur  l'autre,  la  force 
de  frottement  est  îndépendanic  de  la  loi  du  mouvement; 
elle  est  déterminée  en  grandeur  par  la  pression  et  la  nature 
des  surfaces  :  et  sa  direction  est,  pour  chacun  des  deux 
corps,  en  sens  contraire  de  sa  vitesse  relative. 

On  conçoit  facilement  comment  les  deux  premières  lois 
ont  pu  être  reconnues.  En  posant  un  corps  sur  un  plan 
horizontal  et  le  tirant  par  nn  cordon  horizontal  passant  sur 
une  poulie  de  renvoi,  et  à  l'extrémité  duquel  on  appliquait 
des  poids  connus,  ou  a  pu  déterminer  avec  précision  le 
poids  le  plus  faible  qui  met  le  corps  en  mouvement,  et  qui 
mesurera  la  force  de  frottement.  En  chargeant  le  corps  de 
divers  poids,  on  a  déterminé  les  nouvelles  valeurs  de  ceux 
qui  déterminent  le  mouvement,  et  l'on  a  reconnu  que  leurs 
rapports  à  ceux  qui  mesurent  la  pression  étaient  toujours 
les  mêmes. 
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En  diminuant  la  surface  en  coniact,ou  en  posant  le  corps 
sur  les  différentes  faces  également  polies,  on  a  encore  re- 
connu que  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  était  le 
même.  Ces  expériences,  répétées  un  grand  nombre  de  fois, 
et  sur  des  corps  très-variés,  oulloujours  conduit  aux  mêmes 
conséquences. 

Ce  rapport  du  frottement  à  la  pression,  qui  ne  varie 
qu'avec  !a  nature  des  substances,  est  désigné  sous  le  nom 
de  coefficient  dufrottcnienl. 

Quant  à  la  troisième  loi,  elle  a  été  démontrée  par  des 
expériences  dont  l'inierprélation  exige  quelques  notions  de 
Dynamique.  Ces  détails  trouveront  mieux  leur  place  dans 
un  Cours  de  machines,  el  nous  nous  bornerons  à  l'énoncé 
de  celle  loi. 

1S7.  jiugle  du  frottement.  —  Si  un  corps  soumis  à  la 
seule  action  de  la  pesanicur  repose  sur  un  plan  lioriz.ontal 
par  une  face  plane,  et  qu'on  fasse  tourner  ce  plan  autour 
d'une  droite  horizontale,  le  corps  couimencera  à  glisser 
quand  l'inclinaison  du  plan  aura  atteint  une  certaine  va- 
leur, qu'il  est  facile  de  déterminer. 

Soient,  en  effet,  P  le  poids  du  corps  et  a  l'inclinaison  du 
plan  mobile  sur  le  plan  horizontal;  la  pression  du  cojps 
sur  le  plan,  ou  la  composante  de  son  poids  perpendiculai- 
rement à  ce  plan,  sera  Pcos«;  et  la  composante  parallèle 
aura  pour  valeur  Psina. 

Lorsque  l'inclinaison  variable  «  aura  atteint  la  valeur 
particulière  fi  pour  laquelle  le  corps  commence  à  glisser, 
la  force  de  frollement  sera  précisément  égale  à  la  compo- 
sante parallèle  au  plan  incliné;  et  si  l'on  désigne  parole 
rapport  du  frottement  à  la  pression,  ou  aura 

f:^ ■-  =  tanj;;j. 
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Ainsi  lous  les  corps  de  même  nature  cl  également  polis,  cl 
génëraleinent  tous  ceux  qui  auront  îe  même  coeflldenl  de 
frottement  relativement  au  plan  moLile,  commenceront  à 
glisser  sous  un  même  angle  dont  la  tangente  trigononié- 
trique  est  égale  au  coefficient  du  frottement,  et  que  l'on 
désigne  sous  le  nom  d'angle  dufroticment. 

Cette  expérience  peut  aussi  servir  à  démontrer  les  deux 
premières  lois  du  frottement.  En  plaçant  sur  un  plan  mo- 
bile autour  d'une  horizonlale,  un  corps  dont  les  différentes 
faces  planes  sont  également  polies,  on  reconnaît  qu'il  com- 
mence à  glisser  pour  une  même  inclinaison  du  plan,  quelle 
que  soit  l'aire  de  la  face  de  contact,  ei  quel  que  soit  le 
poids  dont  ou  surcharge  le  corps.  On  conclut  de  là  que, 
lorsque  la  nature  et  le  poli  des  surfaces  ne  changent  pas,  la 
force  de  frottement  est  proportionnelle  à  la  pression,  et  in- 
dépendanio  de  l'étendue  de  la  face  de  contact.  L'angle  sous 
lequel  le  glissement  commence,  détermine  le  coefficient  du 
frottement,  qui  en  est  la  tangente  trigonométrique, 

158.  Equilibre  d^un  corps  pressé  contre  un  plan  par 
une  force  oblique.  —  Soient  V  [fig-  19)  une  force  appli- 


.A_ 


quée  à  un  corps  M,  A  le  point  on  sa  direction  rencontre  la 
face  de  contact,  et  6  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  normale  AN^ 
La  pression  du  corps  contre  le  plan  sera  PcosO;  le  frot- 
tement sera  exprimé  paryPcosO,  yétani  le  coefficient  du 
frottement;  cl  la  force  dans  Je  plan  fixe,  qui  tend  à  mettre 
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le  corps  en  mouvement,  est  égale  àPsitiô.  Il  y  aura  donc 

équilibre  si  l'on  a 

Psine</Pcose, 
ou 

tang8</. 

Ainsi,  l'équilibre  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  force  P, 
pourvu  qu'elle  fasse  avec  la  normale  un  angle  qui  ne  soit 
pas  supérieur  ii  l'angle  du  froHement, 

Au  reste,  le  cas  que  nous  venons  d'examiner  ne  diffère 
du  précédent  qu'en  ce  que  la  force  P  est  de  direction  et 
de  grandeur  quelconque,  au  lieu  d'élre  le  poids  môme  du 
corps. 

1 59,  Équilibre  du  levier  en  ajani  égard  au  frottement, 
—  Considérons  un  levier  posé  sur  un  autre  corps,  de  sorte 
que  le  point  d'appui  ne  soit  pas  lié  invariablement  avec 
lui  ;  et  supposons-le  sollicité  par  deux  forces.  Elles  peuvent 
d'abord  être  remplacées  par  des  forces  égales  et  parallèles 
appliquées  au  levier  au  point  d'appui,  et,  de  plus,  a  deux 
couples.  S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  il  faudrait  que  les 
couples  se  détruisissent  et  que  la  résultante  des  deux  forces 
transportées  au  point  d'appui  fût  normale  à  la  surface  ré- 
sistante. Mais,  s'il  peut  exister  un  frottement  entre  les 
deux  corps,  il  se  composera  avec  les  deux  forces  appliquées 
comme  lui  au  levier,  en  son  point  de  contact;  il  faudra  donc 
encore  que  les  deux  couples  se  détruisent.  Mais  il  ne  sera 
plus  nécessaire  que  les  forces  transportées  au  point  d'appui 
donnent  une  résultante  normale  à  la  .surface  5  il  suffira  que 
celte  résultante  fasse  avec  la  normale  un  angle  inférieur 
ou  égal  à  l'angle  du  frottement. 

160.  Équilibre  d'un  corps  qui  peut  tourner  autour  d'un 
axe  fixe,  —  Considérons  maintenant  un  corps  solide  percé 
d'un  trou  cylindrique,  au  travers  duquel  passe  un  cylindre 
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fixe  d'un  diamètre  à  peu  près  égal.  Supposons  ce  corps  sol- 
licité par  deux  forces  situées  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  du  cylindre,  et  cherchons  les  conditions  d'éfpiillbre, 
en  ayant  égard  à  la  force  de  frottement.  Concevons  que 
tout  le  système  soit  réduit  à  la  section  par  ce  plan  perpen- 
diculaire, ou,  en  d'autres  termes,  que  le  corps  n'ait  pas 
d'épaisseur  sensible. 

■  Soit  C  {Jig.  20)  le  point  de  contact  du  cercle  fixe  ayant 
son  centre  en  0,  et  du  cercle  mobile  appartenant  au  corps. 


/    [ @^J  \ 

II  doit  y  avoir  équilibre  entre  les  deux  forces  données  P,  Q 
et  la  force  de  frottement  F  appliquée  en  C  tangentielle- 
menl  au  cercle.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  les 
deux  forces  P,  Q  aient  une  résultante  passant  en  C  et  fai- 
sant avec  la  normale  un  angle  moindre  que  celui  du  frot- 
tement. 

Ainsi,  lorsque  les  forces  données  auront  une  résultante 
qui  passera  par  un  point  quelconque  C  du  cercle  apparte- 
nant au  corps,  et  fera  avec  sa  normale  un  angle  égal  ou  in- 
férieur à  celui  du  frottement,  le  corps  sera  en  équilibre  si 
l'on  fait  en  sorte  que  le  contact  avec  le  cercle  fixe  ait  lieu 
au  point  C. 

En  considérant  le  cas  extrême  où  l'équilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre,  la  résulta^nte  R  des  forces  P  et  Q  fait 
avec  la  normale  au  cercle  im  angle  égal  à  l'angle  du  frotte- 
ment ;  la  pression  normale  esei'cée  sur  le  cylindre  fixe  est 

la  projection  de  la  résultante  R  sur  le  rayon,  ou  ■ 

elle  est  donc  toujours  moindre  que  la  ré 
force  tangentielle  appliquée  au  cylindre  fixi 


Hosted  by 


Google 


mullipliant  la  pression  par  ]c    coefficieot /",  et  sera,  par 

.       1        .  E/  r  ■       1 

conséquent,  égale  a  -■■  ■  Leui-  résultante  ne  sera  autre 

cliose  que  R,  comme  cela  devait  être  évIdemmeiH,  puisqui' 
la  résultante  R  des  forces  données  est  détruite  par  la  résis- 
tance du  cjlindre  fixe, 

161 .  Èquilihre  d'un  corps  sur  un  plan  fixe.  —  S[ip[io- 
sons  un  corps  pesant  posé  sur  un  plan  incliné  à  l'horizon, 
et  sollicité  par  une  force  P  comprise  dans  le  plan  vertical, 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  ci  la  normale  au 
plan  incliné.  Réduisons  tout  le  système  à  la  section  faite 
par  ce  plan,  et  cherchons  la  condition  d'équilibre  en  tenant 
compte  du  frottement. 

Soient  IV  {fig.  21  )  lu  verticale  menée  par  le  centre  de 
gravité  du  corps,  PI  la  direction  de  la  force  P,  Q  le  poids 


du  corps,  et  ce  Tiiiclinaison  du  plan  LA  sur  le  plan  hori- 
zontal AB;  il  faut  exprimer  que  leur  résultante  est  détruite 
par  la  résistance  normale  du  pian  AL  et  par  le  frottement. 
Endésignautpar  9  l'angle  de  ta  force  P  avec  !e  plan  incliné, 
la  pression  exercée  sur  ce  dernier  sera  égale  à 

Qcos:.^Pnne, 

9  étant  considéré  comme  positif  au-dessus  de  la  direction 
AL,  et  comme  négatif  au-dessous.  Si  l'équilibre  est  au  mo- 
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meut  de  se  rompre,  la  force  de  frotlement  sera  égalo  à 

/(Qcos«-Psm9); 
mais,  en  général,  elle  en  sera  une  fraction  quelconque  h. 
La  coniposaiite  totale  clans  le  sens  du  plan  sera 
Qsina-Pcos9; 

et  pour  que  l'équililire  ait  lieu,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que  cette  expression,  positive  ou  négative,  soit  égale 
à  la  force  de  frottement;  ce  qui  s'exprimera  par  l'équation 
suivante  : 

Qsina  —  PcosO  :^  X/(QcoSa  —  P sine), 

h  étant  compris  entre  —  i  et  -!-  i ,  et  devenant  —  i  on  -1- 1 
dans  le  cas  où  l'équilibre  est  sur  le  point  de  se  rompre, 
soit  dans  un  sens,  soit  dans  l'autre. 
On  tire  de  celte  équation 

_  Q(sin a— jf/cosa) 
cos9-^/sine 

Si  A  =;  o  et  9  :=  o,  on  retombe  sur  l'expression  connue 

P  =  Qsin«. 

162,  Clicrclions  la  direction  dans  laquelle  il  faut  faire 
agir  la  force  P  pour  obtenir  le  plus  d'avantages  possible,  en 
supposant  le  corps  prêt  à  glisser;  et,  pour  cela,  cherclious 
Ja  valeur  de  6,  qui,  en  supposant  h=  i^  donne  le  minimum 
de  P  ou  le  maximum  du  dénominateur.  Les  deux  pre- 
mières dérivées  de  ce  dernier,  par  rapport  à  9,  ont  pour 
expressions 

—  sin9~/cose, 
et 

-cose+/sinO. 

En  égalant  la  première  à  zéro,  on  trouve 
tani;9  =  — /; 
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d'où  il  suit  que  la  force  P  doit  être  dirigée  en  dessous  du 
plan,  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  h  l'angle  du  frotte- 
ment. Jja  seconde  dérivée  se  réduit  alors  à 

-cos9(i+/=); 

elle  est  donc  négative  pour  oetie  valeur  de  8  ;  d'où  il  suit 
((ue  le  dénominaieur  de  P  est  maximum,  et,  par  suite,  P 
minimum. 

On  pourrait  encore  chercher  l'inclinaison  6,  qui  donne 
la  plus  petite  valeur  de  P,  propre  à  faire  remonter  le  corps. 
Il  faut  alors  supposer  A  =  —  i ,  et  cherclier  le  minimum  de 

maximum  de  cos9  -h  fi^'inS.  On  en  lire 


9+Aii 


+/cose==:o,     langa=/i 


ce  qui  montre  que  la  forée  doit  j^lre  dirigée  au-dessus  du 
plan  incliné  et  faire  avec  lui  uy  angle  é^al  à  l'angle  du 
frottement,  quelle  que  soit  son  inclinaison  a. 

Cet  angle,  qui  est  le  plus  favorable  à  la  traction  d'un 
corps  pesant  sur  un  plan  quelconque,  porte  le  nom  à'angle 
lie  traction  ;  et,  comme  nous  venons  de  le  prouver,  il  n'est 
autre  que  l'angle  du  frottement. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  tliéorie  du 
frottement.  Nous  n'avons  voulu  que  donner  une  idée  de  la 
manière  dont  les  forces  de  cette  espèce  modifient  les  condi- 
tions de  l'équilibre  r  ce  qui  est  de  la  plus  bauie  importance 
dans  les  applications,  Nous  renvoyons^  pour  de  plus  grands 
détails,  aux  Traités  spéciaux  sur  les  machines. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DU  MOUVEMENT  ET  DU  TEMPS, 


Î63.  Du  mouvement.  —  Lorsque  la  distance  de  deux 
poinls  change  d'une  manière  coïKÎnue,  on  dit  que  ces 
points  sont  en  mouvement  l'un  par  i-apport  à  l'autre;  et, 
généralement,  lorsque  les  distances  d'un  point  aux  diffé- 
rents poinls  d'un  sysiècne  rigide  varient  d'une  manièic 
continue,  ou,  en  d'autres  ternies,  lorsque  la  position  de 
ce  point  par  rapport  à  ce  système  change  d'une  manière 
continue,  on  dit  que  ce  point  est  en  mouvement  par  rap- 
port au  système.  Le  lieu  de  ces  positions  relatives  se 
nomme  sa  trajectoire  relative  à  ce  SYStème. 

Si  au  lieu  d'un  point  on  en  a  un  nombre  quelconque 
formant  un  système  rigide,  on  dira  que  ce  système  est  en 
mouvement  par  rapport  au  premier,  lorsque  les  posiiious 
relatives  de  ses  points  varieront  d'une  manière  continue. 

Nous  n'entendrons  jamais  autre  cliosc  que  cela  par  mou- 
vement; ce  sera  toujours  un  déplacement  relatif;  nous 
n'attacherions  aucun  sens  à  un  déplacement  absolu. 

Mais  comme  notre  point  de  vue  choquera  presque  tout 
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le  monde  au  premier  abofd,  nous  croyons  utile  de  l'appujer 
de  quelques  développements,  et  nous  ne  douions  pas  qu'a- 
près réflexion,  i!  ne  soit  adopiij  par  tous  ceux  qui  ont 
accepté  completetnem  nos  données  de  la  science  de  l'éien- 
duc. 

!l  est  encore  sans  doute  des  pliiSosopîies  qui  croient  à 
l'existence  de  ce  qu'où  appelle  Vespacn  absolu,  indépendant 
de  la  création,  qui  existait  avant  elle,  et  subsisterait  encore 
si  elle  était  anéantie.  Ils  disent  cet  espace  immobile,  parce 
qu'il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  qu'il  se  déplaçât  d'un 
côté  plutôt  que  d'un  autre,  et  ne  chercbent  nullement  à 
se  rendre  compte  de  ce  qu'ils  entendent  par  direction  ab- 
solue. Chaque  point  de  cet  être  infini  a  pour  eux  une  per- 
sonnalité propre,  qu'il  conserve  éternellement  avec  son 
immobilité;  et  c'est  à  ces  points,  qu'ils  appellent  /îoreî, 
qu'ils  comparent  tous  les  points  de  la  création.  Le  mou- 
vement absolu  d'un  point  matériel  consiste  pour  eus  dans 
sa  coïncidence  successive  avec  des  points  dilTérenls  de  l'es- 
pace immobile.  Le  mouvement  l'clalif  est  bien  entendu  par 
eux  suivant  la  définition  que  nous  en  avons  donnée;  mais 
tous  les  principes  et  toutes  les  données  premières  sont  rap- 
portés par  eux  au  prétendu  mouvement  absolu,  et  se  dé- 
duisent, par  une  extension  spécieuse,  des  observations  faites 
sur  les  mouvements  relatifs.  De  sorte  que,  dans  l'applica- 
tion de  leur  science  aux  phénomènes  naturels,  il  n'y  aura 


au  nom  de  la  raison  seule,  et  non  de  la  pratique,  que  n 
cherchons  à  corriger  le  point  de  départ  de  la  science. 

Dans  nos  données  de  la  science  de  l'étendue,  nous  pen- 
sons avoir  fait  justice  de  cet  être  imaginaire,  qu'on  appelle 
l'espace,  et  de  la  personnalité  de  ses  points.  Pour  nous, 
par  conséquent,  le  repos  absolu  est,  non  plus  une  cliose 
impossible  à  reconnaître,  mais  tout  simplement  un  non- 
sens;  car  ce  serait  la  coïiicîdence  avec  les  mêmes  points 
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immuables  de  l'espace,  auxquels  nous  ii  accordons  aucune 
existence,  et  dont  la  flxilé  prétendue  est  une  chimère,  dont 
la  simple  notion  ne  poui'iaîl  être  ni  définie  ni  sentie, 
c'est-à-dire  ne  pourrait  s'acquérir  ni  par  l'esprit  ni  par 
les  sens. 

On  ne  pourrait  en  cffcl  définir  l'immobilité  de  ces 
points  qu'en  l'admetlanl  déjà  dans  d'autres,  c'est-à-dire 
par  un  cercle  vicieux.  Et  quant  à  l'cvidence  obienue  par 
les  sens,  on  ne  peut  l'invoquer,  puisque  les  hommes  n'aper- 
çoivent que  des  repos  ou  mouvements  relatifs;  de  sorte 
que  la  conception  de  repos  ou  mouvement  absolu,  loin  de 
pouvoir  Otre  rangée  parmi  les  idées  premières,  admises  par 
le  sentiment  de  l'évidence,  ne  serait  qu'une  vague  rÈvcrie 
dont  le  Tond  serait  un  cercle  vicieux. 

Abandonnons  donc  cette  fausse  notion,  dont  l'inutilité 
est  d'ailleurs  évidente;  car  tous  les  principes  que  l'on  éta- 
blirait en  l'admettant,  ne  pourraient  jamais  être  fondés 
que  sur  des  observations  et  des  expériences  relatives.  El  à 
quoi  bon  partir  du  relatif  pour  établir  par  induction  un 
absolu  imaginaire,  d'où  l'on  tirerait  des  principes  appli- 
cables au  relatif,  qui  est  la  seule  chose  réelle?  Ke  vaut-il 
pas  mieux,  après  avoir  établi  les  principes  sur  le  relatif, 
les  appliquer  directement  au  réel,  sans  remonter  à  un 
absolu  fantastique,  pour  l'abandonner  immédiatement. 

1 64.  Dti  temps.  —  Le  temps ,  comme  l'espace  ei  le  mou- 
vement, a  donné  lieu  à  bien  des  discussions  entre  les  phi- 
losophes, ou  les  sophistes.  La  succession  de  nos  sensations 
et  des  événements  qui  les  ont  produites,  est  incontestable 
pour  tous  les  hommes.  Mais  entre  ce  sentiment  et  la  pensée 
qu'il  y  a  un  Èlre  dans  lequel  se  fasse  cette  succession,  il  y  a 
un  abîme.  Le  temps  n'a  pas  plus  d'existence  réelle  que  l'es- 
pace; il  est  peut-être  même  encore  moins  saisissable.  Ces 
deux  prétendus  êtres  sontdes  créalions  fantastiques  de  l'ima- 
i5 
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ginatîon  de  l'homme,  qui  vcul  toujours  ailer  au  delà  de  ce 
qu'il  peut  sentir  et  comprendre.  Mais  comme  la  succession 
des  evénemenis  joue  un  graud  rôle  dans  la  nature  et  dans 
la  vie  des  hommes,  î!  est  de  la  plus  grande  importance  d'y 
introduire  de  l'ordre  et  de  la  précision,  et  c'est  ce  que  Ton 
a  fait  d'abord  en  rapportant  les  divers  événements  à  des 
événements  successifs  bien  saillants,  comme  par  exemple 
les  retours  du  soleil  au-dessus  de  l'horizon.  Ce  classement 
des  événcmenls  au  moyen  des  jours  étant  bientôt  devenu 
insuffisant,  il  a  fallu  his  rapporter  à  des  intermédiaires,  et 
l'on  a  appelé  cela  dwise.r  le  temps  en  intervalles,  langage 
figuré  qui  a  fini  par  faire  croire  que  le  temps  était  une 
grandeur,  divisible  comme  les  quantités  géométriques,  et 
sur  laquelle  se  placent  toutes  les  époques,  comme  les  points 
de  division  sur  une  ligne. 

Tout  en  protestant  d'avance  contre  l'admission  d'un  être 
appelé  temps,  nous  emploierons  le  langage  ordinaire,  nous 
classerons  les  événements  successifs  par  ce  que  nous  nom- 
merons des  inteivalles,  que  nous  exprimerons  par  des 
nombres,  après  eu  avoir  défini  avec  précision  Végalité  et 
V  addition. 

Nous  dirons  que  deux  intervalles  de  temps  sont  égaux 
lorsque  deux  corps  idemitjues,  placés  dans  des  circon- 
stances identiques  au  commencement  de  chacun  de  ces 
intervalles,  et  soumis  aux  mêmes  actions  et  influences  de 
toute  espèce,  auront  parcouru  à  la  fin  de  ces  intervalles 
des  espaces  identiques ,  relativement  au  sjstème  rigide 
auquel  on  rapporte  toutes  les  positions. 

Si  après  la  détermination  d'un  îniervaJIe,  un  autre  com- 
mence et  se  termine,  on  dit  que  du  commencement  du 
premier  à  la  fin  du  second  il  y  a  nn  iniervaile  égal  à  la 
somme  des  deux. 

Ayant  ainsi  défini  l'égalité  et  l'addition  des  intervalles, 
on  choisira,  pour  terme  de  comparaison,  un  certain  inter- 
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valle,  qu'il  est  naturel  de  preiidro  en  rapport  avec  la  durée 
du  jour;  et  tous  les  intervalles  ou  toutes  les  durées  pour- 
ront être  représentés  par  des  nombres  entiers  ou  fraction- 
naires, en  entendant  toujours  les  subdivisions  égales  de 
l'unité  d'après  la  définition  générale  de  l'égalité. 

Le  mouvement  le  plus  facile  à  reproduire  dans  des  con- 
.ditious  identiques  est  celui  du  pendule.  La  pesanteur  étant 
une  force  constante,  comme  nous  l'avons  reconnu  en  trai- 
tant de  l'équilibre,  il  suffit  de  replacer  à  chaque  oscillation 
le  pendule  dans  la  même  situation,  et  de  le  mettre  autant 
que  possible  à  l'abri  des  causes  perturbatrices;  les  inter- 
valles de  temps  correspondant  aux  retours  à  la  première 
position,  seront  ce  que  nous  avons  appelé  égaux,  et,  en 
donnant  au  pendule  une  longueur  convenable,  on  pourra 
donner  a  la  durée  de  son  oscillalîon  le  rapport  que  l'on 
voudra  avec  celle  du  jour  sidéral,  qui  est  l'intervalle  entre 
deux  retours  du  globe  terrestre  à  la  même  position  par 
rapport  aux  étoiles,  qui  forment  le  système  le  plus  consi- 
dérable et  le  moins  variable  qu'il  soit  donné  à  l'iiomme  de 
connaître. 

C'est  à  ce  dernier  que  nous  rapporterons  les  grands 
mouvements.  Mais,  pour  tout  ce  qui  a  trait  au  travail  et 
aux  besoins  des  hommes,  que  ce  soit  pour  des  espériences 
ayant  pour  but  de  conduire  à  des  propriétés  générales  ou 
à  des  cotiuaissances  particulières,  c'est  au  système  des  ob- 
jets liés  invariablement  au  globe  terrestre  qu'on  rapporte 
les  mouvements;  et  c'est  ainsi  qu'il  faudra  entendre  ceux 
dont  nous  parlerons  par  la  suite,  à  moins  que  nous  ne  pré- 
venions expressément  que  nous  voulons  tenir  compte  du 
déplacement  de  la  terre  relativement  aux  étoiles,  et  que  les 
mouvements  relatifs  à  la  terre  doivent  eux-mêmes  être 
considérés  relativement  au  système  des  étoiles. 
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MOUVEMENT  UNIFORME  D'OK  POINT.  -MOUVEMENT  VARIÉ.  ■ 
MTESSE. 


16o.  Lorsqu'un  point  parcourt  des  espaces  égaux  en 
temps  égaux,  quelque  petits  que  soient  ces  temps,  on  dii 
que  son  mouvement  est  uniforme. 

Lorsqu'un  mouvement  n'est  ni  uniforme,  ni  composé 
d'une  succession  de  mouvemenls  uniformes,  ayant  des  du- 
rées finies,  on  l'appelle  mouvement  varié. 

Les  mouvemenls  uniformes  peuvent  différer  les  uns  des 
autres  par  les  espaces  parcourus  dans  des  teuips  égaux  ;  et 
cette  coHsidération  donne  naissauce  à  l'idée,  d'alioid  un  peu 
vague,  de  vitesse.  Pour  introduire  dans  le  calcul  cet  élément 
indispensable,  il  est  nécessaire  d'en  donner  une  définition 
précise;  et  nous  appellerons  vitesse  d'un  point  dont  le 
mouvement,  rectiligne  ou  curviligne,  est  uniforme,  l'espace 
qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps,  on,  en  d'autres  termes, 
le  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le 
parcourir  :  de  sorte  que  le  point  dont  la  vitesse  sera  ex- 
primée par  le  nombre  i  parcourra  l'unité  de  longueur 
dans  l'unité  de  temps. 

On  voit,  d'après  cette  définition,  que,  dans  un  même 
mouvement,  la  quantité  que  nous  appelons  vitesse  sera 
d'autant  plus  grande,  que  l'unité  de  temps  le  sera  davan- 
tage; mais  le  rapport  des  vitesses  dans  deux  mouvements 
différents  en  est  complètement  indépendant;  c'est  le  rapport 
des  espaces  parcourus  dans  un  même  temps. 

On  voit  encore  que  le  nombre  qui  exprime  la  vitesse,  varie 
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avec  l'unilê  de  longueur;  il  est  d'autant  plus  grand,  que 
cette  unité  est  plus  petite.  Ces  remarques  sur  l'influence 
des  diverses  unités  sont  indispensables  pour  reconnaître 
Vhoinogénéité  des  formules  de  la  Dynamique, 

166.  Dans  le  mouvement  varié,  on  ne  peut  plus  appeler 
vitesse  à  un  instant  quelconque,  l'espace  parcouru  pendant 
l'unité  de  temps,  à  partir  de  cet  instant,  parce  qu'alors  la 
vitesse  du  mobile  dépendrait  des  variations  plus  ou  moins 
irrégulières  que  subirait  le  mouvement  au  delà  de  l'époque 
dont  il  s'agit  :  et  celte  considération  ne  serait  d'aucun 
intérêt. 

C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  courbes,  on  a  pu 
prendre  pour  mesure  de  la  courbure  du  cercle,  en  un  quel- 
conque de  ses  points,  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité;  mais 
pour  une  ligne  où  la  courbure  n'est  pas  proportionnelle  à 
la  longueur  de  l'arc,  il  n'a  pas  été  possible  de  mesurer  la 
courbure  en  un  point  par  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité, 
commençant  en  ce  point. 

On  fera  des  remarques  semblables  pour  le  poids  spé- 
cifique en  un  point  d'une  substance  non  homogène; 
pour  la  température  en  uu  point  d'un  corps  inégalement 
échauffé,  etc. 

Dans  tous  les  cas  de  ce  genre  on  procède  de  la  même 
manière  pour  obtenir  une  définition  précise  et  utile. 

Soit  M  la  position  qu'occupe,  à  un  certain  instant,  un 
point  qui  décrit  d'un  mouvement  varie  une  ligne  de  nature 
quelconque.  Après  un  certain  temps  6,  il  sera  parvenu  en 
un  autre  point  N,  et  le  rapport  de  l'espace  parcouru  au 

MN  .  ,       .  1  11 

temps,  ou  -i-j  exprimera  la  vitesse  moyenne  avec  laquelle 

cet  arc  a  été  décrit;  c'est-à-dire  que  ce  serait  l'espace  par- 
couru pendant  l'unité  de  temps,  en  supposant  le  mou- 
vement uniforme,  et  tel,  que  l'arc  MIN' fût  parcouru  pendant 
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le  temps  d.  Si  maintenant  on  suppose  qui 

j.    .  ,       .  MN        . 

tinimeiH,  la  vitesse  moyenne  —-  variera  en  même  temps, 

et  tendra  vers  une  limite  déterminée;  et  c'est  cette  limite 
que  nous  appellerons  la  vitesse  du  mobile  au  point  M. 

Ainsi,  pour  employer  le  langage  reçu  dans  le  calcul  in- 
finitésimal, on  appelle  vitesse  d'un  mobile,  à  un  inslant 
donné,  la  vitesse  moyenne,  ou  simplement  la  vitesse,  avec 
laquelle  il  décrit  un  are  infiniment  petit,  à  partir  de  cet 
instant.  El  nous  appellerons  direction  de  cetle  vitesse  celle 
du  mouvement  du  point  sur  la  courbe,  laquelle,  d'après  la 
discussion  que  nous  avons  faite  dans  la  Géométrie,  est  la 
direction  delà  tangente  à  la  trajectoire. 

Si  l'on  désigne  par  t  le  temps,  et  par  s  la  longueur  des 

arcs  de  la  ligne  décrite,  à  partir  d'une  origine  arbitraire, 

,    ,.     .       ,  MN     ,  ,  .b     ,.     .  , 

la  limite  du  rapport  —  n  est  autre  chose  que  — •  Ainsi  la 

vitesse  en  un  point  quelconque  du  mouvement  curviligne 

est  exprimée  par  la  première  dérivée  de  l'espace  parcouru, 

par  rapport  au  temps.  Et  les  vitesses  des  projections  du  point 

dx     dr     liz  , 

sur.les  ases  seront—,  -j-'   -r*  <Jn  les  nomme  par  ana- 


logie les  composantes  de  la  vitesse  suivant  les  axas, 

i67.  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'arc  décrit  dans  un 
temps  infiniment  petit  peut  être  considéré  comme  le  pro- 
duit de  ce  temps  par  la  vitesse  du  mobile  au  commencement 
de  ce  petit  intervalle.  Car  cet  arc  serait  rigoureusement  le 
produit  de  ce  temps  par  la  vitesse  moyenne  relative  à  cet 
intervalle;  et  cette  vitesse  moyenne  diffère  d'une  quantité 
infiniment  petite,  do  ce  que  nous  avons  appelé  vitesse  au 
commencement  de  l'intervalle.  Il  est  évident  que  l'on 
pourrait  encore  prendre  la  vitesse  à  une  époque  quelconque 
du  même  intervalle.  Le  résultat  ainsi  obtenu  ne  différera 
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jamais  Je  celui  que  l'on  clicrclie,  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  par  rapport  à  luî-raônie,  et  pourra  par  con- 
séquent lui  être  substitué  toutes  les  fois  que  l'on  n'aura  à 
considérer  que  des  limites  de  rapports  ou  de  sommes. 

Ainsi,  par  exemple,  l'espace  parcouru  dans  un  temps 
fini,  sera  la  limite  de  la  somme  des  produits  des  élémenls 
infiniment  petits  de  ce  temps,  par  les  vitesses  correspon- 
dantes aux  commcncementsde  ces  éléments.  La  vitesse,  telle 
que  nous  venons  de  la  définir,  joue  donc  le  même  rôle  dans 
le  mouvement  varié,  que  la  vitesse  premièrement  définie, 
dans  le  mouvement  uniforme,  pourvu  que  l'on  ne  considère 
que  des  temps  infiniment  petits  ;  et  c'est  à  cause  de  celte 
analogie,  quil  était  conwenab/e  f/e  lui  do/mer  le  même 


168.  Mouwement  reclilignevai-ié.  Accélération.  — Le 
mouvemenlvariéleplussimpleeslcclui  où  les  changements 
de  la  vitesse  sont  proportionnels  aux  accroissements  cor- 
respondants du  temps.  On  le  dit  uniformément  varié,  ou 
uniformément  accéléré,  en  entendant  que  l'accroissement 
de  la  vitesse  peut  être  positif  ou  négatif.  Nous  ne  le  consi- 
dérons pour  le  moment  que  dans  le  cas  où  le  point  se  meut 
en  ligne  droite. 

Dans  un  pareil  mouvement,  on  appelle  accélération 
l'accroissement  posiiif  ou  négatif  de  la  vitesse,  dans  l'unité 
de  temps.  Quand  elle  est  donnée  on  en  déduit  facilement 
raccroîssenient  de  vitesse  dans  un  temps  quelconque. 

Celte  notion  peut  recevoir  une  extension  analogue  à  celle 
que  nous  avons  donnée  à  la  vitesse,  et  s'appliquer  à  un 
mouvement  varié  quelconque. 

En  efiét,  désignons  par  Af  l'accroissement  de  vitesse  que 
prend  le  point,  à  partir  d'un  instant  quelconque,  lorsque 
le  temps  croit  de  A(,  et  imaginons  un  mouvement  unifor- 
mément accéléré  dans  lequel  la  vitesse  serait  la  même  que 
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celle  du  mobile  au  premier  instant,  et  qui  auraîtune  at 
lération  telle,  que  la  vitesse  croîtrait  de  même  de  Af  d 
le  temps  Af  ;  cette  accélération  moyenne  sera  mesurée,  i 

près  ce  qui  précède,  par  — i  et  tendra  vers  une  certaine 

mile  à  mesure  que  ^t  tendra  vers  zéro. 

Cette  limite  est  ce  que  l'on  appelle  V accélération  d 
!e  mouvement  proposé,  à  Tinstant  que  l'on  considère.  î 
expression  est 


Et  il  est  facile  de  voir  qu'elle  jouera  le  même  rôle  dans  le 
mouvement  varié  en  général,  que  dans  le  mouvement 
uniformément  accéléié,  pourvu  que  l'on  ne  considère  que 
des  intervalles  inlinimenl  petits.  En  ellet,  si  At  est  infini- 
ment petit,  on  aura 


Donc,  l'accroissement  Acde  la  vitesse  ne  di Hère  de 


-Af 


que  d'une  quantité  infinime 
qui  pourra  Être  négligée  tout 
que  des  limites  de  sommeso 
les  cas  de  ce  genre,  l'a 
tesse  pourra  être  calculé  com 
fermement  accéléré,  et  que  I 
fût  égale  à  ce  que  nous  avons 
mouvement  varié  en  question, 

R(:inar(fuc.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  nous  avons 
considéré  de  deux  manières  fortdilférenles  un  mouvement 
varié  quelconque,  comme  limite  de  mouvements  successifs, 


petite  par  rapport  à  Ai",  et 
es  fois  qu'on  ne  considérera 
e  rapports.  Donc,  dans  tous 
t  infiniment  petit  de  vi- 
e  si  le  mouvement  était  uni- 
■céléialion  de  ce  mouvement 
ppeié  Vaccéléralion  dans  le 
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de  durées  iiifiiiiment  petites.  Dans  un  cas,  ces 
élémentaires  sont  uniformes,  dans  l'autre  ils 


Les  premiers  ont,  à  l'instant  commun,  le  même  —  que 
le  proposé,  en  d'autres  termes,  la  même  vitesse  ;  les  seconds, 
le  même  ~ei  le  même-— -j  c'est-à-dire  même  vitesse  et 


,  Les  premiers  ont,  s'il  est  permis  de 
s'exprimer  ainsi,  un  contact  du  premier  ordre  avec  le  pro- 
posé; les  seconds,  un  contact  du  second  ordre.  Mais  aussi 
on  »e  peut,  même  dans  un  temps  infiniment  petit,  rem- 
placer le  proposé  par  les  mouvements  élémentaires  du  pre- 
mier genre,  que  pour  calculer  les  accroissements  d'espace; 
tandis  qu'on  peut  employer  les  autres  pour  le  calcul  de  l'ac- 
croissement de  la  vitesse. 
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169.  Nous  avons  admis  comme  résultat  général  de  l'ob- 
servation, que  lorsqu'un  corps,  immobile  d'abord  au  milieu 
du  système  invariable  des  objets  terrestres,  se  déplace  par 
rapport  à  eux,  il  y  a  une  cause  extérieure  qui  a  agi  sur  lui 
en  ce  moment;  di3  sorte  que  si  aucune  forcen'avail  agi,  Jl 
serait  resté  indéfiniment  dans  la  position  qu'il  occupait. 

De  plus,  des  expériences  variées  et  naille  fois  répétées  ont 
constamment  monlréque  lorsque  les  causes  qui  ont  déplacé 
ce  corps  cessent  d'agir  sur  lui,  et  que  les  résistances  inévi- 
tables diminuent  de  plus  en  plus,  son  mouvement  tend  de 
plus  en  plus  à  devenir  rectiligne  et  uniforme  ;  et  l'on  a  dû 
en  conclure  naturellement  que  si  l'on  pouvait  annuler 
l'effet  des  frottements,  de  l'air  ambiant,  et  autres  résistances 
quelconques,  le  mouvement  du  corps  serai  iTigoureusement 
rectiligne  et  uniforme. 

C'est  de  l'ensemble  des  expériences  de  ce  genre  que  l'on 
a  déduit  le  principe  de  V inertie  île  la  matière,  qui  a  été  con- 
firmé sans  aucune  exception  par  l'accord  des  conséquences 
qu'on  en  a  tirées  avec  les  faits  résultant  d'expériences  di- 
rectes, ou  d'observations  dans  le  système  du  monde  :  il  peut 
être  énoncé  delà  manière  suivante  : 

Tout  point  matériel  en  repos  y  reste  tant  qu'il  ne  sur- 
vient aucune  action  extérieure  ou  force;  el  s'il  se  meut 
sans  qu'aucune  force  lui  soit  appliquée,  son  mouvement 
sera  rectiligne  et  uniforme. 

Mais  il  ne  faut  pas  entendre  par  là  qu'un  corps  n'entre 
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pour  rie»  dans  la  production  des  forces  qui  peuvent  agir 
sur  lui.  L'ensemble  des  phénomènes  naturels  montre,  au 
contraire,  que  ces  forces  naissent  toujours  de  l'action  mu- 
tuelle de  ce  corps  et  d'antres  corps.  L'inertie  consiste  donc 
en  ce  qu'un  point  matériel  ne  peut  changer  de  lui-même 
son  état  de  repos  ou  de  mouvement  reciîligne  uniforme,  et 
qu'il  faut  toujours  pour  cela  l'existence  et  l'action  d'autres 
points  matériels. 

170.  Nous  allons  maintenant  faire  connaître  un  prin- 
cipe général  auquel  on  a  été  conduit  par  une  foule  d'obser- 
vations et  d'expériences,  et  qui  est  vériGé  par  l'accord 
constant  entre  les  résultats  auxquels  conduit  son  admission, 
et  l'observation  directe  des  phénomènes.  Il  consiste  en  ce 
que  : 

Si  tous  les  points  d^un  système,  liés  ou  non  les  uns  as^ec 
les  autres,  ont  des  vitesses  constantes,  égales  et  paral- 
lèles; et  que  l'un  d'eux,  sans  liaison  avec  les  autres,  re- 
çoive une  certaine  vitesse,  ou  soit  sollicité  par  une  cfrtaine 
force  variant  d'une  manière  quelconque,  ou  même  que 
ces  deux  conditions  soient  réunies,  son  mouvement  relati- 
vement au  système  sera  le  même  que  si  le  mouvement 
primitif'  commun  n'avait  point  existe,  et  que  le  point  en 
question  eût  reçu  la  même  vitesse  et  eût  éïé  sollicité  par  la 
même  force,  agissant  dans  la  mêm,e  direction. 

On  aperçoit  facilement  par  quel  genre  d'expériences  on 
pourrait  reconnaître  la  vérité  de  ce  principe,  en  rapportant 
toujours  les  positions  aux  objets  immuables  à  la  surface  de 
la  terre.  On  donnerait  un  mouvement  uniforme  commun 
à  un  système  de  points,  mobiles  ou  non  les  uns  par  rapport 
aux  autres  ;  on  appliquerait  à  l'un  d'eux,  libre  par  rapport 
aux  autres,  une  force  dont  ou  ferait  varier  la  direction  et 
l'intensité;  on  lui  imprimerait  une  vitesse  arbitraire,  et  l'on 
observerait  le  mouvement  relatif  de  ce  point.  On  répéterait 
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les  mêmes  expériences  en  cliangoant  le  monvemenl  uni- 
forme commun;  et  l'on  reconna'urail  que  le  mouvement 
relatif  est  tout  à  fait  iiidépeudant  du  mouvement  uniforme 
commun,  et  le  même  cjue  si  ce  dernier  n'existait  pas. 

Remarque.  —  La  coiisidéralîon  du  lemps  est  nécessaire 
dans  la  production  de  tout  mouvement,  parce  qu'il  faut 
toujours  un  temps  fini  pour  que  l'action  d'une  force  fasse 
acquérir  à  un  corps  une  vitesse  finie.  Quelquefois  on  a  dis- 
tingué deux  espèces  de  forces  :  les  unes,  que  l'on  nommait 
instantanées,  produisaient  des  vitesses  finies,  sans  que  leur 
action  s'exerçât  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, 
si  petitqu'on  pût  le  supposer;  les  autres,  que  l'on  nommait 
accélératrices,  avaientbesoin  d'agir  pendant  un  temps  fini 
pour  produire  une  vitesse  finie.  Mais,  comme  toutes  les 
actions  sont  continues  dans  la  nature,  et  que  les  forces  ins- 
tantanées n'ont  aucune  existence  réelle,  les  géomètres  s'ac- 
cordent généralement  à  ne  plus  les  admettre  dans  la  science. 
Il  n'en  sera  jamais  question  dans  ce  cours,  et  nous  ne  con- 
sidérerons que  les  forces  continues,  c'est-à-dire  qui  ne  pro- 
duisent une  vitesse  finie  que  quand  leur  action  s'est  exercée 
sans  discontinuité  pendant  un  temps  fini. 

Néanmoins,  il  pourra  quelquefois  être  commode  de  con- 
sidérer des  vitesses  finies  comme  produites  dans  un  temps 
assez  petit  pour  que  les  positions  n'aient  pas  sensiblement 
changé.  Ces  forces  seront  alors  très-grandes,  et  leur  valeur, 
supposée  constante,  se  mesurera  comme  pour  toutes  les 
autres  forces.  C'est  toujours  ainsi  que  nous  entendrons  les 
forces  instantanées,  lorsque  nous  emploierons  cette  ex- 
pression pour  abréger  le  discours. 

171.  Nous  admettrons  le  principe  précédent  dans  toute 
sa  généralité,  tout  en  reconnaissant  que,  comme  toutes  les 
prépositions  déduites  del'expcrieuce,  il  ne  peut  être  regardé 
comme  offrant  une  certitude  qui  dispense  de  toute  vérifi- 
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cation.  C'est,  si  l'on  vent,  une  liypollicse  extrêmement 
vraisemblable,  qui  peut  servir  de  base  à  une  science  de  rai- 
sonnement, mais  qui  demande  à  être  vériGée  par  l'accord 
de  ses  conséiiuences  les  plus  éloignées  avec  les  faits  observés. 

Remarquons  comme  conséquence  très-simple  de  ce  prin- 
cipe, la  proposition  suivante  dont  nous  ferons  bientôt 
usage  ; 

Si  à  un  ini-tant  quelconque  un  point  matériel  en  mou- 
vement, soumis  à  l'action  d'une  force  quelconque,  est 
considéré  relativement  à  trois  axes  se  coupant  en  ce  point 
même,  et  dont  tous  les  points  ont  une  vitesse  constante,  la 
mémo, en  direction  et  en  grandeur,  qu!  aie  point  aumoment 
que  l'on  considère,  le  mouvement  relatif  de  ce  point,  pur 
rapport  à  ces  axes,  sera  identique  avec  le  mouvement 
absolu  qu'il  aurait  si  les  axes  étaif.nt  immobiles,  et  que  le 
point  parlant  de  l'origine  sans  vitese  fût  sollicité  par  la 
même  force  que  dans  son  mouvement  relatif. 

C'est  ce  que  Galilée  a  admis  lorsqu'il  a  traité  la  question 
du  mouvement  curviligne  des  corps  pesants. 

172,  Si  la  force  est  de  celles  qui  produisent  une  vitesse 
finie  dans  un  temps  inappréciable,  et  cesse  immédiatement 
d'agir,  le  mouvement  relatif  sera  uniforme  ;  sa  vitesse  sera 
celle  que  la  force  aurait  communiquée  au  mobile  en  repos, 
et  il  est  évident  que  le  point  aura  par  rapport  à  des  axes 
fixes  un  mouvement  uniforme  suivant  la  direction  de  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  vi- 
tesses, et  avec  une  vitesse  constante  égale  à  cette  diagonale 
même.  Tel  sera  l'effet  d'une  vitesse  communiquée  à  un 
point  déjà  c»  mouvement.  Si  ce  mouvement  n'était  pas 
rectilîgne  et  uniforme,  on  négligerait  l'effet  produit  par  la 
force  continue  pendant  la  durée  insensible  de  l'action  de  la 
force  instantanée,  et  on  n'en  tiendrait  compte  qu'après  la 
composition  des  deux  vitesses  finies. 
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173.  Mouvement  produit  parune  force  constante. — On 
entend  -ç^v  force  constante  celle  qui  exerce  la  même  action 
sur  le  corps  auquel  elle  est  appliquée,  quel  que  soit  le  mou- 
vement (le  ce  corps.  Cela  posé,  considérons  un  point  ma- 
tériel ayant  d'abord  un  mouvement  rectilîgne  et  uniforme. 
Si  on  lui  applique  une  force  constante  dans  le  sens  de  son 
mouvemenl,  sa  vitesse  augmentera  de  quantités  égales  dans 
des  temps  égaux  quelconques,  puisque,  d'après  le  principe 
précédent,  l'accroissement  de  vitesse  est  indépendant  de 
la  vitesse  précédemment  existante.  Ainsi,  le  mouvement 
rectilîgne  d'un  point  sollicité  par  une  force  constante,  et 
parlant  avec  une  vitesse  initiale  quelconque,  est  le!,  que  la 
vitesse  croit  de  quantités  proportionnelles  au  temps.  On 
voit  de  la  même  manière  que  si  ta  force  était  en  sens  con- 
traire du  mouvement  initial,  la  vilessf-^  diminuerait  pro- 
portionnellement au  temps;  et  à  partir  de  l'instant  où  elle 
serait  annulée,  le  mouvemeui  changerait  de  sens,  et  la  va- 
riation de  la  vitesse  serait  toujours  la  même  qu'auparavant, 
dans  des  temps  égaux. 

Une  force  constante  produit  donc  le  mouvement  que 
nous  avons  nommé  uniformément  varié.  En  désignant 
par  V  la  vitesse,  positive  ou  négative,  du  point,  pour  une 
valeur  quelconque  du  temps  t;  par  h  la  vitesse  initiale, 
c'est-à-dire  correspondante  à  (  =  o;  enlîn  par  a  V accélé- 
ration positive  ou  négative,  produite  par  l'action  de  la 
force  sur  le  point  matériel ,  on  aura  la  formule  i'^al-\-  h 
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dont  nous  aïons  démonirc  la  généraiilé  dans  la  Scif^nœ 
lies  nombres,  par  l'iTitroduction  des  signes  dans  la  dcfinîtion 

de  toutes  les  quantités  qui  y  entrent.   Et  comme  i'  =  — , 


-  bt  -i 


c  désignant  la  valei 

ir  initiale  de  x,  et  déterminant, 

conséquent,  la  positi 

ion  initiale  du  mobile. 

174.  Si  la  force,  au  lieu  d'être  constante,  augmentait  ou 
diminuait  d'ntie  manière  continue,  on  pourrait  regarder 
comme  évident  que  la  vitesse  ne  croîtrait  plus  de  quantités 
égales  dans  des  temps  égaux,  comme  dans  le  cas  où  la  force 
était  toujours  la  même.  On  conçoit  au  reste  combien  il  a 
été  facile  de  vérifier  par  l'expérience  cette  induction  si 
naturelle.  Et  nous  en  déduisons  cette  conséquence  immé- 
diate, que  ; 

Si  un  point  matériel  est  animé  d^un  mouvement  uni- 
formément varié,  il  est  nécessairement  sollicité  par  une 
force  constante. 

175,  Masse  des  corps.  —  L'expérience  montre  que  la 
force  ne  produit  pas  toujours  un  mouvement  identique 
quand  elle  est  appliquée  à  des  corps  différents.  Ce  fait 
donne  lieu  à  une  notion  nouvelle  qui  est  celle  de  masse. 

On  dit  que  deux  corps  d'espèce  quelconque  ont  même 
masse,  lorsque  des  forces  égales  produisent  des  mouve- 
ments identiques  sur  ces  corps,  libres  et  partant  du  repos- 
Si  on  lie  ensemble  deux  corps,  on  en  forme  un  nouveau 
dont  la  masse  est  dite  la  somme  des  masses  des  deux  autres. 
L'idée  de  masses  égales  conduit  à  celle  de  masses  dans  un 
rapport  quelconque;  el  les  masses  de  tous  les  corps  peuvent 
être  représentées  par  des  nombres,  si  on  les  rapporte  à  celle 
d'un  volume  connu  d'une  matière  déterminée. 
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On  voit  par  ]à  que  des  corps  formés  d'une  mèint'  sub- 
stance homogène  ont  des  masses  proportionnelles  à  leurs 
volumes,  el,  par  conséquent,  aux  quantités  de  matière  qu'ils 
renfcrmenl.  Mais,  comme  on  ne  pourrait  attacher  aucun 
sens  précis  à  la  comparaison  des  quantités  de  matière  de 
deux  substances  différentes,  ni  surtout  en  tirer  aucunes 
conséquences  relativement  ans  eflets  des  forces,  on  n'a  dû 
admellrc  d'autres  caractères  disiinctifs  entre  les  différents 
corps  et  les  différentes  substances,  que  ceux  qui  dépendent 
de  la  manière  dont  ils  se  comportent  sous  l'action  des  forces 
qui  les  mettent  en  mouvement. 

La  notion  de  la  masse  offre  donc  celle  différence  essen- 
tielle avec  celle  de  la  force,  qu'elle  ne  peut  s'acquérir  que 
par  le  mouvement;  tandis  que  la  notion  de  la  force  peut 
s'acquérir,  soit  en  produisant  un  mouvement,  soit  en 
l'empèchanl  de  se  produire. 

176.  Densité.  —  On  appelli;  liensité  d'un  coips  Itomo- 
gcne  la  masse  renfermée  sous  l'unité  de  volume  ;  elle  est, 
par  conséqucMl,  le  rapport  de  la  masse  renfermée  sous  un 
volume  quelconque,  à  ce  volume. 

Lorsqu'un  corps  n'est  pas  homogène,  on  appelle  densité 
en  un  quelconque  do  ses  points,  la  densité  moyenne  d'une 
portion  du  corps,  infiniment  peiile  dans  tous  les  sens,  dans 
laquelle  se  trouve  ce  poijit;  ou,  en  d'autres  termes,  la*  li- 
mite du  rapport  de  la  masse  renfermée  dans  celle  portion  à 
son  volume,  quand  il  tend  vers  la  limite  zéro.  Celte  limite 
devra  être  employée  de  la  niÉmc  manière  que  la  densité 
dans  les  corps  homogènes,  quand  il  s'agira  de  calculer  la 
massed'une  portion  finie  d'un  corps  non  homogène, pourvu 
qu'on  la  décompose  en  éléments  infiniment  petits  dans  tous 
les  sens.  Et  c'est  pour  cette  raison  que  la  dénomination 
de  densité  a  dû  être  étendue  à  cette  limite. 

177.  Si  deux  points  ayant  des  masses  égales  parient  du 
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repos,  et  sont  sollicités  par  des  forces  égales  et  parallèles, 
ils  prendront  un  mouvcinenl  identique,  ei,  par  conséquent, 
on  ne  changera  rien  à  leur  état,  en  supposant  qu'ils  soient 
liés  invariablement  l'un  h  l'aulre,  et  que  leur  système  soit 
sollicité  par  la  force  double  qui  est  la  résultante  des  deux 
autres,  et,  par  conséquent,  appliquée  au  centre  de  gravité 
des  deux  points.  Il  en  serait  de  même  pour  «n  nombre 
quelconque  de  points,  de  sorte  que  si  deux  masses  sont  dans 
le  rapport  de  ni  à  n.  et  qu'elles  soient  sollicitées  par  des 
forces  dans  le  niême  rapport,  appliquées  à  leurs  centres  de 
gravité  respectifs,  elles  prendront  des  mouvements  iden- 
tiques, et  tous  leurs  points  décriront  des  droites  parallèles. 
Si  l'une  des  masses  était  solHcilce  par  une  force  moindre 
ou  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de  celte  proportion, 
elle  aurait  évidemment  un  mouvement  différent  de  l'autre. 
D'où  résulte  cette  réciproque,  que  si  deux  masses  inégales 
ont  un  môme  mouvement,  les  forces  qui  leur  sont  appli- 
quées sont  proportionnelles  ;'t  ces  masses. 

178.  application  de  c(t  qui  prêctsde  à  la  pcsanlmir.  — 
L'expérience  a  appris  que  tous  les  corps,  abandonnés  dans 
le  vide  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  prennent  des 
mouvements  identiques,  quelles  que  soient  leur  grandeur, 
leur  espèce  et  par  conséquent  leur  masse.  On  doit  conclure 
de  là  que  les  forces  respectives  auxquidies  tous  les  corps 
sont  soumis,  pendant  leur  mouvement,  par  l'action  de  la 
pesanteur,  ou  les  poids  de  ces  corps,  sont  proportion- 
nel/es aux  masses  de  ces  corps. 

L'expérience  a  encore  fait  connaître  les  deux  faits  sui- 
vants, dont  l'un  est  une  conséquence  de  l'autre,  savoir: 
que  les  espaces  parcourus  par  un  corps  qui  part  du  repos, 
et  est  abandonné  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  sont 
proportionnels  aux  carrés  des  lempsj  et  que  les  vitesses 
acquises  sont  proportionnelles  aux  temps.  De  l'un  ou  de 
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l'anire  de  ces  faits,  on  conclut,  d'après  la  discussion  pré- 
cédente, que  ta  force  à  laquelle  ce  corps  est  soumis  est  con- 
stamment la  même  pendant  tout  le  cours  de  son  niouve- 

On  peut  reconnaître  encore  que  son  intensité  est  la 
même  que  lorsque  le  corps  est  en  repos.  En  effet,  au 
moyen  d'un  appareil  semblable  à  celui  de  la  machine 
d'Alwood,  on  peut  communiquer  à  un  corps  un  mouve- 
ment vertical  uniforme.  Dans  ce  cas,  la  force  produite  par 
la  pesanteur  est  détruite,  et  l'on  peut  en  avoir  la  mesure 
exacte  par  la  tension  d'un  ressort  auquel  serait  suspendu  le 
corps  et  qui  participerait  au  mouvement  vertical.  Or  l'ex- 
périence prouve  que  cette  tension  est  la  même  que  lorsque 
le  système  est  en  repos  ;  d'où  il  suit  que  le  poids  d^iin  corps 
est  le  même  dans  l'élal  de  repos  et  dans  l'étal  de  mou- 
vement. 

Les  masses  des  corps  étant  donc  proportionnelles  à  leurs 
poids  dans  l'état  de  repos,  les  instruments  qui  servent  à 
mesurer  ces  poids  serviront  à  déterminer  les  rapports  des 
masses,  et  l'on  pourra  représenter  ces  dernières  quantités 
par  des  nombres,  en  prenant  pour  unilé  la  niasse  d'un  vo- 
lume déterminé  d'une  substance  choisie  arbitrairement,  et 
prise  à  une  température  déterminée.  Avant  le.s  expériences 
de  Galilée  sur  la  chute  des  corps,  on  ne  pouvait  savoir  que 
les  masses  étaient  proportionnelles  aux  poids;  et  il  en  serait 
tout  autrement  ai  la  pesanteur  était,  par  exemple,  une  force 
du  genre  des  attractions  magnétiques  qui  ne  s'exercent  pas 
sur  toutes  les  substances,  et  même  qui  s'exercent  inégale- 
ment sur  celles  qui  sont  soumises  à  leur  influence. 

179.  La  vitesse  acquise  par  les  corps  pesants  tombant 
librement  dans  le  vide,  pendant  un  temps  donné,  dépend 
du  lieu  où  se  fait  la  chute  ;  elle  subit  de  petites  variations 
suivant  la  latitude  et  l'élévation  au-dessus  du  niveau  de  la 
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mer.  Nous  ne  nous  proposons  pas  ici  d'en  faire  connaître 
les  lois,  et  nous  nous  bonu-rons  à  donner  la  valeur  de  la 
vitesse  acquise  par  un  corps  quï  tomberait  pendant  l'uuilé 
de  temps,  dans  le  vide,  à  l'Observatoire  de  Paris. 

Pour  déterminer  d'abord  riinité  de  temps,  nous  suppo- 
serons le  jour  moyeu  partagé  on  a4  lienres,  l'heure  en 
60  minutes,  la  minute  en  60  secondes;  et  nous  prendrons 
pour  unité  la  seconde,  ou  la  86400'^  partie  du  jour  moyen. 

Le  jour  sidéral,  ou  la  durée  de  la  rotation  de  la  terre  sur 
elle-même,  est  plus  court  que  le  jour  solaire  à  cause  du 
mouvement  propre  du  soleil;  ïl  n'est  que  de  86164,09  se- 
condes. Cela  posé,  si  nous  désignons  par  g  la  vitesse  acquise 
pendant  1  seconde  par  un  corps  tombant  dans  le  vide,  à 
l'Observatoire  de  Paris,  nous  aurons,  d'après  des  expé- 
riences précises  dont  nous  ne  parlerons  pas  ici, 

§-=:9™,8o896, 
le  mètre  étant  l'uniié  de  longueur. 

180.  D'après  ee  que  nous  avons  vu  dans  le  mouvement 
uniformément  varié,  nous  aurons,  dans  le  cas  d'un  corps 
qui  tombe  verticalement  dans  le  vide,  en  supposant  la  vi- 
tesse initiale  nulle,  prenant  l'origine  des  x  au  point  de 
départ,  et  les  x  positifs  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 

et,  par  suite. 

Cette  dernière  expression  s'appelle  communément  la  vitesse 
due  à  la  hauteur  x,  et  réciproquement,  x  ou  —  s'appelle 
la  hauteur  due  à  la  ■vitesse  v. 

Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  avec 
«ne  vitesse  a,  on  aura,  en  prenant  l'origine  des  x  au  point 
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de  dé[iari,  et  les  ,r  positifs  en  sens  conlraiie  de  la  pes 


La  vilessc  deviendra  nulle  pour  (  =i  -,  d'où  x  ^=  —  ■  Le 

'  g  2g 

nioljilc  monle  donc  pendant  uii  lemps  égal  à  celui  qu'il. 
mettrait  à  acquérir  la  vitesse  initiale  a;  et  l'espace  qu'il 
parcourt  en  s'élevant,  est  égal  à  celui  qu'il  parcourrait  en 
descendant  pendant  le  même  temps  sans  vitesse  initiale. 

Le  mobile  après  le  temps  a  redescend,  puisque  l'expres- 
sion de  la  vitesse  change  de  signe;  ei,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  il  doit  se  trouver  au  point  de  départ  avec  une 
vitesse  égale  à  — û,  après  un  nouvel  intervalle  de  temps 

égal  à  --  Et,  en  effet,  les  formules  précédenies,  pour 
1=  —  ;  donncJil 
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CHAPITRE  V. 

PRINCIPE  DE  LA  PROPORTIONNALITÉ  DE  LA  VITESSE 
A  LA  FORGE. 


181.  Ce  principe  fondamiinial  coiisislc  en  ce  que  deux 
forces  (.onstaiiles  quelconques  qui  sollicilent  de;;  masses 
■^ales  pendant  un  même  temps,  lem-  font  acquérir  des 
vitesses  qui  sont  entre  elles  dans  le  môme  rapport  que  les 
deux  forces. 

Beaucoup  de  géomètres  ont  admis  ce  principe  comme 
■une  hypothèse;  et  ils  vérifiaient  sou  exactitude  par  l'accord 
entre  les  résultats  des  iliéorîes  fondées  sur  elle,  et  des  expé- 
riences ou  des  observations  directes. 

Mais,  comme  il  est  une  des  bases  principales  de  la  science, 
nous  croyons  devoir  montrer  comment  on  peut  en  recon- 
naître l'exactitude  par  des  expériences  de  différente  nature, 
et  que  l'on  peut  faire  pour  autant  de  valeurs  différentes 
que  l'on  voudra  de  la  force  accélératrice  con.stante;  ce  qui 
n'empèelicra  pas  d'ailleurs  de  faire  par  la  suite  les  vérifi- 
cations dont  on  se  contentait  ordinairement. 

Pour  étudier  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  mouvement 
d'une  même  masse,  sollicitée  successivement  par  diverses 
forces  constantes,  et  partant  toujours  de  l'état  de  repos, 
entendu  comme  nous  l'avons  expliqué  une  fois  pour  toutes, 
on  peut  faire  usage  d'appareils  analogues  à  la  machine 
d'Atwood,  et  qui  donnent  le  moyen  de  faire  varier  d'une 
iafinilé  de  manières  la  force  appliquée  à  une  même  masse, 
ei  de  mesurer  avec  une  grande  précision  la  vitesse  acquise 
après  l'umté  du  temps.  Il  sera  facile  alors  de  déterminer 
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la  loi  suivant  laquelle  celle  vilessc  varie  avec  la  force  c[uî 

la  produit. 

Désignons  par  M  la  niasse  (le  l'un  quelconque  des  poids 
égaux,  primilivement  en  équilibre  sur  la  machine,  et  par  m 
la  masse  du  poids  additionnel  p.  Tous  les  points  du  sys- 
tème ayant  le  môme  mouvement,  des  masses  égales  sont 
sollicitées  par  des  forces  égales;  ainsi  une  masse  égale  à  m 
ne  sera  plus  sollicitée  par  la  force  p,  mais  par  la  force 

^  2M  +  m'  ""    ~^"lâ''  ^'  '""  P^"'  choisir  le  rapport  - 
1  +  3  - 

de  manière  que  la  masse  m  soit  sollicitée  par  une  force 
ayant  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  p.  Or, 
en  déterminant  les  vitesses  acquises  dans  chaque  cas  après 
une  seconde,  comme  on  peut  le  faire  par  des  procédés  irès- 
précis  que  nous  ne  pouvons  détailler  ici,  on  les  trouvera 
dans  le  même  rapport  que  les  forces,  avec  d'autant  plus 
d'approximation  que  l'on  aura  plus  diminué  les  résistances 
étrangères. 

On  peut  même  s'assurer  que  la  force  appliquée  à  !a 
masse  aM  est  constante  pendant  le  mouvement.  11  suffira 
de  suspendre  le  poids  additionnel  au  moyen  d'un  ressort 
qui  en  fasse  partie,  ou  qui  soit  compris  dans  l'une  des 
masses  en  équilibre.  On  reconnaîtra  qu'il  est  toujours  éga- 
lement tendu  pendant  le  mouvement,  et  que  par  conséquent 
la  force  avec  laquelle  la  masse  a  M  est  tirée  est  constante. 
Sa  valeur  indiquée  par  l'allongement  du  ressort,  étant  di- 
visée par- — 5  donnera  la  force  appliquée  à  la  niasse  m, 
et  devra  coïncider  avec  celle  que  nous  avions  déjà  Ironvée, 

P 

savoir r-- 

M 


r  la  pesanteur  dai 
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rappoit  connu  arbitral r<;,  en  faisant  descendre  un  corps  sur 
un  plan  incliné.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  a  l'angle  de 
la  verticale  avec  ce  plan,  la  force  appliquée  au  corps,  au 
lieu  d'être  p,  sera  pcosa,  et  pourra  prendre  toutes  les  va- 
leurs depuis  o  jusqu'à  p.  On  pourra  encore  déterminer  les 
vitesses  acquises  après  une  seconde,  et  l'on  trouvera  ces 
vitesses  proportionnelles  aux  forces,  ou  du  moins  cette  loi 
se  rapprochera  d'autant  plus  de  l'exactitude,  que  l'on  aura 
diminué  davantage  les  frottements  et  résistances  de  toute 
espèce. 

Nous  regarderons  maintenant  ce  principe  comme  dé- 
montre, ainsi  que  les  précédents,  et  l'objet  de  la  science 
sera  de  déduire  de  ces  premières  données,  tirées  de  l'obser- 
vation do  la  nature,  toutes  les  lois  du  mouvement  dans  les 
circonstances  les  plus  compliquées.  La  conformité  que  l'on 
trouvera  cot^siamment  entre  les  résultats  de  l'observation 
directe  des  phénomènes,  et  ceux  que  le  calcul  annonce  en 
admettant  ces  principes,  constituera  une  vérification  qui 
ne  laissera  aucun  doute  sur  leur  exactitude. 


IH    DES    FORCES    QUI    AGISSENT    SUH    DES    MASSES 
QCELCOKQUES. 

183.  Si  l'on  applique  une  force  constante /j  à  un  corps 
ayant  une  masse  m,  et  conçu  comme  réduit  à  un  point, 

chaque  unité  de  masse  est  sollicitée  par  la  force  —  ■  Si  l'on 

conçoit  une  seconde  force  constante  p'  appliquée  à  une 
niasse  m',  l'unité  de  masse  de  ce  nouveau  corps  est  solli- 
citée par  la  force  —,  ■ 

Les  mouvements  de  ces  deux  corps  étant  évidemment  les 
nicmc's  que  ceux  de  chacune  de  leurs  parues,  et  les  vitesses 
acquises  au  bout  do  même  temps  par  des  masses  égales,  étant 


Hosted  by 


Google 


î48  TUS    MOllVEMEHT   PRODUIT    PAU    LES    FORCES, 

proportionnelles  aux  forces  qui  les  proiluisetii;  sj  l'on  dé- 
signe ces  vitesses  par  f,  f',  on  aura 

.  ,  ..  P  .P'  .    , ..       .     ,  , 

"  m  '  m''  ''■''  ■■  '"■'•'""  ■ 

D'où  il  résulte  que  ileux  forces  constanles  iont  aiilre 
elles  comme  les  produits  des  masses  auxquelles  elles  sont 
appliquées,  par  les  vitesses  qu'elles  leur  font  acquérir  dans 
le  même  temps.  La  proportion  précédente  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

p'-     «,'V 

Si  donc  on  prend  pour  unilés  de  leurs  espèces  respectives, 
les  ijuanlités  désignées  par  p',  m',  c',  on  aura 

Ainsi  len  forces  seront  mesurées  par  le  produit  de  la 
masse  du  corps  auquel  elles  sont  appliquées,  par  la  vi- 
tesse quelles  lui  font  acquérir  pendant  l'unité  de  lemps^ 
en  entendant  que  l'on  a  pris  pour  unilé  de  force  celle  qui 
fait  acquérir  à  l'unité  de  niasse,  dans  l'unité  de  temps, 
une  vitesse  égale  à  l'unité  de  longueur. 

Celte  mesure  s'appliquera  évidemment  aux  forces  pro- 
duisant des  quantités  de  mouvement  finies  dans  des  temps 
inappréciables.  Si  ces  forces  n'agissent  pas  avec  une  inten- 
sité constante,  c'est  à  leur  valeur  moyenne  que  celle  me- 
sure s'appliquera. 

184.  Si  l'on  \oulait  comparer  les  intensités  de  deux 
forces  p,  p',  qui  dans  des  temps  différents  t,  t'  auraient 

fait  acquérir  des  vitesses  c,  c'  aux  masses  m,  m',  il  fau- 
drait ramener  les  temps  à  être  égaux,  par  exemple  à  l'unité, 
avant    d'y   appliquer  la    proposition    précédente.    Or,    la 

masse  m  aurait  acquis  la  vitesse-  dans  le  temps  i,  et  la 
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i  l'on    suppose  que  />',  m',  v\   t'  soient  tous  égaux  i 


l'unité  de  force  étam  la  même  que  dans  le  cas  précédent. 

On  est  convenu  d'appeler  quantité  de  mouvement  d'un 
corps  le  produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse.  On  peut  donc 
dire  qu'une  force  constante  quelconque  est  mesurée  par 
la  quantité  de  mouvement  quelle  produit  dans  l'unité 
de  temps. 

185.  Unités  de  force  et  de  masse.  —  Jusqu'ici  nous 
n'avons  fixé  que  les  unités  de  longueur  et  de  temps,  qui 
sont  respectivement  le  mètre,  ei  la  seconde.  Nous  avons 
laissé  indéterminées  celles  qui  se  rapportent  aux  forces  et 
aux  masses;  seulement  nous  les  avons  liées  par  la  conJi- 
tion  que  l'unité  de  force,  appliquée  à  l'unité  de  masse 
pendant  l'unité  de  temps,  lui  fît  acquérir  une  vitesse  égale 
à  l'unité.  Nous  conviendrons  mainienanl  de  prendre  pour 
unité  de  force  le  kilogramme,  c'est-à-dire  le  poids  d'un 
décimètre  cube  d'eau  distillée  prise  à  la  température  du 
maximum  de  densité,  et  considère  à  l'Observatoire  de 
Paris.  Voyons  ce  que  sera,  d'après  cela,  l'uniié  de  masse, 
c'est-à-dire  la  masse  qui,  sollicitée  pendant  une  seconde 
par  une  force  constante  égale  au  poids  de  i  kilogramme, 
acquerrait  une  vitesse  de  i  mètre  par  seconde. 

Or,  la  masse  de  i  décimètre  cube  d'eau,  sollicitée  par  une 
force  égale  à  i  kilogramme,  c'est-à-dire  par  son  poids  à 
l'Observatoire,  acquiert  la  vitesse  g  dans  une  seconde;  donc 
la  masse  d'un  nombre  s  de  décimètres  cubes  d'eau,  solli- 
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ciléf!  par  la  mime  force  de  i  kilogramme,  acquerrait  une 
vitesse  égale  à  l'iimté  :  elle  est  donc  l'unité  de  masse. 

Ainsi,  eu  prenant  la  seconde  pour  unité  de  temps,  le 
mèlre  pour  unité  de  longueur,  et  le  kilogramme  pour 
unité  de  force,  la  niasse  prise  pour  unité  doit  être  celle  de 
9,80896  décimètres  cubes  d'eau  distillée  prise  à  la  tempé- 
rature de  4  degrés. 

Les  masses  pourront  toujours  être  remplacées  par  des 
poids  ;  ce  qui  est  plus  commode,  puisque  ce  sont  les  poids 
qui  se  mesurent  immédiatement  avec  les  instruments.  On 
observera  pour  cela  que  si  P  désigne  le  poids  du  corps  dont 
la  masse  est  m,  on  aura  P  =;  nig,  puisque  g  unités  de  force 

expriment  le  poids  de  l'unité  de  masse;  on  en  tire  m^  -; 

mais  il  ne  faudra  pas  oublier  que  tout  se  rapporte  au  sys- 
tème d'unités  que  nous  venons  d'établir. 

186.  Poids  spécifique.  —  On  appelle  densité  d'une 
substance  bomogène  la  masse  qu'elle  renferme  sous  l'unité 
de  volume  ;  le  poids  spécifique  est  le  poids  de  celte  masse. 
Il  résulte  de  là,  que  si  l'on  désigne  par  D  la  densité  d'une 
substance,  son  poids  spécifique  sera  D^;  et  si  l'on  consi- 
dère une  portion  de  cette  substance  dont  le  volume  soit 
désigné  par  V,  la  masse  par  M,  et  le  poids  par  P,  on  aura 

IV1=VD,  P  =  VD^. 
On  voit  par  là  que  si  l'on  formait  la  Table  des  densités  et 
celle  des  poids  spécifiques  d'une  série  de  substances  bonio- 
gènes,  les  nombres  de  la  seconde  ne  différeraient  de  leurs 
correspondants  de  la  première  que  par  le  facteur  con- 
stant g. 

Le  plus  ordinairement,  dans  ces  Tables,  on  prend  pour 
terme  de  comparaison  l'eau  distillée,  prise  à  la  température 
du  maximum  de  densité;  et  l'on  représente  par  l'unité, 
dans  l'une  la  densité,  dans  Tautre  le  poids  spécifique  de 
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l'eau.  Dans  cette  su[iposilioii ,  les  deux  Tables  seraient 
composées  des  mêmes  nombres,  et  on  se  borne  à  l'une  des 
deux  dans  lous  les  ouvrages  de  Physique.  On  peut  l'appeler, 
indifTéremment  Tnhle  des  riensilés  ou  Table  des  poids 
spécifiques.  Mais  il  faut  bien  se  souvenir  que  les  poids 
spéeiRques  des  substances,  tels  qu'ils  doivent  èlre  substitués 
dans  îcs  formules  de  la  Mécanique,  s'obtiennent  en  mul- 
liplianl  les  nombres  donnés  parla  Table,  par  le  poids  spé- 
cifique de  l'eau  qui  est  looo,  puisque  le  mètre  cube  estl'u- 
nilé  de  volume,  et  le  kilogramme  l'unité  de  force.  Et  de 
même,  pour  avoir  les  densités  de  ces  subslauc.es,  il  faudra 

mnliiplier  les  nombres  correspondants  de  iaTable  par • 


L  ACTIOW     ET    DE    L\    RÉACTiOK 

187.  Considérons  un  point  matérid  soumis  à  l'action 
d'une  force  constante,  qui  lui  fait  parcourir  une  ligne 
droite  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  On  peut 
remplacer  celle  force,  quelle  qu'elle  soil,  par  un  corps  qui 
pousserait  ou  tirerait  le  point,  de  manière  à  lui  faire  suivre 
le  même  mouvement;  auquel  cas  la  force  produite  par  sa 
liaison  au  corps  serait  la  même  que  la  première.  Or,  si 
l'on  réalise  cet  élat  de  choses  en  poussant  ou  en  tirant  un 
corps  quelconque  au  moyen  d'un  ressort  dont  on  puisse 
négliger  la  masse,  on  reconnaîtra  qu'il  arrive  toujours  à  un 
état  permanent  de  tension.  Il  résultera  de  là,  en  ne  tenant 
pas  compte  delà  force  nécessaire  pour  produire  l'accélé- 
raiiou  du  ressort  dont  la  masse  est  considérée  comme  in- 
sensible, que  ce  ressort  est  sollicité  à  chaque  instant  par 
deux  forces  en  équilibre,  et  par  suite  égales  et  contraires. 
Donc  l'action  exercée  à  l'une  des  extrémités  du  ressort,  et 
qui  produit  Paccélération,  est  toujours  accompagnée  d'une 
autre  action  égale  et  contraire  appliquée  à  l'exlrémilé  qnî 
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est  liée  au  coi]js.  Cette  dernière  force  est  nommée  réaction 
du  corps,  et  les  expériences  que  nous  venons  d'indiquer 
démontrent  que  l'action  est  conslamment  égale,  à  la 
réaction,  dans  tout  mouvement  où  Ja  force  est  constante  ; 
et  par  conséquent  aussi  dans  le  cas  où  elle  est  vaiiable, 
puisqu'on  peut  toujours  la  considérer  comme  conslante 
dans  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit.  C'est  cette 
réaction  qu'on  appelle  _/b/'ce  iVinertie. 

Le  principe  étant  établi  pour  tous  les  cas  où  la  force  est 
produite  par  des  liaisons  matérielles,  on  l'étend  naturel- 
lement an  cas  même  où  l'on  n'aperçoit  aucun  iniermédiaîre 
entre  les  deux  points  qui  agissent  l'un  sur  l'autre;  action 
qui  est  toujours  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint.  Cette 
extension  est  confirmée  par  l'accord  entre  les  phénomènes 
observés,  elles  calculs  fondés  sur  cette  hypothèse;  et  d'ail- 
leurs elle  peut  être  démontrée  expérimentalement  toutes 
les  fois  que  les  corps  entre  lesquels  a  lieu  l'action  mutuelle 
peuvent  être  liés  l'un  à  l'antre  de  manière  à  former  un  sys- 
tème rigide  libre  ;  on  reconnaît  par  l'immobilité  de  ce 
système  que  les  deux  forces  sont  contraires  et  égales. 

Nous  admettrons  donc  ce  principe  général,  que  toutes 
les  fois  qu'un  point  matériel  produit  une  action  sur  un 
autre,  ce  dernier  exerce  toujours  une  action  égale  et  con- 
traire sur  le  premier;  de  sorte  que,  si  ces  points  venaient  à 
être  liés  invariablement,  les  deux  actions  se  détruiraient 
exactement. 
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CHAPITRE  VJ. 

ÉQUATIONS  DIFFÉliENTIELLES  DU  MOUVEMENT  liECTILIGNE. 


EXPRESSION    DE    LA    FOnCE    nANS    TJM    MOÏVEMEWT 
RECTILIGNE    OliELCONQTlE, 

188.   Nous  avons  vu  que  deux  forces  constantes  sont 
entre  elles  comme  les  quanti  lés  do  mouvement  qu'elles  ont 
ne  temps.  D'où  il  est  résulté 
l  être  mesurée  par  la  quantité 


comm 

Lunîi^uccs  dans  le  m 

qu'un 

<:  force  constante  p* 

demi 

.uvement  qu'elle  pt 

prena 

ntpourunitédeforc 

fsh  a 

cquérîr  à  l'unité  de  i 

■oduil  dans  l'unité  de 


lemps, 


e  celle  qui,  dans  l'unilé  de  temps, 
masse  une  vilesse  égale  à  runité. 
Voyons  comment  on  peut  ramener  à  ce  cas  celui  d'une  force 
qui  varie  à  chaque  instant  suivant  une  loi  arbitraire.  La 
question  consiste  à  déterminer  la  vitesse  qu'elle  ferait 
acquérir  à  l'unité  de  masse  pendant  l'uniié  de  temps,  si  elle 
conservait  l'intensité  qu'elle  a  à  l'instant  que  l'on  considère. 
Supposons  donc  un  mouvement  recliligne  quelconque; 
solerJlji'la  vilesse  du  point  mobile  auquel  nous  supposerons 
une  niasse  égale  à  l'unité,  x  sa  dislance  à  l'origine,  (  le 
temps  compléàpanir  d'une  époque  quelconque;  désignons 
par  (f  la  force  variable  qui  sollicite  le  point  à  chaque  in- 
stant, c'est-à-dire  son  rapport  à  l'unité  de  force,  qui  est  me- 
suré par  la  vitesse  qu'elle  ferait  acquérir  pendant  l'unité 
de  temps  au  mobile  en  question,  dont  la  masse  est  égale  à 

Si  la  force  était  eonstante,  il  suffirait  de  diviser  la  vitesse 
qu'elle  communiquerait  au  point  dans  un   temps  quel- 
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conc[iie,  par  ce  temps 


ft  l'on  aurait  la  vitesse 


i  l'imilé  de  icmps.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  si  la 
force  est  o  à  un  certain  instant,  elle  sera  augmentée  d'une 
certaine  quantité  Aœ  apiès  le  temps  Aï,  et  l'accroisse- 
ment Al'  de  la  vitesse  ne  sera  pas  dû  à  la  force  œ,  mais 
pourrait  être  produit  par  une  force  comprise  enire  f  et 
ff  -(-  Acf,  et  qui  agirait  avec  une  intensité  consume  i)eiK]ant 
le  même  temps   At.  Cette  force  intermédiaire  cf'  sera  égale 

a  — 1  eest-a-dire  que  celte  expression  mesure  la  vitesse 

qu'elle  communiquerait  au  point  dans  l'unîlé  de  temps. 

AT    ■        1-.  .  .  y  i" 

Mais   I  équation    rigoureusement    exacte  ç  =  —  ayant 

lie»  quel  que  soit  l'intervalle  de  temps  At,  et  f'  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  y  à  mesure  que  At  tend  vers  zéro, 
puisque  alors  Aç  tend  aussi  vers  zéro,  il  en  résulte,  en 
prenant  les  limites  des  deuy  membres  de  l'équation, 


Telle  est  la  mesure  exactede  la  foire  appliquée  à  l'unité 
de  masse,  dans  un  mouvement  rectiligne  quelconque.  Elle 
est  de  même  signe  que  du,  de  sorte  qu'en  employant  cette 
formule,  on  regarde  la  force  comme  positive  quand  elle 
tend  à  augmenter  la  vitesse,  et  comme  négative  quand  elle 

tend  à  la  diminuci';  maïs  l'expression  de  celle-ci  est—-, 

et  est  positive  quand  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens 
des  X  positifs  :  donc  la  force  sera  positive  quand  elle  agira 

dans  ce  même  sens,  puisqu'elle  rendra  ^  ou  c  plus  grand 

en  valeur  algébrique;  elle  sera  négative  dans  le  sens  con- 
traire. 

Si  dans  l'expression  de  9  on   remplace    i'  par  —,  on 


Hosted  by 


Google 


189.   Si  mainienaut  on  considère  un  point  dont  la  masse 

soit  m,  la  force  qui  le  solticile  sera  mesurée  par  m  — > 
'  ^  ^  lit 

puisque  le  point  qui  aurait  le  même  mouvemeut  et  une 

masse  égale  à  l'uniié,  serait  sollicité  par  la  force  —  !  et  que 

nous  avons  vu  que  dans  des  mouvements  identiques,  les 
forces  sont  entre  elles  comme  les  masses. 

On  est  convenu  d'appeler  force  motrice   c. 
appliquée  à  une  masse  donnée  quelconque;  sa  i 

dv  (fx 

m  —,      ou      m  — —  \ 

dt  dt' 

et  l'on  appelle  force  accélératrice  ccWc  f\\n.,  d. 
vcment  que  l'on  considère,  sollicite  l'unité  de 


lie  qui  est 
[csnre  est 


Cette  expression,  considérée  dans  le 
nème,  en  mesure  Vaccéléraiion  positiv. 


ÏSiGE    DES    FORMULES    GÉNÉRALES    1 

190.   Ces  formules  sont 


.1  encore,  en  remettant  pour  dl  sa  valeur  lirée  de  la  pre- 
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Examinons  les  dilVérentes  questions  auxquelles  elles 
peuvenl  donner  lieu, 

1°  Supposons  que  l'on  donne  x^F(t],  on  obtiendra 
l'expression  de  la  vitesse  et  de  la  force  par  de  simples  dille- 
rentiations  par  rapport  à  t. 

2"  Soitv  =  F(i),onaura 


m  connaîtra  donc  la  force  accêieratrice. 

On  connaîtra  la  position  du  point  à  chaque  instant  e 
nlégraiit  l'équation  ~~-=  F(i),  qui  donne 


La  constante  relative  à  cette  intégration,  se  di 
la  position  initiale  du  point. 

On  connaîtra  la  vitesse  par  la  formule 


^/' 


=      F{i)dt, 


et  l'on  déterminera  la  constante  d'après  la  valeur  initiale 
de  c.  Soit  ainsi  ^'^/(();  on  aura  la  valeur  de.x  au  moyen 
de  la  formule  suivante  : 


=/>(-)* 


et  la  constante  intiodoite  par  cette  nouvelle  intégration 
dépendra  delà  position  initiale  dupoint. 
4"  Soit  f  =;  F  (.r),  on  en  conclura 

la  constante  se  déterminera  d'après  la  position  initiale  du 
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point,  et  l'on  aara  ainsi  une  t^t)uation  finie  entre  ,r  et  t.  [.a 
force  y  ou  -—  sera  égale  à  F'(x)F(,r). 

5"  Soit  tf  =  F(:r);  si  l'on  remplace  (f  par  -—■,  fin  aura 

'^  =  n'):    .loi.    ,J.  =  tM'". 

et,  en  inlcgranl, 


.^./..^.^.^(S)'. 

On  parviendrait  encore  à  ee  résultat  en  remplaça 

m  -^  p. 

■—-;  on  aurait  alors 

'^  =/.')■ 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  2  -^1  il  vif 

;nt 

d.r   d\T,  ^ ,     ,  dr 

et  les  deux  membres  de  celte  équaiion  sont  des  dérivées, 
par  rapport  à  (,  le  premier,  de  (  "r  )  '  et  le  second,  de 
2    j'F{x)dxt,cn  aura  donc 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équaiion  précédemment 
obtenue. 

La  constanle  renfermée  dans    I    se  détermine  par  les  va- 
leurs initiales  de  .r  et  f.  On  connaît  ainsi  la  vitesse  en  un 
point  quelconque  du  mouvement,  et  il  reste  à  trouver  nue 
équation  entre:»:  et  (.  Désignons  2/F(j:)f/x  pary  (a);  nous 
«7 
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aurons 

t't  la  constante  sera  déterminée  par  la  valeur  initiale  de  x. 
Q°  Soit  enfin  cB  =  F(i'),  on  aura  alors 

la  constante  se  déterminera  par  la  valeur  initiale  de  v. 

Si  l'on  peut  résoudie  cette  dernière  écjuation  par  rapport 
à  f,  on  aura 

■■=/(<) =3.  J'»»  «=J/«)'*. 

Dans  le  cas  contraire,  on  remplacera  ij)  par  — j  el  l'on  aura 

Si  l'on  peut  effectuer  cette  intégration,  on  aura  une  équa- 
tion finie  entre  v  et  X\  et  comme  on  en  a  déjà  une  entre 
t  et  V,  l'élimination  de  v  en  fera  connaître  une  autre  en  x 
el  t. 

Telles  sont  les  difTérentes  (questions  auxquelles  peuvent 
donner  lieu  les  équations  du  mouvement  reetiligne  varié. 
Leur  solution  dépend  toujours  ou  de  diflerentiations,  ou 
d'intégrations  du  genre  des  quadratures.  Nous  renvoyons 
aux  Traités  spéciaux  pour  l'application  de  ces  formules  à 
des  exemples. 
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CHAPITRE  VII. 

DU  MOUVEMENT  GÉNÉRAL  D'UN  POINT  LIBRE. 


191.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  mouve- 
ment le  plus  général  d'un  point  libre  sollicité  par  des  forces 
quelconques,  qui  sont  toujours  réductibles  à  une  seule, 
dont  la  direction  et  l'intensité  peuvent  varier  arbilraîre- 
nietit  avec  te  temps  et  la  position  du  point, 

La  première  question  que  nous  allons  nous  proposer,  est 
de  détermiuer  le  mouvement  que  suivrait  le  point,  si,  à 
un  certain  instant,  la  force  continui;  qui  lui  est  appliquée 
cessait  subitement  d'agir.  Nous  savons,  par  la  loi  d'inertie, 
qu'il  sera  rectiligne  et  uniforme;  il  ne  reste  donc  à  con- 
naitre  que  sa  direction  et  sa  vitesse. 

Pour  cela,  concevons  trois  axes  rectangulaires,  de  direc- 
tions constantes,  cl  dont  l'origine  ait  précisément  ce  mou- 
vement que  nous  voulons  déterminer.  Si  la  force  n'agit 
plus,  le  mobile  coïncidera  constamment  avec  cette  oi'igîne. 
Mais  si  elle  ne  cessait  pas  son  action,  c'est-à-dire  si  le  point 
continuait  son  mouvement  réel,  le  mouvement  qu'il  pren- 
drait par  rapport  aux  axes  mobiles  serait,  d'après  un  prin- 
cipe général  admis  précédemment,  celui  même  qui  aurait 
lieu  par  rapport  à  des  axes  fixes,  si  on  plaçait  le  mobile 
sans  vitesse  à  leur  point  de  rencoutre,  el  qu'on  lui  appli- 
quât la  force  même  qui  le  sollicite  dans  son  mouvement 
réel.  Or  l'espace  qu'il  parcourraitainsi  dans  un  temps  infi- 
iiîjnent  petit  du  premier  ordre,  serait  un  infiniment  petit 
du  second,  tandis  que  celui  que  parcourrait  en  même  temps 
l'origine  mobile,  serait  du  premier.  Si  donc,  sur  la  direc- 
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tioii  rectiligue  que  suit  le  point  après  la  suppression  de  la 
force,  on  prend  une  quaniité  infiniment  petite  du  premier 
ordre,  son  extrémité  sera  à  une  dislance  infiniment  petite 
du  second  ordre,  du  point  de  sa  trajectoire;  d'où  il  suit 
d'abord  que  cette  direction  rcctilîgne  ne  peut  être  que  la 
tangente  à  celte  trajectoire.  De  plus,  l'espace  parcouru  par 
le  point  sur  sa  trajectoire  ne  diirérant  que  d'un  infiniment 
petit  du  second  ordre  de  celui  que  parcourt  l'origine  pen- 
dant le  même  temps,  la  vitesse  dans  le  mouvement  réel,  à 
l'instant  considéré,  est  la  même  que  celle  de  l'origine. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Si  à  tin  instant  quelconque  la  force  qui  produit  le  mou- 
vement d'un  point  libre  cessait  d'agir,  ce  point  se  mou- 
vrait alors  uniformément  suivant  la  tangente  à  la  trajec- 
toire, avec  la  ■vitesse  qu'il  avait  à  ce  même  instant, 

192.  f^aleur  ef.  direction  de  la  force  d'après  le  inouve~ 
ment  produit.  —  Considérons  une  position  quelconque  M 
(fig-  2'i)  d'un  point  dont  la  masse  est  /«,  et  dont  les  coor- 
données X.  y,  z  sont  des  fonctions  déterminées  du  temps  t. 


Si  la  force  qui  agit  sur  lui  cessait  à  cet  instant  son  action, 
il  se  mouvrait  sur  la  langeale  MT  avec  la  vitesse  v  qu'il 
a  en  M.  Si  donc  nous  supposons  trois  axes  X',  ¥',  Z' 
constamment  parallèles  aux  premiers,  et  dont  l'origine  A'  se 
meuve  sur  MT  avec  la  \itesse  constante  f,  le  mouvement 
du  point  Hi,  par  rapport  à  ces  axes,  sera  identique  à  celui 
qui  aurait  lieu  par  rapport  à  des  axes  immobiles,  si  le 
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point  m  éiait  placé  sans  viicsse  à  l'ongiiie,  et  solliohé  par 

La  irajccloire  relative  aux  axes  mobiles  partira  de  A', 
passera  en  m,  et  sa  tangente  en  A'  sera  la  première  direc- 
tion de  la  sécante  A' m.  On  peut  regarder  l'arc  inilnimcnt 
petit  de  cette  courbe  comme  se  confondant  avec  celte  sé- 
cante, et  la  force  comme  constante  de  grandeur  et  de  direc- 
tion, pendant  le  temps  infinimenl  petit  6,  Cette  direction 
est  celle  de  la  droite  décrite,  et  le  mouvement  sur  cette 
droite  sera  uniformément  accéléré. 

Les  projections  de  cette  sécante  seront  les  différences 
des  coordonnées  de  A'  et  m.  Ces  dernières  seront  exprimées 
par  les  formules 


r+v 


«,  6,  r 

bile  A'  s. 
ces  form 


'tant  infiniment  petits;  celles  de  l'origine  mo- 
ront  csprimées  par  les  deux  premiers  ternies  de 
Lilcs,  puisque  les  composantes  de  sa  vitesse  sont 
--  ;  de  sorte  que  les  projections  de  la  sécante  dé- 
rite d'un  mouvement  uniformément  accéléré,  et  que  l'on 
ppelle  la  déviation  du  point,  seront 

(d':r.  \G'  fd\r     ,     A0=  (d'z  \  S' 


Elles  seront  jjroporlionnelles  aux  cosinus  des  angles  formés 
par  la  sécante  avec  les  axes  et  seront  du  signe  même  de 
ces  cosinus,  en  considérant  le  sens  de  A'  vers  m,  c'est-à- 
dire  le  sens  même  de  la  force.  On  aura  la  longueur  de  la 
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sécante  en  prenant  la  racine  de  la  somme  des  carres  de  ces 
projections,  ei,  d'après  la  théorie  dn  mouvement  itnifor- 

mément  accéléré,  en  la  divisant  par  -—,  on  aurait  l'expres- 
sion de  la  force  accélératrice.  Elle  contiendra  les  quantile's 
infiniment  petites  a.,  6,  y;  mais,  à  mesure  que  6  dimi- 
nuera, les  suppositions  relatives  à  la  direction  et  à  l'in- 
tensité de  la  force  prendront  un  caractère  de  ilxité  de  plus 
en  plus  grand,  et,  en  pas5ant  à  la  limîle,  on  auia  pour 
direction  do  la  force,  la  tangente  a  la  trajectoire  relative; 
au  point  M  son 


mtt 

îffiau 

rapo 

ur  exprcssu 

on 

v'i 

/d'x 

yv 

\  dr  , 

ï-m 

lésai 

ngics 

i  que 

sa  direclion  fait 

avec 

les 

axes 

. 

fU  h 

d'x 

i'x 

fl'z 

et  les  eosin 

seront  proportionnels  à  ^V-'  "r^'  -r->  et  respeciivemeni 
•^    ^  di'      dû     de  "^ 

de  mêmes  signes.  Ces  cosinus  seront  donc  représentés  en 

grandeur  et  en  signes  par 

I   d'x         I   d'y         i   d'z 

fo    de         ^    dt'         fù    dt'' 

et   les  composantes  de  la  force  seront  exprimées  en  gran- 
deur et  en  signe  par 


Telle  est  l'expression  des  composantes  de  la  force  qui 
sollicite  l'unité  de  masse  dans  le  mouvement  d'un  point 
libre,  dont  X,yy  z  sont  les  coordonnées  fonctions  du  temps. 
Pour  que  le  mouvement,  quel  qu'il  soil,  reste  le  même 
quand  le  mobile  aura  une  masse  égale  à  m,  il  faudra  mul- 
tiplier la  force,  et,  par  suite,  ses  composantes  par  m.  Si 
donc  on  désigne  par  X,  T,  Z  les  composantes  de  la  force 
appliquée  au  point  dont  la  masse  est  m,  et  qu'on  nomme  la 
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force  motrice,  les  coordonnées  x,  y,  s  de  ce  point  seront 
des  fonctions  du  lemps,  telles  que  Ton  ail  à  chaque  inslanl 


r=X, 


u'^'y  - 


Ce  sont  ies  équations  difl'érenticHes  du  mouvement  d'un 
point  libre. 

193.  Usage  des  équations  du  mouvement  d'un  point 
libre.  — Ces  équatioDs  donnent  le  moyen  de  ramener  au 
calcul  toutes  les  qiieslions  qui  peuvent  se  présenter  sur  le 
mouvement  d'un  point.  Le  cas  le  plus  simple  serait  celui 
où  l'on  donnerait  x,y,  z  en  fonction  de  î;  ou,  plus  géné- 
ralement, trois  équations  finies  entre  x,  j,  z,  t.  En  les 
différenliant  une  fois  par  rapport  à  (,  on  connaîtrait  les 
composantes  de  la  vitesse  du  mobile.  Une  seconde  différen- 
tiation  ierait  connaître  les  composantes  de  la  force  accélé- 
ratrice, et ,  par  conséquent,  cette  force  elle-même  en  gran- 
deur et  en  direction.  Enfin  l'élimination  de  /,  entre  les  trois 
équations  données,  ferait  connaître  les  deux  équations  de  ia 
trajectoire. 

Mais  les  données  de  la  question  sont,  en  général,  moins 
simples.  Elles  devront  lonjours  fournir  trois  conditions, 
puisqu'il  y  a  quatre  variables  x,  j,  z,  i,  dont  une  seule 
est  indépendante  :  mais  si  l'on  pouvait  reconnaître  à  priori 
(jue  la  trajectoire  est  plane,  on  prendrait  deux  axes  de 
coordonnées  dans  ce  plan,  et  il  n'y  aurait  plus  que  trois  va- 
riables, savoir  :  le  temps  /  et  les  deux  coordonnées,  quelles 
qn'eiles  soient,  du  mobile. 

Le  cas  le  plus  difficile  est  généralement  celui  où  la  force 
est  donnée.  On  connaît  alors  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x,  j, 
z,  t,  et  les  équations  du  mouvemeiil  sont  de  la  forme 

5:=F,.,„.,„,   S  =  F,„.,..,,),  g-=H'.r....). 
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Si  l'on  peut  intégrer  le  sysléme  de  ces  iroîs  é{juatioiis 
di (Té reiiti elles  du  second  ordre,  on  parviendra  à  [rois  éqiia,- 
lions  entre  X^j,  z^  t  et  six  constantes  arbilraii'es. 

Ces  constantes  se  détermineront  d'après  les  circonstances 
initiales  du  mouvement. 

On  observera,  pour  cela,  qsie  le  mouvement  du  point 
n'est  pas  déterminé  par  la  suulo  connaissance  de  la  force 
qui  agilsur  lui.  Il  faut  encore  connaître  la  position  où  il 
se  trouve  à  un  certain  instant,  celui  par  exemple  à  partir 
duquel  on  commence  à  compter  le  temps;  et,  de  plus,  la 
grandeur  et  la  direction  de  sa  vitesse  à  cet  instant.  C'est  en 
cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  X'état  inilial  du  poùif; 
et  l'on  voit  qu'il  renferme  sis  données  nécessaires  et  suffi- 
santes, les  trois  coordonnées  du  point  et  les  trois  compo- 
santes de  sa  vitesse. 

Or  il  est  facile,  au  moyen  de  ces  données,  de  déleroiiner 
les  six  constantes  introduites  par  l'intégration.  Eu  eilet,  les 
équations  intégrales,  ainsi  que  toutes  celles  qu'on  en  dédui- 
rait par  la  diilërenliation,  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  (, 
seront  satisfaites  si  l'on  y  fait  ^^^o.  Pour  cette  valeur  de  f,  on 

I  1,1  1  1  dx    dy    dz 

connaît,  par  hypothèse,   es  va  eurs  de  x,  r,  z,  -r'  -r-'  -r- 
'  ^        ■'  '  '  ^■"     ^  dl     de    dt 

En  les  substituant  dans  les  équations  inlégralrs  et  leurs 
dérivées  premières,  dans  lesquelles  on  aura  fait  t  ■■:=  o,  ou 
aura  six  équations  qui  ne  renfermeront  d'inconnues  que 
les  six  constantes,  lesquelles,  par  conséquent,  seront  dé- 
terminées. 

Ayant  ainsi  trois  équations  enrre  x,j,  s,  f,  on  irntre 
dans  le  premier  cas  que  nous  avons  examiné. 

COMPOSANTES    DE    LA    FOUCE    ACi:i-:Lt';T\ATElCE    SllVAKT 


■m  Utile  de  décomposer  la  force  suivant  la 
>rma!c  à  la  trajectoire.  Désignons  par  T 
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et  N  CCS  deux  composantes  rapporlées  à  i'unilé  de  masse. 
La  première  s'obtiendra  en  projetant  sur  la  tangente  les 
trois  composaiiles  parallèles  aux  axes,  ce  qui  donnera 
rf-,>-  dx        d'y  dy        d't  di 
dt'    ds         di'   ds         'lit'   ds' 

Or,  en  dîflerentiant  l'équation 


d''x  de        d'y  dy        d-z  dz        d^s  d.< 
~dë  1t         'dF'   It  ^  lù'   'dt  ~  'W  Jl' 


Connaissant  la  rcsultanlc  et  une  des  deux  composantes,  on 
aura  pour  l'autre 

On  on  a  trouvé  dans  la  Géométrie  que  le  rayon  de  cour- 
bure R  d'une  courbe  quelconque  a  pour  expression,  (jueile 
que  soit  la  variaLIc  choisie  comme  indépenilanlc, 


di' 


Il  ne  reste  plus  qu'à  reconnaître  suivant  laquelle  des  nor- 
males à  la  courbe  cette  composante  est  dirigée. 

Or  elle  est  dans  le  plan  qui  contient  la  composante  tan- 
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gentlellc  et  la  résultante;  et  les  cosinus  des  angles  que  ces 
directions  font  avec  les  axes  sont  proportionnels  respecti- 
vement à 

(^j;,  dj,  lii     et     (/'a-,  d'y,  d'z. 

Soit  A X  ■+-  Bj-4-Cz  =^  !  l'équation  d'un  plan  quelconque; 
pour  qu'il  soit  parallèle  à  ces  deux  directions  il  faudra  que 
l'on  ait 

Ad.r-i'  Bdy  -+-  Cdz  =o, 

et,  en  exprimant  qu'il  passe  au  point  donné,  on  aura  le 
plan  qui  renferme  les  trois  forces.  Or  ces  équations  sont 
précisément  celles  qui  déterminent  le  plan  oseulateur  d'une 
courbe  quelconque.  D'où  il  résa]le  que,  dans  le  mo/wenient 
d'un  point  libre,  la  force  est  toujours  située  dans  le  plan 
oseulateur  de  la  trajectoire ,  ainsi  que  ses  composantes , 
langenlielle  et  normale. 

193.  On  peut  arriver  très-simplement,  et  sans  calcul, 
aux  résultats  précédents. 

En  eifet,  la  ligne  A'm  [fig.  22,  p.  260}  étant  décrite 
pendant  le  temps  infiniment  petit  S,  par  l'action  de  la  force 

accélératrice  9,  la  valeur  de  celle-ci.  sera  égale  à  ~— — » 

et,  si  l'on  abaisse  mP  perpendiculaire  sur  la  tangente,  la 
force  'ij  el  ses  composantes  seront  entre  elles  comme  les 
trois  côtés  du  triangle  A'wP;  elles  sont  dirigées  l'une  de  P 
vers  m,  l'antre  de  A'  vers  P,  ei,  par  conséquent, 

_  aA'P  _  iVm 

~     V    '     '   "^     fl' 

en  prenant  les  limites  de  ces  rapports.  Or  on  a 
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Maintenant  A' P  est  égal  à  MP  — MA',  et  MP  ne  diffère 
de  l'arc  Mm  que  d'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre, 
(jui  peut  être  néglige  deïant  A'P  qui  est  du  second.  Or  l'arc 
de  la  trajectoire  étant  considéré  comme  fonction  du  temps, 
on  aura 

dl  \iiO  j  -î. 

et,  comme  MA'  =;  --  9,  il  en  résultera 

expression  qui  sera  positive  ou  négative  en  même  temps 

que  -TT)  c'est-à-dire  suivant  que  la  vitesse  —  sera  crois- 
^       dc^  ^  dt 

santé  ou  décroissante.  Multipliant  par  j-  et  passant  à  la 

limite  on  trouvera 


Quant  à  la  direction  de  la  force,  elle  est  la  limite  de  la 
dircctiou  de  mA',  et,  par  conséquent,  est  comprise  dans  le 
plan  limite  du  plan  MA'hi,  qui  est,  comme  on  le  sait,  le 
plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  I\I.  La  composante 
normale  y  est  donc  elle-même,  puisque  la  résullanle  et  la 
composante  tangentielle  s'y  trouvent.  Elle  est  dirigée  du 
point  M  vers  le  centre  de  courbure,  comme  étant  la  limite 
delà  direction  P/K,  et  c'est  pour  cela  qu'on  lui  donne  quel- 
quefois le  nom  As  force  cenlripète.  On  retombe  ainsi  sur 
les  résultats  déjà  obtenus. 

Si    la  masse  du  point,  au  lieu  d'être  l'unité,  était  égale 
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,  ,  .  ,!,!■'  <l'.S  di, 

a  III-  les  deux  composantes  seraient  ■ —  et  m  —r~  ou  m  —  - 

196.  Force  fVinerlie.  Ses  cûniposantes.  —  Nous  avons 
vu  que  toutes  les  fois  qu'une  action  s'exerçait  sur  un  corps, 
celui-ci  exerçait  toujours  en  sens  contraire  une  action 
égale,  que  l'on  nomme  réaction  ou  force  d'ineriie.  Si 
l'action  s'exerce  par  la  pression  ou  la  traction  d  un  autre 
corps,  ou  d'un  appareil  matériel  quelconque,  c'est  sur  les 
points  maiéricls  en  contact  que  s'exerce  la  réaction.  Si  elle 
provient  d'un  corps  à  distance,  c'est  toujours  sur  ce  corps 
que  la  réaction  s'opère;  et  elle  est  encore  égale  et  directe- 
ment opposée  à  l'action  qui  a  lieu  sur  le  premier. 

Cela  posé,  considérons  un  point  libre,  ayant  une  masse  m 
et  décrivant  une  trajectoire  quelconque  sous  l'action  d'une 
certaine  force,  que  nous  nous  représenterons  comme  pro- 
duite par  la  traction  d'un  fil  ou  par  la  pression  d'un  autre 
corps;  la  force  d'inertie  sera  appliquée  à  ce  fil  ou  ce  corps 
extérieur,  au  point  même  de  l'espace  où  se  trouve  le  mobile, 
ei  pourra  être  décomposée  soit  en  trois  forces  parallèles 

,     ,       .  rf'j;  ti'r  d'z 

aux  axes,  égales  a  — »i-~-ï  — nt—-~,  — m—~:  soit  en 

°  di'  dt'  iti' 

deux  forces,  l'une  taiigentielle,  l'autre  normale  à  la  trajec- 
toire, et  respectivement  opposées  aux  composantes  de  la 
force  appliquée  au  mobile  :  la  première,  estimée  par  rap- 
port à  la  direction  du  mouvement,  sera  —  tn  — ,  la  seconde 
^  '  de' 

aura  pour  valeur  —->  sera  située  dans  le  plan  osculateur 
de  la  trajectoire,  et  dirigée  du  côlc  opposé  au  centre  de 
courbure;  de  sorte  que  si  l'on  concevait  qu'elle  agît  sur  un 
point  sans  vitesse  pendant  un  temps  fini,  ce  point  se  mou- 
vrait suivant  la  normale  en  s'éloignant  de  ce  centre.  C'est 
pour  cette  raison  qu'on  lui  a  donné  le  nom  de  force  cen- 
nifage. 

On  fait  quelquefois  de  faux  raisonnements  relativement 
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à  ia  force  centrifuge,  parce  qu'on  ne  se  rappelle  pas  assez 
qu'elle  n'est  pas  appliquée  au  point  en  mouvetncnt,  mais 
au  eorps  en  contact  avec  lui,  et  qui,  par  sa  pression  ou  sa 
traction,  déterminerait  ce  mouvement.  S!  l'on  supposait  le 
mouvement  produit  autrement  que  par  la  pression  d'un 
corps,  la  réaction,  comme  nous  l'avons  dit,  ne  serait  plus 
appliquée  à  un  point  en  contact  avec  celui  que  l'on  consi- 
dère, et  la  dénomination  de  force  centrifuge  ne  semble  plus 
assez  naturelle.  Par  exemple,  en  regardant  le  mouvement 
de  la  terre  comme  produit  par  l'altraclion  du  soleil,  la 
réaction  de  la  terre  est  appliquée  au  soleil;  sa  composante 
normale  l'est  donc  aussi,  et  l'on  sérail  obligé  de  dire  que 
la  force  centrifuge  produite  par  la  terre  est  appliquée  au 
soleil.  On  ferait  peut-être  mieux  de  supprimer  cette  déno- 
mination qui  obscurcit  quelquefois  les  choses,  et  d'employer 
le  mot  réiiciio/i,  qui  rappelle  toujours  à  quel  point  la  force 
el  ses  comjx>sanies  sont  appliquées. 
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APPLICATION  DES  ÉQUATIONS  GÈNÉUALES 
A  QUELQUES  CAS  PARTICUUERS. 


Nous  allons  employer  ici  le  moyen  de  découverte  que 
nous  avons  indiqué  dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage. 
Nous  partirons  de  certaines  conditions  déterminées,  et  nous 
chercherons  à  en  tirer  des  conséquences  sans  avoir  aucun 
but  spécial.  Si  nous  arrivons  ainsi  à  quelque  proposition 
importante,  nous  l'inscrirons  à  sa  place  daus  la  science. 

197.  Mouvement  pro/iuit  par  une  force  constamment 
normale  à  la  trajectoire.  —  La  condition  connue  pour 
que  deux  droites  soient  perpendiculaires,  donne  immédia- 
tement, dans  le  cas  actuel,  l'équatiou 

dx  d'à:       dj  d'y       dz  d'z 
dt    dt'         dt    dt'         de   dl'   ~~ 

Or  le  double  du  premier  membre  est  la  dérivée  de 


ou  de  f^,  V  désignant  toujours  la  vitesse;  il  en  résulte  donc 

que  la  vitesse  est  conslanle. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  générale  : 
Lorsque  la  force  i/ui  sollicite  un  point  matériel  est  tou- 

joias  normale  à  sa  trajectoire,  le  mouvement  de  ce  point 

est  uniforme,  et  réciprotjtiement. 

On  se  trouve  dans  les  conditions  de  cette  question,  quand 
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on  considère  un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe 
ou  une  surface  fisc  qui  ne  produit  aucun  frottement,  et 
qu'on  suppose  qu'il  n'y  ail  aucune  force  autre  que  la  ré- 
sistance de  la  courbe  et  de  la  surface  :  le  mobile  est  alors 
GoUicilé  par  une  force  constamment  normale  à  sa  trajec- 
toire, et  son  mouvement  sera  par  conséquent  uniforme. 

Remarque,  — On  aurait  pu.  parvenir  à  celle  conséquence 
au  moyen  des  formules  qui  expriment  la  composante  tan- 
geniielle  et  la  composanie  normale  de  la  force  appliquée 
au  mobile. 

En  eilét,  si  la  résultante  est  toujours  normale,  la  com- 
posanie langentieile  -—  est  toujours  nulle  ;  et  par  consé- 
quent —  >  ou  la  vitesse,  a  une  valeur  constante  et  récipro- 
^  lit  ■  ' 

quement. 

198.  Du  mouvement  produit  par  une  force  qui  passe 
par  un  point  fixe.  —  Lorsqu'un  point  matériel  est  sol- 
licité par  une  force  dont  la  direction  passe  par  un  point 
fixe,  que  l'on  prendra,  pour  plus  de  simplicité,  comme 
origine  des  coordonnées,  les  cosinus  des  angles  formés  par 
la  direction  de  cette  force  avec  les  axes,  doivent  être  pro- 
portionnels aux  coordonnées  x,  j,  z  du  point;  et,  comme 

d\x    d'y      d'z  , 
Ils  sont  proportionnels  aux  composantes  -—-1  ~^f  -r-j  de 

la  force  accélérairicc,  on  aura 
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d.r 

dz 

=  C, 

■4-r 

C,  C',C"  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  x,  la 
seconde  parj',  la  troisième  par  z,  et  qu'on  les  ajoute,  on 
trouvera  1  équation  suivante,  entre  les  eoordonnéesdu  point 
à  un  instant  quelconque  ; 

Cx  +  Cy  +  a'z—o. 
Le  point  ne  sort  donc  pas  d'un  plan  passant  par  l'origine, 
comme  on  pouvait  lo  reconnaître  à  priori,  on  observant 
qu'aucune  cause  ne  tend  à  faire  sortir  le  point  du  plan 
mené  par  le  centre  d'action  et  la  direction  de  la  vitesse 
initiale. 

Pour  interpréter  les  équations  (  ajj  soient  r  la  projection 
du  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  mobile,  sur  le 
plan  XY,  et  6  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x.  Nous 
supposerons  que  les  angles  croissent  de  l'axe  des  x  positifs 
vers  l'axe  des  y  positifs,  de  sorte  qu'en  se  plaçant  dans 
f  axe  des  z  positifs,  on  voit  s'exécuter  de  gauche  à  droite 
le  mouvement  du  rayon  qui  décrirait  les  angles  croissants. 
Nous  regarderons  les  aires  décriles  par  un  rayon  vecteur, 
comme  croissant  dans  ce  même  sens;  et  il  en  sera  de  même 
pour  chacun  des  autres  axes,  relativement  aux  deux  autres 
plans. 

Cela  posé,  on  aura  l'équation  générale 


et,  par  conséquent, 
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en   désignant  par  1"  Taire  décrite  par  ta   projection  r  di 
rajon  vecteur  du  mobile. 

Si  l'on  désigne  de  même  par  X  et  ).  les  aires  déeritcs  pa 
les  projections  de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plaua  ZS  et  ZV 
les  équations  (2)  donneront 

d).       C       dV        C       'II"        G" 


(3)  ).  =  -Cf,     ).'=  -  C't,     l"=  ~C"i, 

en  supposant  que  les  aires  commencent  avec  le  temps  (. 

Ces  équations  montrent  que  les  aires  décrites,  à  partir 
de  cet  instant,  par  les  projections  du  rayon  vecteur  dn  mo- 
bile, croissent  proportionnellement  au  temps.  Et  comme 
le  mouvement  du  point  s'effectue  dans  un  plan,  il  s'ensuit 
que  les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  du  moLile  dans 
ce  plan,  sont  aussi  proportionnelles  au  temps.  La  valeur  de 
ces  aires  peut  s'exprimer  facilement,  en  observant  que 
toute  aire  plane  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires. 
On  aura  donc,  pour  l'expression  de  ces  aires, 


-  ts/C' -^  C'' +  C"K 

Réciproquement,  sî  les  aires  décrites  parles  projections  du 
rayon  vecteur  sont  proportionnelles  au  temps,  la  direction 
de  la  force  qui  sollicite  le  mobile  passe  constamment  par 
l'origine.  Car  alors  les  équations  (3)  auront  lieu,  et,  par 
suitCj  les  équations  (2),  qui,  différentiées,  donneront  les 
équations  (1):  or  ces  équations  expriment  que  les  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  force,  et 
ceux  qui  se  rapportent  à  la  droite  menée  de  l'origine  au 
point  (3^,j)'i  z)  sont  proportionnels,  et  que,  par  consé- 
quent, ces  deux  droites  se  coiifondeiil. 
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C'est  dans  ces  deux  propositions  réciproques  que  consisle 
le  principe  des  aires  poui'  un  poinl  matériel. 

Si  le  point  était  sollicilé  par  des  forces  dirigées  vers  deux 
centres  fixes,  les  équations  (i)  ne  seraient  plus  satisfaites; 
mais  la  première  aurait  encore  lieu  en  prenant  pour  axe 
des  z  Ja  droite  qui  passe  par  les  deux  centres.  En  effet,  la 
résuiiante  des  forces  auxquelles  le  point  est  soumis,  cou- 
pant constamment  l'axe  des  z,  ses  composantes  parallèles 
aux  axes  des  x  ei  des  j  sont  proportionnelles  à  ces  deux 
coordonnées;  d'où  résulte  l'équation 


1  serait  de  même  s 
i  nomlire  queleont 


■ires  a  lieu,  dans  ce 
1  la  droite  qui  passe 
aires  étant  pris  sur 

i  lieu  de  deux 
situé  sur  une 


el,  par  conséquent,  le  principe  des  t 
cas,  pour  tout  pl/tn  perpendiculaire 
par  les  deux  centres,  le  centre  des 
cette  droite. 

Il  est  évident  qu'il 
centres,  on  en  avait 
même  droite. 

Observation.  —  Cet  important  principe  des  aires  a  été 
découvert  par  Newton  el  expose  dans  le  livre  des  Prin- 
cipes, Sa  démonsfralion  n'est  pas  fondée  sur  les  équations 
générales  du  mouvement,  qui  n'étaient  pas  connues,  cl  ce 
n'est  pas  en  ]es  combinant  au  hasard,  comme  nous  l'avons 
fait,  qu'il  y  est  parvenu.  Son  génie  lui  a  fait  apercevoir  que, 
la  force  qui  tirait  le  point  dans  la  direction  du  rayon  vec- 
teur ne  pouvant  déranger  son  mouvement  que  parallèle- 
ment à  ce  rayon,  le  triangle  décrit  par  le  rayon  vecteur 
devait  avoir  la  même  aire  que  si  cette  force  n'agissait  pas, 
et  le  principe  est  tout' entier  dans  celle  première  vue. 

199.  Expression  remarquable  de  la  force  dirigée  vers 
un  centre  fixe,  au  moyen  des  éîémenîs  de  la  trajectoire.  — 
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2,5 

Celle  formule  intînitcsimalc  est  une  des  plus  importantes 
découvei'tesdc  Newton.  Pour  y  parvenir,  soit,  à  une  époque 
quelcontjue,  M  (fig.  23)    la  position  du  mobile  sollicilé 

Fie-  5Î. 


vers  le  point  fixe  O,  et  N  sa  position  après  le  temps  infi- 
niment petit  S;  NI  parallèle  à  MO,  et  terminée  à  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  en  M  ;  enfin  NP  perpendiculaire  à  OM. 
Désignant  la  force  par  tp,  on  aura 


Telle  est  la  formule  infinitésimale  donnée  par  TVewton  dans 
son  livre  des  Principes  :  en  observant  toutefois  qu'il  n'a 
pas  cherché  à  déterminer  la  valeur  de  la  constante  qui  est 
représentée  ici  par  2c*.  Il  transforme  celle  expression  de 
différentes  manières. 

Ainsi,  en  abaissant  de  N  la  perpendiculaire  ÎSK  sur  la 
normale,  et  désignant  par  w  Tangle  de  cette  dernière  avec 
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McosM  — MK- 


R  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  De  là  ré- 
sulte, en  désignant  par  p  la  perpendiculaire  OQ  abaissée 
de  O  sur  la  langcnie, 


NM 


200.   Ces  formules  de  Newloii  conduisent  à  une  expres- 
sion différentielle  très-simple  de  la  force  centrale  ©. 
Prenons,  en  effet,  la  formule 

'  =  $• 

et  substituons-y  à  p  et  R  leurs  expressions  différentiel  Jet 
en  coordonnées  polaires  /■,  d,  qui  sont 


Nous  oblieudroni 


formule  importante  dont  nous  ferons  usage  par  la  suite,  et 
qu'on  déduit  ordinairement  des   équations  générales  du 
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201.  Mouvement  produit  pur  une  force  perpendiculaire 
au,  rayon  vecteur,  —  Considérons  encore  le  cas  où  la  force 
serait  perpendiculaire  à  une  ligne  passant  par  un  point 
fixe.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  pour  un  point 
assujetti  à  rester  sur  une  droite  qui  tourne  suivant  une  loi 
quelconque  autour  d'un  de  ses  points,  et  dont  la  pression 
normale  est  la  seule  force  qui  sollicite  le  point. 

La  condition  donnée  sera  alors  exprimée  par  réquation 

rf',t  d'y  d^z 


nous  aurons,  par  différent! a tion, 

d:r  dj  dz  dr 

^'dt'^^'dt  '^^~dl'^''di' 

Différentiant  de  nouveau,  il  vient 

d'x        IdrV'  d'y        [^y\^  '^'^        (' 

'^  ~dF  '^\dt)   ~^ -''  ~df  ~^  \d7 )   '^^HF  "^\< 
d'r        /dr\-' 

équation  qui,  en  vertu  de  la  première,  se  réduit  à 


Nommant  w  l'angle  décrit  par  le  rayon  vecteur, 
ru 'on  aura 


Reportant  cette  valeur  de  ds^  clans  l'équation  précédente, 
elle  devient 
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Cette  équailoii  a  lieu  quelle  que  soit  la  directrice  de  la  sur- 
face conique  décrile  par  le  rayon  vecieur. 

Si  l'on  donnait  la  loi  du  niouvemenl  angulaire  du  rayon 
vecteur  par  une  équation  entre  w  et  t,  il  serait  possible,  en 
combinant  cette  équation  avec  la  précédente,  de  déterminer 
à  chaque  instant  la  grandeur  du  rayon  vecteur  et  l'angle 
qu'il  a  décrit.  Cette  grandeur  du  rayon  vecieur  ne  dépen- 
dant pas  de  la  nature  de  la  surface  conique  décrile,  il  s'en- 
suit que  si  l'on  développe  celle-ci  sur  un  plan,  la  courbe 
décrite  par  le  point  mobile  sera  la  même  après  le  dévelop- 
pement, quelle  que  soit  la  directrice  du  cône,  et  sera,  par 
conséquent,  la  courbe  même  que  l'on  aurait  obtenue  en 
faisant  mouvoir  le  rayon  vecteur  dans  un  plan,  en  obser- 
vant la  même  loi  entre  w  et  (. 


nu  MOUVEMENT   ; 

POSAHTES      PAEALLiiLES      AUX     A3(ES,     SONT     LES      ntRIVÉES 
PARTIELLES    n'cHE    MÊME    FONCTIOM    DE    X,  ^^,    Z. 

202.  Si  l'on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la 
force  motrice  qui  sollicite  un  point  matériel  dont  la  masse 
est  m,  les  équations  générales  de  son  mouvement  seront 


Si  l'on  ajoute  ces  équations,  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  2  —1  la  seconde  par  2  —  ■  et  la  troisîènie  par 
'^  di  '-  dt  ' 


dt    dt' 


dy  d^f  dz  d'^7.\ 

dt    df  dt   df  j 


-H  Y  ^ + 2  ^: 
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(!  retjuaiioli 


dx  d'^r  dj  d'y  ^  d^ 

^  Tu   ~di'    ~'   ''  lit  "aC-     '        dt    tW 


Fa  comme  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  parliclles  d'une  même 
fonction  F(x,j,  z),  on  aura 

^Tt^^dt^^lft-^        dt 

el  l'équation  précédente,  intégrée  entre  deux  limites  quel- 
conques, donnera 

a,  h,  c,  h  désignant  les  coordouuées  du  poiut  et  sa  \iiesse, 
à  la  première  limite. 

On  a  donné  le  nom  de /brce  viw  d'un  point  au  produit 
de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse. 

Ou  voit  donc  que,  dans  le  cas  oùXdx-i-  YW/  +  Z  (ia  est 
la  différeniielle  d'une  certaine  fonction  de  x,j,  z  consi- 
dérées comme  variables  indépendantes,  si  un  point  maté- 
riel est  soumis  à  l'action  de  forces  dont  les  composantes 
totales  parallèles  aux  axes  soient  X,  Y,  Z,  l'accroissement 
de  sa  force  vive,  en  passant  d'uu  point  à  un  autre  quelconque, 
pourra  s'exprimer  au  moyen  des  coordonnées  de  ces  deux 
points,  quelles  que  soient  la  direction  et  la  grandeur  de  sa 
vitesse  au  premier  point,  quelque  temps  qu'il  mette  pour 
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parvenir  au  second,  el  quelque  ligne  qu'il  dcetive  enlro  les 
deux. 

On  peut  dire  plus  généralement,  d'après  Téquation  (a), 
que  si  le  mobile  part  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
dont  l'équation  serait  F{x,f,z)  =  C,  avec  une  vitesse 
connue  h  dans  une  direction  arbitraire,  lorsqu'il  arrivera  eu 
uMpoînldelasurface  ayant  pour  équation  F(jc,jr,  z)  =  C, 
sa  vitesse  t-  peut  être  délermîtiée  de  grandeur  d'après  ces 
seules  données,  et  indépen  dam  aient  du  temps  employé,  de 
la  ligne  décrite,  et  du  nombre  de  fois  que  ce  point  traverse 
successivement  la  seconde  surface. 

L'équation  générale  de  ces  surfaces  remarquables  étant 
'F{x,y,  s)  =  c,  c  désignant  une  constante  arbitraire,  elles 
auront  la  même  équation  différentielle 

Cette  équation  exprime  que  les  deux  directions  dont  les 
angles  avec  les  axes  ont  des  cosinus  proportionnels  respec- 
tivement à  X,  Y,  Z,  et  ^.r,  dj,  dz,  sont  perpendiculaires 
l'une  sur  l'autre.  D'où  l'on  conclut  que  la  force  dont  les 
composantes  sont  X,  Y,  Z  est  normale  à  celle  de  ces  sur- 
faces qui  passe  par  le  point  que  l'on  considère. 

Ainsi  les  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  que  nous 
avons  démontrée  sont  perpendiculaires  à  la  force  qui  sol- 
liciterait le  mobile  placé  en  un  quelconque  de  leurs  points; 
de  sorte  que,  si  elles  étaient  résistantes,  ce  mobile  serait  en 
équilibre,  en  quelque  point  de  ces  surfaces  qu'il  fût  posé. 

On  leur  donne  le  nom  de  surfaces  de  itifeau. 

Si  la  fonction  F(x,_)',  z)  ne  peut  se  réduire  à  \  pour 
des  valeurs  réelles  et  finies  de  X,j,  z,  deux  surfaces  de  ni- 
veau ne  pourront  évidemment  avoir  aucun  point  commun . 
Dans  le  cas  contraire,  comme  on  peut  le  voir  dans  un  Mé- 
moire de  M.Bertrand,  le  point  matériel  n'aura  pas  toujours 
la  mèmeïitesse  en  revenant  à  une  même  surface  de  niveau; 
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il  faudra,  pour  cela,  c[u'il  ait  traversé  un  nombre  pair  de 
fois  cliaeiine  des  surfaces  de  niveau  par  lesquelles  il  passera 
avant  de  revenir  sur  celle  d'où  il  élait  parli, 

203.  Si,  outre  les  forces  dont  les  composantes  totales 
X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  des 
variables  x,y,  s,  considérées  comme  indépendantes,  il  y 
en  a  d'autres,  perpendiculaires  à  la  trajectoire,  on  parvien- 
dra de  même  à  l'équation  (a). 

Ainsi,  la  proposition  précédente  a  lieu  pour  un  point 
une  courbe  ou  une  surface  fisc, 


assujetti  a 

et  sollicité  en  outre  par  des  forces  telles,  que 

soil  une  différentielle  exacte  par  rapport  à  .r,j,  z,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  un  frottement  ou  la  résistance 
d'un  milieu;  car  ces  forces  ne  seraient  même  pas  des  fonc- 
tions données  de  X,j,  z. 

204.  L'expression  lidx-\-Ydj -^Zdz  est  une  diffé- 
rentielle exacte  toutes  les  fois  que  les  forces  qui  agissent  sur 
le  point  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes,  et  que  leurs 
intensités  ne  dépendent  que  de  la  dislance  du  point  à  ces 
divers  centres. 

En  effet,  soient  a,  b,c  les  coordonnées  constantes  de  l'un 
quelconque  de  ces  centres  ;  x,j,  z  les  coordonnées  varia- 
bles du  mobile,  r  leur  distance,  et  R  une  fonction  de  /■  qui 
exprime  la  force  qui  agît  sur  le  point  donné  suivant  la 
droite  qui  le  joint  au  centre  que  l'on  considère.  Les  com- 
posantes de  celte  force  seront 


si  elle  est  attractive  :  il  suffirait  de  les  changer  de  signe  si 
la  force  était  répulsive;  ce  que  l'on  pourrait  effectuer  en 
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changeant  seulement  E.  de  signe.  Les  let-mes  qui  provien- 
dronl  de  cette  force  dans  l'expression  Xdx  -i-Ydy  -k-T^dz 
seront  donc,  dans  le  premier  cas, 


Or,  on  a 


[*- 


V-{h-y)dy^{<:-z  )  rf^l 


d'où 

[a  —  x)d£  +(è  —  y')dy  -\-[c~  z)dz^^  rdr, 

ce  qui  réduit  l'expression  précédcnie  à — ^dr.  Elle  de- 
vrait être  changée  en  +E.(/'-  dans  le  cas  d'une  force  ré- 
pulsive. 

Si  Ton  fait  le  même  cakul  pour  les  forces  R',  R", . .  . , 
relatives  aux  autres  centres  fixes,  ou  frouvera 

Hd-r.  ^Ydy  -^Zdz  =  — ErfrzpRV;-'qzR"i/'-"+  ..., 

ce  qui  est  une  différentielle  exacte  relativement  aux  va- 
riables indépendantes  x,j",  z,  puisque  R  est  une  fonction 
de  r,  R'de  ;■',  ele. 


m[<.'~k')-^   f   Rrfrq;  I      R'dr'zi 


,  étant  les  valeurs  de  r,  ;■', .  .  .  ,  correspondantes 
;ilion.  D'où  l'on  voitque  l'accroissement 
du  carré  de  la  vitesse  est  égal  à  la  somme  des  accroissements 
qui  auraient  lieu  si  chacune  des  forces  agissait  seule  snrle 
mobilo;  pendant  qu'il  passe  de  l'une  des  positions  àl'aulre. 

20o,  Si  le  point  était  sollicité  par  une  force  constamment 
perpendiculaire  à  un  plan  fixe,  et  dépendant  uniquement 
de  la  distance  à  ce  plan,  les  mêmes  conséquences  auraient 
lieu,  parce  que  ce  n'est,  à  proprement  parler,  que  le  cas  par- 
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ticulier  où  un  centre  serait  transporté  h  l'infini,  (!ans  une 
diretaîon  déterminée.  Maisil  est  facile  défaire  directement 
le  calcul  qui  s'y  rapporte. 

En  prenant  ce  plan  pour  celui  des  X  cl  y,  les  équations 


générales 


■--=0,      —  =  F  z). 


^£ 


Si  lafoncliouFest  constante,  par  exemple  s'il  s'iigit  de  la 
pesanteur  à  la  surface  de  la  terre,  et  qu'on  prenne  i''a\e 
des  3  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  on  aura 

en  désignant  par  h  la  valeur  de  z  correspondante  à  la 
vitesse  k .  Les  surfaces  dont  l'équalion  générale  était 
F(3^,j',  bJ  ^  o,  sont  ici  des  plans  horizontaux,  et  l'on  voit 
qu'un  point  matériel  libre,  ou  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  courbe  ou  une  surface  fixe,  et  qui  part  d'un  point  quel- 
conque d'un  plan  horizontal  donné,  avec  une  certaine  vi- 
tesse, parviendra  à  un  plan  horizontal  quelconque  avec 
une  vitesse  qui  ne  dépendra  nullement  de  la  courbe  qu  il 
aura  suivie  pour  y  arriver,  mais  seulement  de  la  distance 
de  son  point  de  départ  à  ce  plan. 
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MOU\'EMENT  D'UN  POINT  SDR  UNE  COURBE  MATÉRIELLE. 


206.  D'après  le  principe  de  l'inertie,  lu  mouvement  rec- 
liligne  et  uniforme  d'un  point,  quel  qu'il  soit,  même  nul,  ne 
peut  être  modifié  cjue  par  une  force  étrangère,  de  quelque 
source  qu'elle  provienne;  que  ce  soit  d'uue  action  à  distance 
ou  au  contact,  du  clioc  d'autres  points,  ou  de  la  résistance 
d'une  courbe  ou  d'une  surface  matérielle,  sur  laquelle  il  est 
obligé  de  rester.  Si  ces  différentes  forces  pouvaient  être  con- 
nues en  grandeur  et  en  direction,  la  matière  qui  compose 
le  point  serait  dérangée  de  son  mouvement  rectiligne  et 
uniforme,  par  ces  forces  seules,  et  l'on  retomberait  dans 
le  cas  précédent  d'un  point  libre  sollicité  par  des  forces 
données. 

Nous  allons  nous  occuper  d'abord  du  mouvement  d'un 
point  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  qui  ne  donne 
lieu  à  aucun  frottement,  et,  par  conséquent,  ne  peut  dé- 
truire ni  produire  que  des  forces  normales;  nous  suppo- 
serons en  outre  que  le  point  est  sollicité  par  des  forces 
extérieures  dont  la  résultante  est  connue. 

Soient 

r(.r,j,.)  =  o,    r.{x,j,z)  =  c 

les  équations  de  la  courbe  donnée;  JV  la  force  normale  in- 
connue produite  sur  l'unité  de  niasse  par  la  résistance  de  la 
courbe,  et  X,  jx,  v  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes;  le 
seul  effet  de  la  courbe  sur  le  point,  étant  de  produire  cette 
force,  on  peut  faire  abstraction  de  la  courbe  si  l'on  intro- 
duit cette  force  ;  eu  la  réunissant  à  celles  qui  sont  données, 
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le  point  pourra  donc  être  considéré  comme  libre,  et  les 
équalions  générales  de  son  mouvemcnl  seront,  en  désignant 
par  X,  T,  Z  les  composantes  de  ia  force  accélérairice, 

d^x  li'r  'fz 

-y-  :=X-MScosX,  -4  =  Y  +  Ncos,(.,  -_=Z  +  Neos-;. 
lit'  dt'  '        dt' 

La  direction  déterminée  par  les  angles  \,  u,  v  étant  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  on  aura 


:,  de  plus, 


s'i  -\ 


On  a  donc  sept  équations  entre  les  huit  quantités  x^y,  s, 
X,  f(,  w,  N,  I;  et  il  sera  toujours  possible  d'exprimer  les 
sept  premières  en  fonction  de  I.  Qnand  on  y  sera  parvenu, 
tout  ce  qui  se  rapporte  au  mouvement  du  point  sera  déter- 
miné. 

Lorsque  l'on  a 

X(/.r  +\dy  -hZdz  =  d.^[3:,_r.s), 
les  équations  précédentes  donnent 

ch:d'.v -f- dyd'y->- ihd'z  ^ 


nlegrant, 


~  =  l^(x,j,z]-i-G  =  <''. 


La  constante  C  se  déterminera  par  la  valeur  delà  vitesse  u 
au  point  de.  départ.  D'ailleurs,  les  équations  de  la  courbe, 
résolues  par  rapport  à  x  et  y,  donneront 

L'équation  précédente  deviendra  donc 
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d'oi 

<lc  —  dz  ■!/[!.), 

t(» 

)  désig. 

lanl  une  fonclion  coimiie  de  s; 

on  lirera  de  M 

-!■ 


C'étant  déierminé  par  la  valeur  initiaie  de  z.  On  connaîtra 
donc  ainsi  z  en  fonction  de  (,  et,  par  suite,  x  clj  le  seront 
d'après  les  équations  de  la  combe. 

En  appliquant  ces  calculs  au  cas  où  la  courbe  est  un  cercle 
vertical,  on  aura  à  faire  une  intégration  qui  exigera  l'em- 
ploi des  séries.  Quand  le  mouvement  sera  oscillatoire,  il 
sera  celui  d'un  pendule  simple.  On  en  trouvera  le  détail 
dans  tous  les  Traités  de  Mécanique.  Il  y  a  une  courbe  qui 
donne  un  résultat  remarquable,  c'est  la  cycloïde  placée  de 
manière  que  son  axe  soit  vertical.  On  reconnaît  facilement 
que,  dans  ce  cas,  les  oscillations  ont  la  mécne  durée,  quel 
que  soit  le  point  de  la  courbe  d'où  parle  le  mobile  sans  vi- 
tesse initiale.  Cette  propriété  avait  fait  penser  à  mesurer 
le  temps  au  moyen  d'un  pendule  simple  dont  l'extrémité 
décrirait  des  arcs  de  cycloïde.  Mais  un  pendule  simple  n'est 
pas  réalisable  et  offrirait  d'ailleurs  de  graves  inconvénients, 
par  les  résistances  et  par  la  construction  même  des  appa- 
reils. C'est  pour  cela  qu'on  y  a  renoncé  et  qu'on  n'emploie 
que  le  pendule  circulaire;  et  ce  n'est  pas  un  pendule  simple 
qu'on  cliertbe  à  réaliser,  c'est  au  contraire  un  corps  d'une 
masse  assez  considérable,  et  dont  les  oscillations  suivent  les 
mêmes  lois  que  celles  du  pendule  simple,  comme  nous  le 
verrons  plus  tard.  Ces  calculs,  au  reste,  ne  sont  pas  indis- 
pensables pour  la  construction  des  pendules  qui  servent  à 
mesurer  le  temps,  et  qui  se  règlent  sur  le  mouvement  diurne 
des  astres. 
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207.  En  supposant  que  celle  surface  ne  puisse  faire  naître 
aucun  froiiement,  son  action  ne  peut  consister  (ju'à  pro- 
duire sur  le  point  une  force  normale,  qui  peut  avoir  l'un 
quelconque  des  deux  sens,  à  partir  du  point  sur  la  normale 
à  la  surface.  Désignons  celte  force  par  N,  par /,  ^,  vies 
angles  que  sa  direction  fait  avec  les  axes,  et  supposons  que 
le  point  ail  une  niasse  égale  à  rnnité,  les  équations  du 
mouvement  seront 

-"î^X  +  Ncosi,     'a  =  ï  +  Ncos.,      'Ç;  =  Z  +  «œ.,. 

lil-  dl-  '  dt- 

el  si  F  =  o  est  l'équation  de  ta  surface,  et  qu  on  pose 


Vif 


ï  =  V- 


Le  double  signe  de  V  correspond  aux  deux  sens  de  la  nor- 
male, et  le  calcul  fera  connaître  en  chaque  point  le  signe 
qui  conviendra. 

Si  l'on  substitue  dans  les  premières  Équations  les  valeurs 
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Élimioant  N"  entre  ces  trois  équations,  on  aura  deux  équa- 
tiojisqui,  jointes  à  F(x,y,  z)  =  o,  détermi lieront  a:,j,  z 
en  foiiPtiondeï;  et  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
en  résulteront. 

Ces  calculs,    en   général    impraticables,   se  simplifient 
quand  on   a 


X  </j^ -f- Y4r -I- Z  (/i  =  </f{.r,^-, 


.^  =  .,(,.,J,3)  +  C=-, 


C  désignant  une  constante  arbitraire,  déterminée  par  l'étal 
initiai. 

En  effet,  les  équations  (i)  donnent  immédialement  les 
deux  suivantes  : 


dV  ,        rfF  j 


1       dt'        •'  ilr  ■'  \dr 

rfi:  4-^  —  </3  ^  =  Z  rf.r  —  X  A -f- K  V  f  ^ 


Or,  en  différentiani,  par  rapport  à  une  variable  quelconque, 
ridenlilé 


dy  __  de 
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En  substîiuant  ces  valeurs  dans  les  équaUojis  (2),  et  rem- 
plaçant f^  par  3(f(^x,y,  ^) -h  C,  puis  ctiiniDant  eiilre 
elles  NV,  on  aura  une  équation  dîfférenlielle  entre  a:, y,  z, 
où  le  temps  n'entrera  pas,  et  qui,  conjointement  avec 
F[x,j,  z)  =  o,  déterminera  la  irajecloire.  Connaissant  jj' 

et  z  en  fonction  de  x,  et  —  en  fonclion  de  X,  y-  z,  on  ijar- 
^        lit  1  ^  '     '        i 

viendra  facilementà  une  équation  delà  formule  f/f::^(J'(,r)rfj7, 

d'où  l'on  déduira  x  en  foiietion  de  î,  ei,  par  suite,   toutes 

les  circonstances  du  mouvement. 

208.  Pression  exercée  sur  la  surface.  —  La  composante 
normale  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  au 
mobile,  en  y  comprenant  l'action  de  la  surface,  est  clans 

le  plan  osculaieur  de  la  trajectoire,  et  égale  à  —  ■  Cette  der- 
nière force  est  donc  la  résultante  de  la  force  produite  par 
la  surface,  qui  est  normale  à  la  surface  et,  par  suite,  à  la 
trajectoire,  et  de  la  composante  Q  normale  à  la  Irajecloire, 
de  la  force  extérieure  qui  agit  sur  le  mobile.  Par  suite  la 

force  produite  par  la  surface  est  la  résultante  de  -  et  de  la 
force  oppos(îe  à  Q.  Reste  à  connaître  le  plan  osculateur,  qui 

'9 
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renferme  Sa  force--  Si,  pour  cela,  on  désigne  par  0  l'angle  du 

plan  osculateiir  avec  la  normale  à  la  surface,  et  par  f^  celui 
de  la  force  Q  avec  la  même  normale,  on  aura  la  proportion 

-  :Q  ::  sin-KsinO. 

Celte  relation  déterminera  la  direction  du  planosculateur 
quand  on  connaîtra  f,  R,  Q,  tj/.  Dans  le  cas  particulier  où 
l'on  aurait  Q  ^  o,  il  en  résulterait  S  :=  o,  et  le  plan  oscu- 
lateur  serait  le  plan  normal  à  la  surface.  Ce  cas  est  celui 
où  la  force  extérieure  est  nulle,  ou  tangente  à  la  trajectoire  ; 
il  comprend  donc  celui  où  il  y  aurait  frottement  sur  la  sur- 
face, ou  une  résistance  de  milieu.  Dans  ces  divers  cas,  le 
plan  osculateur  do  la  trajectoire  étant  constamment  normat 
à  la  surface,  cette  ligne  est  la  plus  courte  que  l'on  puisse 
mener  sur  la  surface  entre  deux  quelconques  de  ses  points. 

On  peut  reconnaître  directement  que  lorsque  la  force 
e^itérieure  est  utille  ou  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire, le  plan  osculateur  de  cette  courbe  est  normal  à  la 
surface.  En  effet,  ce  plan  doit  renfermer  la  tangente  à  la 
trajectoire  et  la  résultante  totale,  c'esl-à-dire  une  des  com- 
posantes et  la  résultante  ;  il  renferme  donc  l'autre  compo- 
sante, qui  est  la  normale  à  la  surface,  et,  par  conséquent, 
il  est  lui-même  normal  à  la  surface. 

Nous  renvojons  aux  Traités  spéciaux  pour  les  applica- 
tions do  la  métliode  générale  à  des  surfaces  particulières. 
Ces  calculs  offrent  encore  plus  de  difficulté  que  ceux  qui  se 
rapportent  aux  courbes  fixes. 
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209.  Les  principes  précédents  et  toutes  les  conséquences 
que  nous  en  avons  déduites,  concernent  le  mouvement  rap- 
porté à  un  système  immuable  dont  les  diverses  parties  con- 
servent les  mêmes  situations  les  unes  par  rapport  aux  autres, 
lors  même  qu'elles  ne  seraient  pas  liées  invariablemem 
entre  elles. 

Lorsque  nous  avons  reconnu  la  présence  d'une  force  ac- 
compagnant le  déplacement  d'un  point,  ce  déplacemeiii 
était  relatif;  lorsque  nous  avons  démontré,  par  exemple, 
qu'un  point  qui  décrivait  un  cercle  d'un  mouvement  uni- 
forme était  sollicité  par  une  force  conslante  dirigée  vers  It 
centre,  il  s'agissait  d'un  cercle  relatif  et  d'un  mouvemenl 
relatif,  La  force  centrifuge  qui  en  résultait  si  le  cercle  étaii 
malériel,  pressait  ce  cercle,  lié  au  système,  par  suite  du 
mouvement  relatif  qui  était  le  seul  auquel  les  équations 
s'appliquaient.  Cette  conséquence  reconnue  expérimenta- 
lement, et  autres  semblables,  ne  pourraient  donc  Être  in- 
voquées pour  prouver  l'existence  d'un  prétendu  mouvement 
absolu,  dont  on  ne  peut  même  donner  une  définition. 

Nous  allons  maintenant  supposer  que  le  système  par  rap- 
port auquel  on  considère  le  mouvement  d'un  point,  est 
rigide,  et  en  mouvement  par  rapport  au  système  fonda- 
mental dont  les  points,  liés  ou  non  les  uns  avec  les  autres, 
conservent  indéfiniment  les  mêmes  positions  relatives,  et 
auquel  on  rapportera  tous  les  mouvements.  Pour  la  clarté 
et  la  brièveté  du  discours,  on  pourra  nommer  ces  derniers 
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moui'ements  absolus,  ei  appeler  relatifs  ceux  qui  seronl 
rapportes  au  système  rigide  en  mouvement.  Pour  plus  de 
commodité,  nous  rapporterons  les  positions  rflalïvcs  du 
point  à  trois  axes  rectangulaires  liés  invariablement  au  sys- 
tème mobile,  de  sorte  que  la  position  de  ce  point  sera  dé- 
terminée à  chaque  instant  dans  Je  système  par  ses  coordon- 
nées relatives  à  ces  axes;  et  le  tout  sera  rapporté  à  trois 
axes  que  nous  appellerons  fixes^  en  entendant  toujours  par 
là  qu'ils  sont  liés  invariablement  au  système  fondamental 
auquel  tous  les  mouvements  sont  rapportés,  et  relativement 
auquel  tous  les  principes  généraux  sont  admis. 

210.  Le  problème  que  nous  nous  proposons  peut  alors 
être  énoncé  en  ces  termes  : 

Le  mouvenienl  d'un  sjsième  rigide  étant  déterminé, 
trouver  le  mouvement  relatif  d^ un  point  dont  on  donne 
Vêlât  initial  et  les  forces  par  lesquelles  il  est  sollicité. 

Et  cette  question  peut  être  envisagée  sons  la  forme  sui- 
vante : 

Déterminer  par  rapport  à  des  axesjîxes  un  mouvement 
qui  soit  identique  nu  mouvement  du  point  en  question  par 
rapport  aux  axes  mobiles. 

Newlon  est  le  premier  qui  ail  résolu  cette  question,  qu'il 
s  était  proposée  à  l'occasion  du  mouvement  des  planètes 
autour  du  Soleil.  Ce  grand  géomètre,  après  avoir  créé  la 
théorie  du  mouvement  produit  par  l'action  attractive  ou 
répulsive  d'un  centre  fixe,  a  bien  compris  qu'elle  n'éiait  pas 
immédiatement  applicable  au  mouvement  des  planètes,  si 
le  Soleil  n'était  pas  immobile.  Et  il  ne  pouvait  le  supposer 
immobile  après  avoir  établi  le  système  de  l'attraction  uni- 
verselle. Il  a  donc  été  obligé  de  tenir  compte  du  dérange- 
ment produit  sur  le  Soleil  pur  l'action  des  planètes.  Et  alors 
en  se  bornant  au  système  d'une  seule  planète  et  du  Soleil, 
il  s'est  posé  le  problème  suivant: 
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Connaissant,  les  forces  (jni  sollicitent  deux  points  libres, 
troiii'er  le  mouvement  de  Viin  par  rapport  à  des  axes  ani 
sont  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes  et  passent 
constamment  par  l'autre  point. 

Pour  ramener  ce  mouvement  relatif  à  un  mouvement 
absolu,  et  n'avoir  plus  qu'à  appliquer  sa  belle  théorie  des 
forces  dirigées  vers  uu  centre  tixe,  il  a  posé  un  principe 
général  que  nous  ferons  connaître  lorsque  nous  parlerons 
de  la  grande  découverte  de  l'attraction  universelle;  nous 
nous  bornerons  ici  à  montrer  comment  les  théories  précé- 
dentes résolvenlimmédiaiemcntla question  du  mouvement 
relatif. 
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CHAPITRE  XII. 


MOUVEMENT  RELATIF  A  DES  AXES  QUI  SE  MEUVENT 
SANS  CHANGER  DE  DiRECTION. 


211.  Soient  x,^,  z  les  coordonnées  d'un  point  mobile  M, 
par  rapport  à  des  ases  fixes,  ausrjuela  sont  constamment 


parallèles  les 

même  point  p: 
l'origine  mobile  A.  On 


lobiles;  x',j'^  z'  les  coordonnées  du 
pport  à  ces  derniers,  et  a,  ft,  c  celles  de 
les  équations 


^^'  ~^>^—'An^  do' 


dy        dh        dy' 
dt         dt  dt 

d^r  _d'b      d'y' 


df 


'  df 


dt'' 


El  si  l'on  construisait  à  chaque  instant  par  rapport  à  des 
axes  fines  un  point  M'  dont  les  coordonnées  seraient  égales 
à  x',y,  z',  ce  point  aurait  un  mouvement  absolu  identique 
au  mouvement  relatif  du  mobile  donné. 

Les  positions  initiales  étant  données,  ainsi  que  les  com- 
posantes des  vitesses  de  l'origine  et  du  point  donné,  oti 


connait  les  valeurs  initiales  de  x. 


,a,  h, . 


,  ;,-,  et  par 


liie,  celles  de 


t'  di'  de' 

dx'    dy'     dz 
'  dt^    di  '  dt^ 


qui   constituent   l'état  initial  du  point   M',    Ces 
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dx'        dx        da        dj  dy        db        dz'        dz        de 

de         dt         dl  '        di  '~  de         de         dl  ^  dt        dt 

On  voîl  par  Li  que  la  vitesse  initiale  de  M',  ou  la  vitesse 
relative,  est  la  rv.sullante  de  la  ■vitesse  initiale  de  M  et 
de  la  vitesse  initiale  de  A,  prise  en  sens  contraire . 

C'est  co  qu'il  esi  facile  d'établir  géomélriqueinent,  comme 
nous  l'avons  fait  dans  V Introduction  du  Cours  de  Méca- 
nique. 

Les  équations  (3)  donnent 

d'x'_d'-j^      d'à      d-f_^d'y      d'à       dH' _d'z      dj^ 
''•'     'dF^'di'~~di'^     ~dF'^dF~~dI''     ~dF^dr~  dt^' 

Or,  les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  connus.  En 

^^      d'x    d'y    li'z  ,  1     1    !■ 

enet,  — ■  >   — -  j  —  sont  les  composantes  de  la  lorce  acce- 
'  dl'       dt^      dl'  «^ 

léraLriee  appliquée  au  point  M  ;  ce  sont  donc  des  fonction* 

connues  de  x,j',  z,  t. 

Q,   d'à     d'b     d'c    .,  ,  ,  ■  i  '  c- 

uant  a    ,--)   ^— i    -r-!  il  y  a  deux  cas  a  considérer,  bi 
dl'      dl'      dt'        ^ 

l'on  donne  le  mouvement  de  l'origine  A,  ce  sont  des  fonc- 
tions connues  de  (,  et  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (4)  sont  des  fonctions  connues  de  .r,  y^  z,  t,  et,  par 
suite,  de  x',y',  z',  t'. 

Mais  si  l'on  connaît  seulement  la  force  accélératrice  qui 

,      ,     d'à     d'b 

donnerait  à  un  point  le  mouvement  même  de  A,  -j—j  -^t 

-T-^  seront  les  composantes  de  cette  force,  et,  par  suite, 

des  fondions  connues  qui  pourront  renfermer  a,  b,  c,  t. 
Mais  fl,  b,  c  pourront  se  déterminer  séparément,  puisque 
l'on  connaît  l'état  initial  de  l'origine  A  et  la  force  ac- 
célératrice qui    lui    est  appliquée;  on   connaîtra  donc   le 
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mouvecnewt  de  ce  point,  ei  l'on  renlrt;  dans  le  premier  cas, 

,  d'à    d'b   d'c  ,     .        .  ,        , 

ou  -~}  -— ji  —  sont  des  lonctjons  connues  de  t.  Les  seconds 

membres  des  é({uatîons  (4)  deviennent  donc  encore  des  fonc- 
tions de  x',j',  z' ,  t\  en  îes  intégrant,  on  aura  x\y\  z' 
en  fonction  de  (,  ei  le  probtcmc  sera  résolu. 

212.  Les  équations  (4)  font  connaître  immédiatement 
la  force  qu'il  faudrait  appliquer  à  un  point,  pour  qu'il  eût 
un  mouvement  absolu  identique  au  mouvement  relatif 
cherché. 

Eu  effet,  dans  ce  mouvement  absolu  les  coordonnées  du 
point  ont  les  mêmes  valeurs  que  x\y' ,  z';  les  premiers 
membres  de  (4)  sont  donc  les  composantes  de  la  force  accé- 
lératrice dans  ce  mouvement,  c'est-à-dire  de  la  force  accé- 
lératrice relative.  Or  les  premiers  termes  des  seconds 
membres  sont  les  composantes  de  la  force  donnée,  les 
seconds  ti'rmcs  chaugés  de  signe  sont  les  composantes  de  la 
force  accélératrice  qui  donnerait  à  un  point  libre  le  mou- 
vement même  de  l'origine;  les  équations  (4)  expriment 
donc  la  proposition  suivante  : 

La  force  accélératrice  relnlife  est  la  résullaiite  de  la 
force  donnée  et  de  In  force  égale  et  opposée  à  celle  qui 
produirait  le  mouvement  de  l'origine. 

Létal  initial  du  mobile  dans  ce  mouvement  absolu  se 
déterminerait  comme  nous  l'avons  indiqné. 

Cette  proposition  peut  encore  se  déduire  de  considérations 
géométriques,  coiiim»  nous  le  ferons  voir  tout  à  l'heure 
dans  le  cas  général. 
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MOUVEMENT  D'UN  POINT  PAR  RAPPOllT  A  UN  SVSTÈMB  RIGIDE 
ANIMÉ  D'UN  MOUVEMENT  CONNU  QUELCONQUE. 


213.  Lorsque  le  système  rigide  n'avaitqu'uii  mouvement 
de  iraiislaiion,  nous  avons  pu  supposer  indifféremment 
que  ce  mouvement  était  connu,  ou  que  l'on  donnait  seu- 
lement les  forces  capables  de  produire  sur  un  point  miileriel 
le  mouveineiit  même  d'un  point  du  système  mobile.  Dans 
le  cas  actuel,  nous  supposons  connu  le  mouvement  de  ce 
système,  parce  que  le  problème  de  sa  détermination  d'après 
des  forces  données  serait  trop  compliqué,  et  d'ailleurs 
nous  n'avons  pas  encore  fait  connaître  le  moyen  de  le  mettre 
en  équation.  En  conséquence,  nous  prenons  comme  donné 
le  mouvement  de  irois  axes  liés  au  système  ;  de  sorte  que 
les  coordonnées  de  leur  origine,  ainsi  que  les  angles  formés 
par  ces  axes  avec  les  axes^j:e.ï  de  coordonnées,  seront  des 
fonctions  connuesdu  temps;  et  la  question  a  toujours  pour 
objet  de  déterminer  en  fonction  du  temps  les  coordonnées 
par  rapport  aux  axes  mobiles,  du  point  donné  qui  est  sol- 
licilé  par  une  force  absolue  donnée. 

Les  équations  qui  lient  les  coordonnées  du  point  par 
rapport  aux  axes  fixes  ei  aux  axes  mobiles  sont 

/  .T^.^  +  a.r'  ^bj'  +  cz', 

(i)  j.^„  +  „',^+ôy  +c'z', 

(    z  =  >;  +  o".r'-hb''y'+c"z-. 

Comme  nous  l'avons  dît,  |,iî,  ^,  «,  i,c,  a',  h',  c',  a",  b",  c' 
sont  desfonctioBS  données  du  temps,  et  il  s'agit  de  trouver 
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x'j^',  z' en  fonction  du  temps.  Pour  obtenir  des  é([uaiions 

propres  à  délerminer  ces  trois  quantités,  il  suffit  de  remar- 

,,        ,  ,  .  ,    rf'j:    rf'r     d'z 

quer  que  1  on  donne  les  expressions  de  — î    — -i    -7-5  qui 

sont  les  composantes  de  la  force  accélératrice  agissant  sur 
le  mobile;  ces  expressions  peuvent  dépendre  du  temps  t 
et  des  coordonnées  X,  y,  s  qui  s'exprimeront  en  x' ,  y',  z', 
au  moyen  des  équations  (1).  Ou  voit  donc  qu'en  diffé- 
reniiant  deux  fois  ces  dernières,  on  aura  trois  équations 
différentielles  du  second  ordre  entre  a:',  _/',  z',  t.  En  les  in- 
tégrant, on  aura  x',j',  z'  en  fonction  de  t  et  de  six  cons- 
tantes arbitraires  qui  se  détermineront  au  moyen  des  valeurs 

.    .  .   ■        ,         III    *^'^'     dy'     dz  , 

initiales  de  x  .y  ,  s  .—ri  — !  — ;  et  ces  valeurs  seront 
'•^   '      '  rf(      dt      dt^ 

connues  au  moyen  des  équations  {1}  et  de  leurs  premières 

dérivées,  puisqu'on  connaît  les  valeurs  initiales  iiex,y,  z, 

"V'  -T'  -;-■  Ls  Pi'oblème  seradonccomplétementrésolu. 
dt     dt      dt  '^  " 

La  première  différeniiation  opérée  sur  les  équations  (i) 

donne 


/   ,d^'  df'         ^dz'\ 

~  \"  Ht  "^    ~dt^'^  'dij' 


■l-J 


,db"         ,dc"\ 
'di'^^'dtj 

dt  de  f 

mds  membres  sont  les 
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i  -7-1  —-1  -r  si  ,£',  r',  z'  étaient  constanisi 
ce  sont  donc  les  com|>osanles  parallèles  ax,  y,  z  de  la  vi- 
tesse absolue  du  point  du  système  qui  eoïncide  avec  le  mo- 
bile, dans  la  position  quelconque  où  on  le  considère  :  les 
secoudos  parties  sont  les  composante!]  delà  vitesse  relative, 
parallèlement  aux  axes  des  x,y,  z.  Les  équations  (a) 
expriment  donc  que  la  vitesse  absolue  du  point  est  la  résul- 
tante de  sa  vitesse  relative,  et  de  celle  du  point  du  système 
qui  coïncide  avec  le  mobile  dans  la  position  que  l'on  consi- 
dère. Et,  par  conséquent  : 

La  vitesse  redaiive  du  mobile  est  la  résultante  de  sa 
vitesse  absolue  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du 
point  du  système  qui  coïncide  avec  la  position  que  l'on 
considère  du  mobile. 

C'est  ce  que  l'on  peut  facilement  établir  sans  calcul. 
{Voyez  Cours  de  Mécanique.) 

214.  Les  valeurs  de  -,  -,  — ^-,   -  -   que  fournissent  ces 
dt^       dt'      dt^    ^ 

équations  (i)  différentiées  deux  fois,  et  qui  sont  les  compo- 
santes de  la  force  accélératrice  relative,  présentent  une  dé- 
composition de  cette  force,  beaucoup  plus  compliquée  que 
dans  le  cas  où  le  système  n'a  qu'un  simple  mouvement  de 
translation.  Cette  décomposition  offre  de  l'intérêt,  bien 
qu'elle  ne  dispense  pas  des  calcnls  que  nous  venons  d'indi- 
quer; c'esiM.  Coriolîs  qui  l'a  fait  connaître,  et  l'a  déduite  de 

1    !■  1  -  1    d'' x'     d'y'     d't'    -,   . 

ia  lorme  des  expressions  de  —, — ,  ——  t  — —  ■  Mais  on  peut 
^  dt'        dt'       dt'  '^ 

y  parvenir  facilement  par  la  décomposition  géométrique 
de  la  déviation  relative. 

D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  dévia- 
tion, on  obtiendra  la  déviation  relative  du  mobile  en  une 
quelconque  de  ses  positions  M,  en  cbercliant  sa  position 
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relaiive  après  un  temps  inlinimcnl  petit  â,  ut  la  joiguant  à 
la  position  qu'aurait  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  rela- 
tive, un  point  partant  de  M  en  même  temps  que  le  mobile, 
avec  une  vitesse  constante  égale  à  la  vitesse  relative  dii  mo- 
bile en  M.  Elle  sera  la  déviation  dans  le  mouvemeni  absolu, 
identique  au  mouvement  relatif;  et  en  la  divisant  par  — i 

on  aura  l'espressîon  de  la  force  accélératrice  dans  ce  mou- 
vement absolu,  ou  de  la  force  accélératrice  relative.  Nous 
allons  montrer  comment  cette  déviation  relative  peut  être 
décomposée  en  d'autres  plus  simples,  d'où  résultera  la  dé- 
composition de  la  force  elle-même. 

Soient  M  [fig-  24)  une  position  quelconque  du  mobile, 
MU  sa  trajecfoii'e  absolue,   MU'    sa  trajectoire  relative, 

Fig.  ./,. 


c'est-à-dire  la  cotirbe  qui,  liée  au  système  mobile,  ren- 
ferme toujours  la  position  absolue  du  point;  MU,  la  tra- 
jectoire absolue  du  point  du  système  qui  coïncidait  avec 
le  mobile  en  M.  Si  l'on  prend  sur  les  tangentes  aux  courbes 
MU',  MU,  des  quantités  MT',  MT,  égales  aux  espaces  que 
parcourraient  dans  un  temps  infiniment  petit  0,  des  mobiles 
partant  de  M,  l'un  avec  la  vitesse  relative,  l'autre  avec  la 
vitesse  du  point  M  du  système,  ces  quantités  pourront  re- 
présenter ces  vitesses,  et  la  diagonale  MT  du  parallélo- 
gramme T'MT,Ï  représentera  en  direction  et  en  grandeur 
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la  vitesse  du  point  sur  sa  trajectoire  MU;  de  sorte  qu'un 
point  partaul  de  M  avec  cette  vitesse  se  trouverait  eo  T 
après  le  temps  $. 

Cela  posé,  soient  m^m',m^,  après  ce  même  temps  0, 
les  positions  des  points  qui  décrivent  les  trois  courbes  en 
partant  de  M;  la  courbe  MU'  sera  transportée  avec  Je  sys- 
tème, auquel  elle  est  liée,  et  par  conséquent  la  position  m' 
du  point  mobile  se  confondra  avec  sa  position  absolue  m, 
et  le  point  M  du  système  sera  en  mi  ;  de  sorte  que,  pour 
avoir  la  position  du  système  après  le  temps  9,  il  faudra  lui 
donner  un  mouvement  de  translation  qui  amène  M  en  m,, 
et  ensuite  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant en  irii  et  dont  la  direction  différera  infiniment  peu  de 
l'axe  instantané  correspondant  au  point  infiniment  voi- 
sin M. 

Maintenant  il  est  facile  de  voir  que  les  lignes  Thi,  T'ni', 

mobile,  dans  son  mouvement  relatif,  et  dans  le  mouvement 
du  point  du  système.  Elles  donneraient  ces  forces  mêmes 

en  les  divisant  par  la  même  quantité  -  ;  elles  peuvent  donc 

être  prises  pour  leprésenler  proporlioniiellemcnt  ces  trois 
forces. 


Pour  reconnaître  la  dépendance  qui  existe  entre  ces 
lignes,  il  faut  effectuer  le  mouvement  dti  système  et  recon- 
naître sa  position  après  le  temps  9. 

Nous  décomposerons  le  mouvement  de  translation  pa- 
rallèle qui  amène  M  en  m,,  en  deux  mouvements,  dont  le 
premier  amènerait  M  on  Ti,  puis  de  Ti  en  m,.  Tous  les 
points  du  système  auront  des  mouvements  identiques.  La 
première  translation  amènera  T'  en  T;  la  seconde  l'amè- 
nera en  m",  en  menant  Tm"  parallèle  et  égale  à  T,mi.  Il 
ne  reste  plus  qu'à  effectuer  la  rotation  autour  d'un  axe  nijl 
passant  par  m,,  et  le  système  sera  parvenu  à  la  position 
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qu'il  occupe  réelU'inent  après  le  temps  6,  el  dans  laquelle 
le  point  m'  est  le  point  m  lui-même,  de  sorte  qu'il  n'est 
nécessaire  de  s'occuper  que  du  mouvement  de  m".  Soit  (t 
la  position  où  la  roialîon  l'amène;  en  joignant  ce  point 
à  m,  la  ligne  f*/n  représentera  en  direction  et  en  grandeur 
la  déviation  ^elalî^c  T'/m'. 

Le  quadrilaière  Tni^uoi"  donne  la  solution  de  la  ques- 
tion. En  effet,  Tm  est  la  déviation  dans  Se  mouvement 
absolu  du  point,  ^in  la  déviation  dans  3e  mouvement  rela- 
tif, Tm"  celle  du  mouvement  du  point  du  système,  II  ne 
reste  donc  qu'à  reconnaître  la  grandeur  et  la  direction  du 
quatrième  côté  nî"fx,  et  Ton  connaîtra  les  trois  forces  dont 


:  pouri 


■  la  force  relative  comme  la  résul- 


tante. Ce  côté  m"fi  est  un  arc  de  tercle  décrit  par  m"  tour- 
nant autour  de  ffiil,  que  l'on  peut  considérer  comme  paral- 
lèle à  l'ase  instantané  au  point  M;  et  la  vitesse  angulaire 
avec  laquelle  s'opère  ce  mouvement  peut  être  regardée 
comme  la  même  que  la  vitesse  angulaire  ta  autour  rie 
Vaxe  instantané  en  M;  car  il  ne  peut  résulter  de  là  que 
des  erreurs  infiniment  petites  par  rapport  a  la  quantité  à 
ealeuler.  L'angle  décrit  par  le  système  autour  de  l'axe 
en  nii  peut  donc  être  considéré  comme  égal  à  (i)9.  Pour 
avoir  le  rayon  de  Parc  m"(i,  il  faut  abaisser  de  m"  nne 
perpendiculaire  sur  m,\,  qui  est  égale  à  m,  m"sin5,  5  étant 
l'angle  de  nii  m"  avec  m^l,  ou  de  la  tangente  à  la  trajec- 
toire relative  avec  l'axe  instantané.  Or,  si  l'on  désigne 
par  fr  la  vitesse  relative,  on  aura 


donc  jim"  sera  égal  au  produit  de  l'^ôsin^  par  rii3, 
conséquent, 


Quant  à  la  direction  du  côté 
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perpendiculaire  au  plan  lm,in'\  ou  à  ua  plan  passant  par 
l'ase  iiislanlané  et  la  direction  de  la  vitesse  relative,  et  le 
sens  du  mouvement  qui  l'a  décrit  est  celui  de  la  rotation 
autour  de  l'axe  instantané. 

Si  maintenant  on  regarde  les  quatre  côlés  du  qiiadrila- 
têrc  comme  représentant  des  forces,  y.m  sera  la  résultante 
des  trois  forces  ^m",  m"T,  Tm  ou  Tm,  m,T,,  ^rii",   et, 

en  les  divisant  par  -,  on  aura  la  proposition  suivante  : 

«  La  forcée  accéléralrice  relative  est  la  résultante  de 
»  trois  forces  accélératrices. 

»   La  première  est  la  force  appliquée  au  point  mobile. 

»  La  seconde  est,  en  sens  contraire,  celle  qui  donne- 
H  rait  à  un  point  libre  le  mouvement  du  point  du  sya- 
»  tème  qui  coïncide  avec  le  mobile  à  l'instant  que  l'on 
))    considère. 

B  La  troisième  est  ai^^tosinî;  s; 
»  diculaire  au  plan  mené  par  l'axe 
M  lion  de  la  vitesse  relative,  el  dan; 
»  vement  de  rotation  du  système. 

21S,  Ou  passera  de  ce  cas  général  a 
lequel  nous  avons  commenci 
mentde  rotation;  la  troisième  composante  disparait  alors 
et  il  reste  les  deux  premières.  On  retombe  ainsi  sur  le  ré- 
sultat obtenu  précédemment- 
Si  le  mouvement  du  système  consistait  dans  une  simple 
translation  uniforme  et  rcciilignc,  il  ne  resterait  que  la 
force  donnée,  et  la  proposition  précédente  se  réduirait  à 
dire  que  le  mouvement  absolu,  identique  an  mouvement 
relatif,  ne  dépend  que  de  l'état  initial  relatif  et  de  la  force 
donnée,  et  nullement  du  mouvement  des  ases,  ce  qui  n'est 
autre  cliose  qu'un  principe  que  nous  avons  admis  comme 
résultat  d'expériences. 
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216.  EiiGii  considérons  le  cas  où  le  système  a  un  mouve- 
menl  de  rotalion  uniforme.  Dans  ce  cas,  la  seconde  compo- 
saiitede  la  force  relative  est  précisément  la  force  centrifuge  en 
ce  point;  la  troisième  composante  est  toujours  amoiCr  sino. 
Voyons  ce  que  deviennent  ces  expressions;  et  prenons, 
pour  fixer  les  idées,  le  cas  où  le  système  rigide  est  la  terre. 
Nous  considérerons  ici  la  terre  comme  ayant  un  mouve- 
ment uiiifornie  de  rotation  autour  de  son  axe  immobile,  el 
n'étant  soumis  à  aucune  action  étrangère;  la  rotation  en- 
tière s'effectue  dans  nu  jour  sidéral,  c'esl-à-dire  dans  un 
temps  exprimé  par  le  nombre  86i6'4,  en  prenant  la  seconde 
pour  unité;  d'où  résulte 


"^  86164  " 


073, 


ce  qui  est  une  très-petite  quantité.  L'angle  â  est  celui 
que  fait  la  vitesse  relative  avec  l'axe  de  la  terre,  ou  le 
complément  de  celui  qu'elle  fait  avec  l'cquatenr:  de  sorte 
que  Vr  sinâ  est  la  projection  de  la  vitesse  relative  sur 
l'équaleur. 

En  supposant  la  vitesse  relative  peu  considérable,  la 
troisième  composante  est  très-petite  par  rapport  aux  deux 
autres;  et,  si  on  la  néglige  dans  une  première  approxima- 
tion, on  arrive  à  la  proposition  suivante  : 

Le  mouvement  apparent  d'un  point  à  la  surface  de  la 
terre  peut  être  calculé  en  supposant  ta  terre  immobile,  et 
joignant  la  force  centrifuge  à  celles  qui  agissent  effecti- 
vement sur  ce  point. 

Si  l'attraction  de  la  terre  est  la  seule  force  agissant  sur 
le  point,  on  retombe  sur  le  résultat  déjà  obtenu  dans  le 
calcul  de  la  forée  qui  sollicite  les  corps  à  l'éial  de  repos, 
en  tenant  compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre. 

La  composante  que  nous  avons  négligée  produit  des  per- 
turbations dont  nous  ne  parierons  pas  ici.  C'est  elle  qui 
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produit  le  phénomène,  observé  depuis  longtemps,  de  la 
dévialioTî  des  corps  vers  l'est,  quand  on  Jes  abandonne  sans 
vitesse  a  l'action  de  la  pesanteur.  C'est  encore  elle  qui 
produit  le  mouvement  du  plan  d'oscillation  du  pendule, 
mouvement  que  Poisson  avait  pensé  devoir  être  insensible, 
à  cause  de  la  petitesse  de  cette  force,  mais  dont  les  belles 
expériences  de  M.  Foucault  nous  ont  fait  connaître  la 
réalité. 

^\1 .  Remarque  générale.  —  Le  mouvement  relatif  coïn- 
cidant avec  un  mouvement  absolu  dans  lequel  l'élat  initial 
serait  le  même  que  l'état  relatif  initial,  et  dans  lequel  la 
force  serait  la  résultante  de  la  force  donnée  et  des  deux 
forces  fictives,  c'est-à-dire  la  force  relative,  il  s'ensuit  que 
toutes  les  propositions  démontrées  dans  le  mouvement 
absolu  d'un  point  libre,  subsisteront  dans  le  mouvement 
relatif,  en  y  considérant  le  point  comme  soumis  à  l'ac- 
tion de  la  force  relative.  Nous  allons  en  donner  quelques 
exemples, 

218.  Principe  des  aires  dans  le  mouvement  relatif.  — 
La  remarque  que  nous  venons  de  faire  nous  donne  immé- 
diatement les  conséquences  suivantes  : 


Lorsque  la  force  relative  d'il 


\ohile  passe  co/istam 


ment  par  un  même  point  du  système  en  mouvement,  la 
trajectoire  relative  du  mobile  est  plane,  et  le  rayon  vec- 
teur, mené  du  point  constant  au  mobile,  décrit  des  aires 
relatives  proportionnelles  aux  temps  correspondants. 

Et  réciproquement  ; 

Si  le  rayon  vecteur  mené  d' 
tème  au  mobile,  décrit  des  air 
trois  plans  rectangulaires  liés 
portionnellement  aux  temps;  c 

trajectoire  relative  d'un  mobile  est  plane,  et  que  les 
décrites  par  son  rayon  vecteur  pariant  d'un  point 


•i  point  constant  du  sys- 
,  dont  les  projections  sur 
lu  système  croissent  pro- 
,  en  d'autres  termes,  si  la 
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slant  de  ce  plan,  croissent  proportionnellement  au  tempi, 
la  force  relative  qui  agit  sur  la  mobile  passe  à  cliaque 
instant  par  ce  point  constant. 

219.  Êifuation  des  forces  viwes  dans  le  mouvement 
relatif  d^un  point  libre.  —  En  considérant  le  mouvement 
absolu  qui  est  idcnlique  au  mouvement  relatif  du  mobile, 
la  moitié  de  l'accroissement  de  la  force  vive  dans  ce  mou- 
vement, pendant  un  temps  infiniment  petit,  sera  égal  au 
travail  des  forces  pendant  ce  même  temps-.  Donc,  en  intro- 
duisant les  dénominations  du  mouvemeni  relatif,  le  Iravail 
élémenlaire  de  la  force  relative  est  égal  à  la  moitié  de  la 
force  vive  relative,  correspondante  au  même  temps.  Or  le 
travail  d'une  force  est  égal  à  la  somme  de  ceux  de  ses  com- 
posantes, el  le  travail  relatif  de  la  troisième  composante 
de  la  force  relative  est  nul,  puisque  cette  force  est  per- 
pendiculaire à  la  vitesse  relative,  et,  par  conséquent,  à 
la  trajectoire  relative.  On  peut  donc  énoncer  celte  pro- 
position ; 

Dans  le  mouvement  relatif  d'un  point  libre,  la  moitié 
de  l'accroissement  de  la  force  vive,  dans  un  intervalle 
infiniment  petit,  est  égale  au  travail  correspondant  de  la 
force  réelle,  plus  au  Iravail  de  la  force  d'inertie  que  pro- 
duirait le  point,  s'il  était  lié  au  système  à  l'instant  que 
Von  considère. 

220,  Du  mouvement  relatif  d'un  point  qui  n'est  pas 
libre.  —  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  mobile  dont 
on  cherche  le  mouvement  relatif  ne  serait  pas  entièrement 
libre.  Il  peut  être  lié  par  une  ou  par  deux  équations,  et  ces 
équations  peuvent  renfermer  d'une  manière  quelconque  le 
temps,  ainsi  que  les  coordonnées  absolues  et  relatives  du 
point,  Comme  les  équations  de  transformation  diis  coor- 
données permeltenl  d'exprimer  les  unes  au  moyen  des 
autres,  on  peut  supposer  que  ces  équations  ne  renferment 
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(jue  le  temps  ei  les  coocdoiinees  relatives,  par  exemple.  Le 
point  s(!  trouve  ainsi  assujetti,  par  chaque  équation,  à  res- 
ter sur  une  surface  variable  aveo  le  temps,  et  donnée  à 
cha<]ue  instant  de  ("orme  et  de  position  par  rapport  au  sys- 
tème des  axes  mobiles. 

Celle  surface  produit  à  cliaque  instant  une  force  nor- 
male, Cl,  si  on  la  joignait  aux  forces  qui  agissent  sur  te 
point,  ou  pourraîi  supprimer  la  surface;  et,  s'il  n'existait 
que  cette  seule  liaison,  le  point  pourrait  alors  être  consi- 
déré comme  entièrement  libre,  cl  l'on  rentrerait  dans  le 
premier  cas.  D'où  résulte  cette  proposition  : 

Lorsque  le  mobile  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface 
eionnée,  variable  de  forme  et  de  position,  la  force  rela- 
tive se  Aéianninera  comme  dans  le  cas  d'un  point  libre, 
pourvu  que  l'on  joigne  ii  laforce  donnée  une  force  indé- 
terminée, normale  à  la  surface,  au  point  oit  se  trouve  le 
mobile,  et  à  Vinstant  (jue  Von  considère. 

Si,  au  lieu  d'une  seule  surface,  on  en  avait  deux,  on 
agirait  de  même  pour  la  seconde,  et  l'on  aurait  une  se' 
conde  force  indéterminée,  normale  à  la  seconde  surface. 
Ces  deux  forces  se  composeraient  en  une  seule,  îndéter' 
minée  en  grandeur,  et  assujettie  à  se  trouver  dans  le 
plan  normal  à  la  courbe  d'intersection  des  deux  sur- 
face,. 

On  voit  que,  dans  le  cas  où  le  point  est  Hé  par  une  seule 
équation,  il  s'introduit  par  cela  même  une  nouvelle  quan- 
tité inconnue,  mais  il  s'ajoute  en  même  temps  une  équation 
connue  entre  les  coordonnées  el  le  temps.  Si  le  point  est 
lié  par  deux  équations,  il  s'intioduit  en  même  temps  deux 
inconnues;  de  sorte  que  le  nombre  des  inconnues  est  tou- 
jours égal  au  nombre  des  équations. 

D'après  la  remarque  générale  que  nous  avons  faîte  sur 
l'estension  au  mouvemeiit  relatif,  des  propositions  démon- 
trées dans  le  mouvement  absolu,  il  est  presque  inutile  de 
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dire  que  l'équaiion  des  forces  vives  relatives  aura  lieu  lors- 
que le  point  sera  assujetti  à  rester  sur  une  surface  ou  une 
courbe  de  forme  constante,  et  liée  invariablement  au  sys- 
tème des  axes  mobiles.  El,  en  effet,  la  force  qu'elle  produit 
étant  normale  à  la  trajectoire  relative  du  mobile,  donne 
un  travail  élémentaire  égal  à  zéro. 

Nous  avons  terminé  l'exposition  des  principes  généraux 
qui  se  rapportent  au  mouvement  d'un  point.  Nous  en  ferons 
quelques  applications  importantes  dans  le  Livre  suivant. 
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COMMENT  L'ASTRONOMIE  EST  DEVENUE  UNE  SCIENCE 
DE  BAISONNEMENT. 


221 ,  L'Astronomie  a  été  longtemps  une  science  d'obser- 
vation; No.wlon  en  a  fait  une  science  de  raisonnement. 

Nous  allons  moutrer  comment  cette  grande  transfor- 
mation a  été  opérée,  et  d'abord,  nous  indiquerons  rapi- 
dement par  queile  suite  d'observations  et  de  raisonnemenls 
l'Aslronomio  était  parvenue  au  point  où  elle  était  lorsque 
ce  grand  bomme  a  paru.  Ce  sera  nn  exemple  intéressant 
des  métbodes  par  lesquelles  on  peut  déduire  de  faits  parti- 
culiers, des  faits  généraux  pouvant  servir  de  base  à  une 
science  de  raisonnement. 

Un  observateur  attentif,  aidé  d'instruments  bien  simples, 
reconnaît  facilement  que  tous  les  astres,  y  compris  le  soleil 
et  la  lune,  se  déplacent  d'une  manière  continue,  et  sem- 
blent tourner  uniformément,  en  conservant  les  mêmes  po- 
sitions relatives,  autour  d'un  axe  mené  du  point  de  la  terre 
où  il  se  trouve,  à  un  point  du  ciel  qu'on  nomme  pôle,  et 
est  très-voisin  d'une  certaine  étoile,  nommée,  à  cause  de 
cela,  étoile  polaire.  Or,  en  quelque  point  de  la  terre  que 
soit  placé  l'observateur,  il  reconnaît  que  l'axe  de  cette  ré- 
volution est  toujours  dirigé  de  la  même  manière  par  rap- 
port aux  étoiles,  qui  semblent  former  un  système  rigide; 
d'où  il  est  facile  de  conclure  que  la  distance  de  la  terre 
aux  étoiles  est  incomparablement  plus  grande  que  celles 
des  différents  lieux  d'observation  sur  la  terre.  La  durée 
de  cette  révolution  se  nomme  jour  sidéral. 
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Mais  on  s'aperçoit  bientôt  ([ne  les  positions  relatives  de 
tous  les  astres  ne  restent  pas  constantes;  il  suffit  d'observer 
la  lune  quelques  jours  de  suite,  pour  recoiinaîtte  des  chaii- 
getnents  notables  dans  ses  distances  aux  étoiles.  Il  en  est  de 
même  du  soleil,  dont  le  déplacement  est  eriviron  douze  fois 
plus  lent. 

Outre  ces  deux  astres  qui  se  présentent  les  premiers,  il 
en  est  quelques  autres  que  leur  petitesse  a  fait  d'abord  con- 
fondre avec  les  étoiles,  et  dont  le  déplacement  est  bien  loin 
d'offrir  h  l'observateur  une  aussi  grande  régularité.  On 
leur  a  donné  le  nom  de  planètes. 

222.  Déteimination  des  points  sur  la  sphère  célesta.  — 
Tous  les  mouvements  se  délerminent  facilement  eu  rappor- 
tant k's  positions  à  deux  grands  cercles  de  la  sphère  céleste 
idéale,  dont  l'observateur  occupe  le  centre,  et  sur  la  sur- 
face de  laquelle  il  projette  tous  les  astres  par  des  rayons 
visuels.  L'un  de  ces  cercles  est  perpendiculaire  à  l'axe  du 
monde,  autour  duquel  s'effectue  la  révolution  diurne  com- 
mune à  tous  les  astres,  et  se  nomme  l'éqtiateur  céleste  ;  le 
second  a  son  plan  perpendiculaire  au  premier  et  passe  par 
une  étoile  choisie  arbitrairement.  Cela  posé,  un  point 
quelconque  sera  déterminé  sur  la  sphère  en  menant  un  plan 
par  ce  point  et  l'axe  du  monde,  ce  qu'on  appelle  un  plan 
méridien,  puis  cherebant  l'angle  de  ce  plan  avec  le  piemier 
méridien,  et  la  distance  du  point  à  l'équaieur,  comptée  sur 
le  méridien  du  point.  Le  dernier  de  ces  angles  se  nomme  la 
déclinaison  du  poinl,  et  l'autre  son  ascension  droite.  Ce 
sont  là  les  deux  coordonnées  que  Ton  emploie  pour  une  pre- 
mière détermination  des  points,  et  qui  ont  servi  pour  tra- 
cer les  courbes  qui  représentent  la  marche  apparente  du 
soleil,  de  la  lune  et  des  planètes  pour  un  observateur  placé 
à  la  surface  de  la  terre. 

On  a  reconnu  ainsi  que  le  centre  du  soleil  décrit  sur  la 
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sphère  céleste  un  grand  cercle  qui  semble  ii 
dans  un  intervalle  de  temps  constant,  qu'on 
année.  Ce  cercle  se  nomme  écliptique. 

223.  jiutre  système  de  coordonnées.  — Le  centre  de  la 
lune  semble  aussi  d'abord  décrire  un  grand  cercle,  mais  ce 

cercle  n'est  pas  invariable  comme  l'écliptique,  et  l'étude  ap- 
profondie de  son  déplacement,  et  surtout  des  mouvements 
des  planètes,  a  fait  sentir  l'utilité  qu'il  y  aurait  à  rapporter 
les  points  à  deux  autres  grands  cercles  coordonnes.  L'un 
est  l'écliptique;  l'autre  lui  est  perpendiculaire,  et  passe 
par  les  points  oùTécliptique  rencontre  l'équaieur,  et  qu'on 
nomme,polnts  équinoxiaux,  parce  que  quand  le  soleil  passe 
par  l'un  ou  l'autre,  le  jour  a  la  même  durée  que  la  nuit, 
pour  tous  les  points  de  la  terre.  Ces  points  se  déterminent 
facilement  en  chercliant  cliaque  jour  la  déclinaison  du 
soleil.  Elle  est  nulle  aux  équinoxes  ;  et  cette  position  ainsi 
que  l'époque  où  elle  a  lieu  se  trouvent  par  de  simples 
proportions  d'après  les  ascensionsdroîtes,  et  les  déclinaisons 
observées,  les  jours  qui  précèdent  et  ceux  qui  suivent  le 
passage  du  centre  du  soleil  par  le  pian  de  l'équateur. 

Dans  ce  nouveau  système  de  coordonnées  angulaires,  on 
détermine  un  point  quelconque  en  y  faisant  passer  un  plan 
renfermant  les  pôles  de  l'écliptique;  ce  plan  coupe  l'éclip- 
tique en  un  point  dont  la  distance  à  l'équinoxe  choisi  pour 
origine  se  nomme  la  longitude  du  point;  sa  /alttude  est 
sa  distance  à  l'écliptique,  comptée  sur  le  grand  cercle  per- 
pendiculaire. 

La  transformation  de  coordonnées  pour  passer  d'un  sys- 
tème à  l'autre,  se  fait  par  des  formules  très-simples;  et  c'est 
toujours  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  que  l'on  cherche 
par  l'observation;  il  serait  beaucoup  moins  commode  de 
chercher  directement  la  longitude  et  la  latitude.  Maïs  pour 
donner  la  précision  nécessaire  à  toutes  ces  déterminations, 
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îl  faut  JéljDir  exactement  le  point  par  lequel  on  fait  passer 
l'équaieur  et  les  méridiens;  et  pour  cela,  il  faut  comiaîire 
la  figure  et  les  dimensions  de  la  terre. 

ââi.  Figure  de  la  terre.  —  Nous  allons  indiquer  rapide- 
ment comment  on  a  pu  y  parvenir.  Quelques  observations 
sur  la  disparition  progressive  de  la  mâture  de  vaisseaux  s'é- 
loignanl  du  rivage,  sur  la  figure  circulaire  de  l'horizon,  vu 
de  points  élevés,  sur  lerre  comme  sur  mer  ;  celle  de  l'ombre 
portée  par  la  terre  dans  les  éclipses  de  lune,  indiquaient 
bien  pour  la  terre  une  forme  arrondie,  mais  ces  premières 
vues  ne  pouvaient  faire  connaître  ni  sa  figure  exacte,  ni 
surtout  SCS  dimensions. 

Pour  y  parvenir,  on  a  cliercbé  comment  variait  la  di- 
rection de  la  verticale  à  mesure  qu'elle  se  déplaçait  en  res- 
tant parallèleàunniêmeméridien  céleste;  eiVon  a  reconnu 
qu'elle  reste  sensiblement  dans  un  même  plan,  et  que  les  arcs 
de  la  courbe  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  la  surface  de  la 
terre  sont  proportionnels  aux  angles  des  verticales  cor- 
respondantes, et  par  conséquent  aussi  des  tangentes  à  celte 
courbe.  Or,  cette  propriété  n'appartient  qu'au  cercle.  Cette 
courbe,  que  l'on  nomme  un  méridien  terrestre,  peut  donc, 
au  moins  dans  une  première  approximation,  être  considérée 
comme  un  cercle,  intersection  du  plan  d'un  méridien  cé- 
leste et  de  la  surface  de  la  terre.  Le  rayon  de  ce  cercle 
s'obtiendra  en  divisant  un  quelconque  de  ses  arcs  par  l'angle 
des  tangentes  extrêmes,  qui  est  celui  des  verticales  corres- 
pondantes. 

Les  mêmes  observations  répétées  pour  un  grand  nombre 
de  points  de  la  surface  de  la  terre  donnent  des  résultats 
semblables;  et  l'on  en  a  conclu  que  tous  les  méridiens  cé- 
lestes coupent  la  surface  de  la  terre  suivant  des  cercles 
égaux.  Les  plans  de  ces  cercles,  étant  ceux  des  méridiens 
célestes,  passent  tous  par  l'ase  du  monde  :  et,  par  conséquent. 
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la  terre  est  une  sphère  engendrée  par  un  cercle  dont  le 
plan  passe  ronsiamment  par  l'axe  du  monde,  et  dont  le 
rayon  est  déterminé  comme  nous  venons  de  l'indii^uer  pour 
un  de  ses  grands  cercles.  Le  mètre  est  la  quarante-millio- 
nième partie  de  sa  circonférence. 

Or,  comme  nous  avons  vu  que  l'axe  du  monde  pouvait 
être  mené  par  un  point  quelcouqtie  de  la  terre,  nous  choi- 
sirons à  cet  effet  son  centre  même,  et  ce  sera  plus  avan- 
tageux dans  la  plupart  des  cas.  Nous  appellerons  pôles  ter- 
rentres  les  points  de  rencontre  de  cet  axe  et  de  la  surface 
de  la  terre,  méridiens  terrestres  les  grands  cercles  passant 
par  ces  pôles,  équataar  terrestre  celui  qui  est  mené  per- 
pendiculairement à  l'axe  par  le  rentre  de  la  terre.  Et  les 
points  sur  la  surface  de  la  terre  se  détermineront  au  moyen 
de  cet  équateur  et  d'un  méridien  fixé  arbitrairement,  de 
inème  que  ceux  de  la  sphère  céleste  le  sont  au  moyen  de 
l'équateur  et  d'un  méridien  célestes.  Ces  deux  coordonnées 
ont  reçu  le  nom  de  longitude  et  de  latitude  terrestres.  Les 
B'rançais  prennent  pour  premier  méridien  celui  qui  passe 
par  l'Observatoire  de  Paris. 

225.  Parallaxes.  — Maintenant  que  nous  faisons  passer 
les  plans  coordonnés  par  le  centre  de  la  terre,  c'est  de  ce  point 
qu'il  faut  faire  partir  les  rayons  visuels  qui  déterminent 
les  positions  des  astres.  Les  ascensions  droites  ne  seront 
pas  changées,  mais  les  déclinaisons  dépendant  de  l'angle  du 
rayon  visuel  avec  la  verticale,  au  moment  du  passage  de 
l'aslre  au  méridien,  ne  seront  pas  les  mêmes  si  ce  rayon 
visuel  est  mené  du  centre  ou  de  la  surface.  La  différence 
de  ces  deux  angles,  autrement  dit  des  distances  zénithales, 
sera  l'angle  suivant  lequel  le  rayon  de  la  terre  passant  par 
le  lieu  de  l'observation,  est  vu  de  l'astre  en  question.  Cet 
angle  se  nomme  la  parallaxe  de  cet  astre;  il  dépend  de 
l'inclinaison  de  ce  rayon  de  la  terre  sur  le  rayon  visuel. 
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Si  l'astre  est  dans  le  plan  horizontal  (lu  lieu,  cette  incli- 
naison est  d'un  angle  droit,  et  la  parallaxe  est  dite  hori- 
zontale; sous  toute  autre  inclinaison,  elle  s'appelle  paral- 
laxe de  hauteur.  Cette  dernière  a  un  rapport  Irès-simple 
avec  l'antre,  parce  qu'elle  est  toujours  assez  petite  pour 
pouvoir  être  regardée  comme  proportionnelle  à  son  sinus. 
Elle  est  alors  égale  à  la  parallaxe  horizontale  multipliée  par 
le  siuus  de  la  distance  zénithale  de  l'astre. 

Il  suit  de  là  que  lorsqu'on  connaît  la  parallaxe  horizontale 
d'un  asire,  et  nous  indiquerons  tout  à  l'heure  un  moyen  de 
la  trouver,  les  distances  zénithales  qui  seraient  observées 
du  centre  de  la  terre  se  trouvent  ramenées  à  la  détermi- 
nation de  celles  qui  le  .seront  d'un  point  delà  surface,  cl  qui 
sont  en  effet  les  seules  observables. 

La  parallaxe  horizontale  d'un  astre,  ayant  pour  sinus 
le  rapport  du  rayon  de  la  terre  à  la  distance  de  son  centre 
à  l'astre,  fait  conuaitre  immédiatement  ce  rapport. 

226,  Orbite  de  la  lune.  —  Les  longitudes  et  latitudes 
astronomiques  seront  rapportées  à  l'écliptiqne,  lieu  des  po- 
sitions du  centre  du  soleil,  vu  du  centre  de  la  terre,  et  d'un 
grand  cercle  passant  par  ses  pôles  et  l'un  des  deux  points 
équinoxjaux.  Pour  donner  un  premier  exemple  deTutilité 
de  ce  nouveau  système  de  coordonnées,  nous  allons  y  rap- 
porter les  positions  successives  de  la  lune.  ÎNous  chercherons 
d'abord  ses  nœuds,  ou  les  points  oti  son  centre  passe  par  le 
plan  de  l'écliptique,  et  a  par  conséquent  pour  latitude  zéro. 
On  en  déterminera  la  position,  ainsi  que  l'époque  du  pas- 
sage, par  le  procédé  déjà  indiqué  pour  les  équinoxes;  et 
l'on  trouve  que  la  droite  qui  les  joint  passe  par  le  centre  de 
la  terre,  que  le  plan  mené  par  cette  droite  et  l'une  quel- 
conque des  positions  du  centre  de  la  lune,  fait  un  angle 
constant  d'environ  5''9'  avec  le  plan  de  l'écliptique  ;  mais 
que  la  ligne  des  noeuds  se  déplace,  et  tourne  autour  du  centre 
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de  la  terre  Jans  un  sens  opposé  à  celui  du  mouvement  du 
soleil,  et  qu'elle  accomplit  cette  révolution  dans  un  inter- 
valle d'environ  i8  ans  |.  D'où  il  suit  que  la  lune  se  meut 
dans  une  orbite  dont  le  plan  fait  un  angle  constant  avec  celui 
de  l'éeliptiijue,  et  avec  celui  del'équateur  un  angle  variable 
dont  les  limites  sont  l'incliiiaisoii  de  l'écliptique  sur  l'équa- 
teur,  augmentée  ou  diminuée  de  5''9'. 

227.  Foj-me  et  dimensions  de  V orbile.  — Le  centre  de  la 
lune  semble  d'abord,  comme  nous  l'avons  dit,  décrire  un 
grand  cercle  sur  la  splière  céleste  ;  mais  l'observation  suivie 
de  son  diauièire  apparent,  mon  ire  que  sa  distance  au  centre 
de  la  terre  varie  d'une  manière  continue. 

Si  l'on  trace  sur  un  plan  des  rayons  vecteurs  faisant 
entre  eus  les  mêmes  angles  que  ceus  qui  correspondent 
aux  observations,  et  qu'on  porte  sur  eus  à  partir  de  leur 
point  de  concours  des  longueurs  en  raison  inverse  des  dia- 
mètres apparents,  on  construira  une  courbe  qu'on  pourra 
regarder  comme  semblable  à  l'orbiie  de  la  lune.  On  ob- 
tient ainsi  une  ellipse  dont  le  centre  de  la  terre  occupe  un 

a28.  Parallaxe,  de  la  Jane.  —  Pour  obtenir  la  parallaxe 
horizontale  d'un  astre,  on  prend  sur  un  même  méridien 
deux  points  très-éloignés  l'un  de  l'antre  etdont  on  connaît 
les  latitudes^  on  observe  de  ces  deux  points  les  distances 
zénithales  de  l'astre,  au  moment  de  son  passage  à  ce  mé- 
ridien. I.ea  deux  rayons  visuels  qui  les  déterminent  et  les 
rayons  (erreslres  menés  aux  deux  points  forment  un  qua- 
drilatère, dont  on  connaît  trois  angles  et  par  suite  le  qua- 
trième. Ce  dernier  est  formé  parles  lignes  menées  de  l'astre 
aux  deux  points  du  méridien,  à  l'instant  du  passage;  il  est 
la  somme  des  deux  parallaxes  de  hauteur  de  l'astre  à  ce 
moment,  en  supposant  qu'on  ait  choisi  les  deux  points  de 
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pari  et  d'autre  de  la  ligne  qui  joîiil  Taslre  au  centre  de  la 
terre.  Or  ces  parallaxes  sont  les  produits  de  la  parallaxe 
liorizoïitale  par  les  sinus  des  dislanccs  zénithales  ;  et  comme 
leur  somme  est  connue,  cette  parallaxe  le  sera  aussi. 

Si  l'on  appliquait  ce  procédé  à  des  astres  trop  éloignés, 
on  trouverait  des  valeurs  insensibles  pour  la  parallaxe;  les 
étoiles  la  donneraient  nulle;  le  soleil  en  donne  «ne  sen- 
sible, mais  les  erreurs  inévitables  d'observation  donneraient 
de  l'incertitude  au  résultai;  pour  la  lune,  au  contraire, 
dont  la  dislance  à  la  terre  est  beaucoup  moins  considé- 
rable, on  peut  avoir  confiance  dans  la  valeur  trouvée  par 
ce  moyen. 

Distance  île  la  lune  à  la  terre.  —  La  parallaxe  hori- 
zontale d'un  astre  ayant  pour  sinus  le  rapport  du  rayon  de 
la  terre  à  la  dislance  de  l'astre  au  centre  de  la  terre,  on 
conclu!,  de  la  parallaxe  de  la  lune,  que  la  valeur  moyenne 
de  sa  distance  à  là  terre  est  d'environ  soixante  rayons 
terrestres. 
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229.  Les  planètes  observées  de  la  terre  offrent  une  mar- 
che très-irrégulière,  Elles  semblent  se  déplacer  taniôt  dans 
le  même  sens  que  le  soleil,  tantôt  en  sens  contraire,  après 
avoir  paru  quelque  temps  stationnaires.  Ces  mouvements 
ont  été  représentés  par  les  anciens  astronomes  au  moyen 
de  combinaisons  compliquées  de  mouvements  circulaires; 
mais  enfin  on  a  eu  l'idée  de  chercher  quelles  apparences 
elles  offriraient,  ainsi  que  la  terre  elle-même,  à  un  obser- 
vateur supposé  au  centre  du  soleil,  et  c'est  la  simplicité  de 
ces  mouvements  relatifs  qui  a  fait  adopter  le  système  de 
Copernic  et  abandonner  celui  de  Ptoléniée.  Les  lois  de  ces 
mouvements  sont  d'une  trop  grande  importance  pour  que 
nous  ne  donnions  pas,  au  moins,  une  idée  sommaire  des 
méthodes  qui  les  ont  fait  découvrir. 
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230.  Ligne  des  nœuds.  — Les  planèies  étant  rapporiecs 
au  plan  de  l'écliptique,  les  poinls  qu'il  est  naturel  de  déter- 
miner d'abord  sont  ceux  où  elles  percent  ce  plan,  et  qu'on 
nomme  nœuds.  On  trouve  ces  points,  et  l'époque  où  le 
centre  de  la  planète  y  passe,  par  la  méthode  que  nous 
avons  exposée  à  ce  sujet  pour  la  lune;  et  l'on  reconnaît 
que  la  ligne  qui  joint  les  deux  noeuds  passe  par  le  centre 
du  soleil,  et  fait  uii  angle  sensiblement  constant  avec  la 
ligne  des  équinoxcs.  Nous  nous  bornons  à  indiquer  ces 
résultats,  sans  entrer  dans  des  détails  qiû  nous  écarteraient 
de  notre  objet. 

231.  L'orbite  d\ine  planète  est  plane  et  son  inclinai- 
son sur  le  plan  de  Vécliptiqiie  est  constante.  ■ — La  terre 
se  trouve  deux  fois  par  an  dans  la  ligne  des  nœuds  de  la  pla- 
nète; l'instant  où  cela  arrive  est  facile  à  déterminer,  puisque 
c'est  celui  où  la  longitude  du  soleil  est  précisément  égale  à 
l'inclinaison  de  la  ligne  des  nœuds  sur  celle  des  équinoxes. 
A  ce  moment,  il  sera  facile  de  connaître  la  longitude  et 
la  lalilude  de  la  planète,  et,  par  suite,  de  calculer  l'angle 
que  forme  avec  le  plan  de  l'écliptique  la  ligne  abaissée 
perpendiculairement  du  centre  de  la  planète  sur  la  ligne 
des  nœuds.  En  répétant  ces  observations  et  ces  calculs, 
toutes  les  fois  que  la  terre  se  trouve  dans  la  lîi;ne  des 
uœuds,  ce  qui  correspond  à  des  positions  différentes  de  la 
planète  dans  son  orbite,  on  trouve  la  même  valeur  pour 
cet  angle;  d'où  il  suit  que  la  planète  est  toujours  dans  un 
même  plan,  passant  par  la  ligne  des  nœuds,  et  ayant  sur 
le  plan  de  l'écliptique  1  inclinaison  constante  qui  a  été  cal- 
culée comme  nous  l'avons  dit. 

Ce  plan  est  Cxe  si  le  soleil  l'est,  comme  on  l'admet  dans 
le  système  de  Copernic;  ei,  si  le  soleil  est  en  mouvement, 
ce  plan  est  entraîné  parallèlement  à  lui-même,  et  la  ligne 
des  nœuds  passe  toujours  par  le  centre  du  soleil. 
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23i2.  Mouvement  de  la  planète  dans  son  orbite.  —  Le 
lieu  dcsposUioTis  de  la  planète  dans  le  plan  fixe  ou  mobile 
de  son  orLîie,  forme  sa  trajectoire  relative  an  solfil.  Ou  la 
déterminera  en  cherchant  à  une  époque  quelconque  ses 
deux  coordonnées  polaires,  qu!  seront  sa  distance  au  centre 
du  soleil,  et  l'angle  formé  par  ce  rayon  vecteur  avec  la 
ligne  des  noeuds. 

A  cet  èiTet  on  calculera  chaque  jour  la  latitude  el  la  lon- 
gitude du  soleil  et  de  la  planète;  et,  eu  supposant  connue 
la  dislance  du  soleil  à  la  terre,  on  déterminera  facilement 
la  position  de  la  planète,  qui  sera  le  point  de  rencontre  du 
rayon  vecteur  mené  du  centre  de  la  terre  à  la  planète,  avec 
le  plan  de  l'orbite;  d'où  résulierout  les  deux  coordonnées 
cherchées. 

La  quesliori  est  donc  ramenée  à  la  détermination  du 
mouvement  du  soleil  par  rapport  à  la  terre;  et  on  peut 
l'obtenir  au  moyen  de  la  parallaxe  du  soleil  et  de  l'obser- 
vation suivie  de  son  diamètre  apparent.  Cette  parallaxe  ne 
saurait  être  obtenue  avec  beaucoup  d'esaciitude  par  le 
procédé  suivi  pour  la  lune;  mais  on  y  parvient  par  des 
moyens  plus  sûrs,  que  l'on  trouvera  développés  dans  les 
Traités  spéciaux  d'Astronomie.  La  trajectoiie  ainsi  déter- 
minée est  une  ellipse  dont  la  terre  occupe  un  des  foyers, 
el,  par  suite,  la  trajectoire  de  la  terre  par  rapport  au  soleil 
serait  une  ellipse  identique,  dont  le  soleil  occuperait  un 
foyer, 

La  distance  du  soleil  à  la  terre  étant  déterminée  pour 
chaque  jour,  on  connaîtra,  comme  nous  l'avons  dit,  les  coor- 
données d'une  planète  quelconque  dans  son  mouvement 
relatif  au  soleil,  et  l'on  a  reconnu  ainsi  que  son  orbite  était 
une  ellipse  dont  le  soleil  occupait  un  foyer. 

233,  Le  mouvement  de  chaque  planète  ainsi  déterminé 
par  rapport  au  soleil,  Kepler  a  reconnu  que  l'aire  décrite  par 
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le  rayon  vecleurpartaiil du  centre  du  soleil  est  pour  chacune 
d'elles  proportionnelle  au  temps  employé  à  la  décrire,  et  que 
d'une  planète  à  l'autre  les  carrés  des  temps  de  leurs  révolu- 
tions autour  du  soleil  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des 
grands  ascs  de  leurs  orhîles.  Ces  résultats,  yériflés  aussi  sou- 
vent que  cela  a  clé  possible,  peuvent  être  considérés  comme 
certains  et  indépendants  de  toute  hypothèse.  Ils  constituent 
des  faits  généraux  auxquels  (ouïes  les  théories  seraient  tenues 
de  satisfaire,  mais  qui  suffisent,  comme  nous  allons  le  voir, 
à  l'établissement  delà  théorie  unique,  qui  donne  l'explica- 
tion de  tous  les  phénomènes  relatifs  aux  mouvements  des 
corps  célestes.  Ces  faits  généraux,  auxquels  on  a  donné  to 
nom  de  lois  de  Kepler,  peuvent  être  énoncés  comme  il  suit  : 

Les  planètes,  considérées  comme  de  simples  points  ma- 
téfielsf  se  meuvent  par  rapport  au  soleil,  suivant  des 
ellipses  dont  un  foyer  est  au  centre  du  soleil. 

Les  aires  décrites  parle  rayon  vecteur  partant  du  centre 
du  soleil,  sont  proportionnelles  au  temps. 

Les  carrés  des  temps  des  révolutions  de  deux  planètes 
quelconques  autour  du  soleil,  sont  entre  eux  comme  les 
cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

Ces  lois  s'observent  dans  les  mouvements  des  satellites 
d'une  même  planète  par  rapport  au  centre  de  cette  planète. 

Nous  arrêterons  ici  l'exposition  des  recherches  qui 
avaient  pour  but  de  déterminer  par  l'observation  assez  de 
données  pour  faire  de  l'Astronomie  une  science  de  raison- 
nement. C'est  à  Newton  qu'on  doit  ce  grand  résultat.  Il  y 
est  parvenu  en  perfectionnant  d'abord  la  science  générale 
des  forces,  et  en  supposant  ensuite  que  la  matière  qui  com- 
pose les  corps  célestes,  est  soumise  aux  mêmes  lois  de  mou- 
vement que  la  matière  des  corps  terrestres.  C'est  ce  que 
nous  allons  exposer  brièvement. 
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234,  Avam  Newton,  on  avait  émis  l'opinion  que  la  terre 
et  les  autres  planètes  se  meuvent  auiour  da  soleil  immo- 
bile, en  vertu  d'une  attraction  dirigée  vers  son  centre.  Les 
uns  déclaraient  ignorer  la  loi  suivant  laquelle  elle  avait 
lieu;  les  autres,  par  des  analogies  sans  preuves,  la  suppo- 
saient en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Mais  au- 
cune raison  sérieuse  ne  venait  à  l'appui  de  ces  hypothèses  ; 
et  non-seulement  ou  ne  pouvait  démontrer  la  loi  de  celte 
attraction,  mais  l'csistence  même  d'une  force  dirigée  vers 
le  centre  du  soleil  n'était  qu'une  simple  conjecture. 

Newton  se  trouva  ainsi  naturellement  porté  à  étudier 
les  effets  d'une  force  dont  la  direction  passerait  constam- 
ment vers  un  centre  fixe,  et  il  découvrit  cet  important 
théorème  auquel  on  a  donné  le  nom  de  principe  des  aires, 
et  qui  consiste  en  ce  que  : 

Lorsqu'un  point  matériel  est  sollicité  par  une  force  dont 
la  direction  passe  par  un  centre  fixe,  et  peut  d'ailleurs 
varier  suivant  une  loi  quelconque  a^ec  le  temps  et  la  posi- 
tion, le  rajon  vecteur  mené  du  centre  au  point  mobile, 
décrit  des  aires  planes  proportionnelles  au  temps  ; 

Et  réciproquement, 

Si  un  point  se  meut  dans  un  plan  et  que  son  rayon 
vecteur  partant  d^un  pôle  fixe,  décrive  des  aires  propor- 
tionnelles au  temps,  la  force  l'ésultante  qui  produit  ce 
mouvement  passe  constamment  par  ce  pôle  fixe. 

Newton,  en  possession  de  ce  remarquable  théorème  que 
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personne  n'avait  énoncé  avant  lui,  l'appliqua  immédiate- 
ment aux  planètes,  en  les  considérant  comme  de  simples 
points  matériels,  et  admettant  que  la  matière  qui  les  com- 
pose est  soumise  aux  lois  générales  da  mouvement,  recon- 
iKies  pour  les  corps  terrestres.  Or,  d'après  une  des  lois  de 
Kepler,  les  planètes  jouissent  de  cetto  propriété  des  aires 
décrites  autour  du  centre  du  soleil;  il  a  donc  pu  en  con- 
clure, non  par  conjecture,  mais  comme  conséquence  néces- 
saire des  faits  observés,  cette  proposition  que  : 

Le  mouvement  de  dutque  planète  autour  du  soleil  sup- 
posé fixe,  est  produit  par  une  force  dont  la  direction  passe 
constamment  par  le  centre  de  ce  corps. 

23S.  Mais  le  génie  de  Newton  devait  le  conduire  sur  ce 
point  à  une  proposition  plus  générale  et  tout  à  fait  indis- 
pensable. Qui  pouvait  en  effet  assurer  que  le  soleil  élait 
immobile;  et,  s'il  ne  l'était  pas,  que  pouvait-on  conclure 
de  la  proportionnalité  des  aires  relatives,  au  temps? 

C'est  pour  répondre  à  celte  question  qu'il  étudia  les  lois 
du  mouvement  relatif,  que  personne  n'avait  fait  connaître 
avant  lui,  et  que  nous  avons  exposées  précédemment  avec 
plus  de  développement  qu'il  n'en  avait  donné. 

Et  le  théorème  précédent,  démontré  dans  le  cas  du  soleil 
fixe,  fui  remplacé  par  le  suivant,  qui  est  indépendant  de 
tout  mouvement  supposé  à  ce  corps  : 

Le  mouvement  relatif  des  planètes  autour  du  soleil 
est  produit,  par  une  force  relative  passant  par  son  centre  : 
ce  qui  signifie  que  si,  à  un  instant  quelconque,  on  appli- 
quait à  la  planète  une  force  accélératrice  égale  et  de  sens 
contraire  à  celle  qui  donnerait  au  soleil  le  mouvement 
qu'il  a  dans  l'espace,  la  résultante  de  cette  force  et  de  celle 
qui  est  réellement  appliquée  à  la  planète  serait  constam- 
ment dirigée  vers  le  centre  du  soleil. 

236.   La  direction  de  la  force  relative  capable  de  pro- 
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duire  les  mouvemcnls  relatifs  observés  élant  connue,  il 
restait  à  déterminer  comment  varie  son  intensiié  avec  la 
posîiion  relative  de  la  planète. 

C'est  à  quoi  Newton  est  parvenu  en  s'appuyant  sur  le 
principe  des  aires.  Il  a  découvert  une  formule  qui  exprime 
l'intensité  de  la  force  centrale,  en  fonction  de  quantités 
infniinient  petites,  dépendantes  de  la  nature  de  la  trajec- 
toire, et  susceptibles  d'être  transformées  de  plusieurs  ma- 
nières en  quantités  finies.  Au  moyen  de  cette  importante 
formule,  on  connaît  en  chaque  point  de  la  trajectoire  la 
valeur  de  la  force  si  cette  courbe  est  donnée;  et  si  c'est  la 
force  qui  est  donnée,  et  la  trajectoire  inconnue,  on  a  une 
équation  entre  certains  éléments  de  la  courbe  ;  et  la  déter- 
mination complète  du  mouvement  se  réduit  à  une  pure 
question  de  calcul  iniégral. 

Newton  a  fait  plusieurs  applications  de  sa  formule,  par- 
ticulièrement au  cas  où  la  trajectoire  décrite  est  une  ellipse, 
et  où  l'un  des  foyers  est  le  pôle  autour  duquel  le  rayon 
vecteur  décrit  des  aires  proportionnelles  au  temps.  Il  a 
trouvé  que  dans  ce  cas  la  force  qui  fait  décrire  au  point 
libre  cette  trajectoire,  varie  en  raison  inverse  du  carié  de 
la  distance  au  foyer.  Et,  comme  la  courbe  est  partout  con- 
cave vers  le  foyer,  la  force  est  dirigée  vers  ce  point,  comme 
s'il  était  un  centre  d'attraction, 

La  parabole  et  l'hyperbole  donnent  des  conséquences 
analogues. 

237.  Newton  s"est  ensuite  occupé  de  la  question  inverse, 
et  s'est  demandé  quelle  courbe  décrirait  un  mobile  par- 
tant d'une  position  connue,  avec  une  vitesse  connue  en 
graniJeur  et  en  direction,  et  sollicité  par  une  force  dirigée 
vers  un  point  fixe  et  variant  d'intensité  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  dislance.  Il  démontra  que  la  trajectoire  peut 
être  l'une  quelconque  des  trois  coniques  ;  sa  nature  dépend 
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d'une  condilion  très-simple  entre  la  dislance  initiale  du 
mobile  au  foyer,  et  !a  grandeur  de  sa  vitesse  au  même 
instant. 


238.  L'expression  que  IVewton  trouve  pour  la  force  rap- 
portée à  l'unité  de  masse,  est  le  rapport  d'une  quantité 
constante  pour  la  même  planète  au  carré  du  rayon  vec- 
teur. Cette  constante  est  égale  à  un  facteur,  identique  pour 
toutes  les  planètes,  multiplié  par  le  rapport  du  cube  du 
grand  axe  au  carré  du  temps  de  la  révoliHioii.Or,  d'après  la 
troisième  loi  de  Kepler,  ce  rapport  ne  change  pas  d'une 
planète  à  l'autre;  d'où  il  suit  que  la  force  qui  agit  sur 
l'unité  de  masse  d'une  planète  quelconque,  est  la  même 
à  distance  égale  du  soleil. 

Et,  réciproquement,  si  cela  est,  la  troisième  loi  de  Kepler 
en  est  une  conséquence. 

Nous  pouvons  résumer  ainsi  ce  qui  précède,  en  enten- 
dant que  les  forces  et  les  mouvements  sont  relatifs  au  soleil  ; 
«   La  proportionnalité  des  aires  au  temps  prouve  que  ia 
H    direction  de  la  force  qui  sollicite  les  planètes  passe  par 
>i    le  centre  du  soleil. 

>i  Les  trajectoires  étant  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe 
»  un  foyer,  il  en  résulte  que  cette  force  est  en  raison 
i)   inverse  du  carré  de  la  distance. 

»  Enlia  de  ce  que,  pour  les  diverses  planètes,  les  carrés 
u  des  temps  des  révolutions  sont  comme  les  cubes  des 
11  grands  ases,  il  s'ensuit  que,  à  distance  égale  du  soleil, 
»  l'unité  de  masse  est  sollicitée  par  une  force  de  même 


Et  comme  les  mouvements  des  satellites  sont  soumis  aux 
mêmes  lois  par  rapport  à  leurs  planètes  que  les  mouve- 
ments des  différentes  pl.'înètes  par  rapport  au  soleil,  les 
propositions  que  nous  venons  d'énoncer  s'y  appliquent,  et 
l'on  peut  dire  que  les  satellites  d'une  même  planète  sont 
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soliiciiés  par  une  force  relative  dirigée  vers  le  centre  de- 
cette  planèle,  proportionnelle  à  leurs  masses  respectives  et 
en  raison  inverse  du  carré  de  !a  dislance  au  centre  de  celle 
planète. 

ATTRACTION    UNIVERSELLE. 

239.  Les  planètes,  dans  l'iniinilé  de  positions  qu'elles 
prennent  autour  du  soleil,  étant  sollicitées  par  des  forces 
dirigées  constamment  vers  le  centre  de  cel  astre,  il  serait 
bien  difficile  de  se  refuser  à  admettre  que  la  cause  de  celte 
tendance  réside  dans  le  soleil  même,  et  consiste  par  con- 
séquent dans  une  aliraction  exercée  par  la  matière  du  so- 
leil sur  celle  des  planètes,  proporliounellement  aux  masses 
respectives  de  ces  planètes,  et  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  dislance. 

Admettant  cette  action  du  soleil  sur  la  matière  qui  com- 
pose toutes  les  planètes,  il  est  bien  naiiirel  de  l'étendre 
aux  satellites  eux  mêmes.  Et  comme  les  rayons  menés  du 
soleil  aux  différents  points  du  système  d'une  planète  et 
de  ses  satellites  peuvent  èlre  considérés  comme  parallèles 
el  égaux,  les  forces  produites  sur  ces  corps  seront  paral- 
lèles, el  proportionnelles  à  leurs  masses;  d'oii  il  suit  que 
leurs  mouvements  relatifs  ne  seront  pas  altérés  par  l'ac- 
tion du  soleil. 

Si  donc  on  néglige  toute  autre  action  extérieure  à  ce 
système  partiel  auquel  s'étendent  les  lois  de  Kepler,  on  est 
dans  le  mûmc  cas  que  pour  le  soleil  et  les  planètes,  el  l'on 
en  conclut  que  les  mouvements  des  satellites  autour  de  leur 
planète  sont  dus  à  une  attraction  exercée  par  cette  planète 
sur  ces  satellites,  proportionnellement  à  leurs  masses  et  en 
raison  inverse  du  carré  des  distances. 

Maintenant,  admettant  avec  INewton  que  la  loi  de  l'éga- 
lité de  l'acUon.  et  de  la  réaction,  vérifiée  par  toutes  les 
expériences  à  la  surface  de  la  terre,  a  lieu  pour  tous  les 


Hosted  by 


Google 


3a5 

corps  de  la  nature,  on  eoiiclura  que  les  planètes  attirent  le 
soleil  aulanl  qu'elles  en  sont  attirées,  et  par  conséquent 
proporlionnellement  à  leurs  masses  respectives  et  en  rai- 
son inverse  des  carrés  des  distances.  De  même  les  satellites 
d'une  planète  l'attireront  proportionnellement  à  leurs  pro- 
pres masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
Pour  la  ;erre  qui  n'a  qu'un  satellite,  et  pour  les  planètes 
qui  n'en  ont  pas,  rien  ne  prouve  jusqu'ici  qu'elles  attirent 
les  rorps  proporlionnellement  aux  niasses  de  ces  corps. 
Nous  en  parlerons  tout  à  l'heure. 

240.  L'attraction  s'e.tcrco  sur  toutes  les  part/es  des 
corps.  —  Si  l'attraction  du  soleil  sur  chaque  planète  était 
supposée  répartie  également  sur  toute  sa  masse,  il  eu  ré- 
sulterait des  forces  égales  pour  deux  masses  égales  prises 
dans  des  planètes  différentes,  et  placées  à  égales  distances 
du  soleil.  C'est  une  conséquence  évidente  de  la  proportion- 
nalité des  attractions  totales  aux  masses  des  planètes. 

Or  si  toutes  ces  masses  égales  n'étaient  pas  réellement 
attirées  chacune  avec  une  égale  intensité,  il  faudrait  qu'il 
s'établît  entre  elles  des  compensations,  d'où  résulteraient 
des  forces  proportionnelles  aux  nombres  de  ces  forces  iné- 
gales; ce  qui  est,  sinon  impossible,  au  moins  peu  probable. 
Et  de  même  si  une  planète  n'attire  pas  également  des  par- 
ties d'égales  masses  de  ses  satellites,  il  faudra  que  toutes  les 
masses  égales  qui  composent  chacun  d'eux  et  seront  solli- 
citées par  des  forces  inégales  donnent  pour  les  sommes  de 
ces  forces  des  quantités  proportionnelles  à  leurs  nombres. 

Mais  l'impossibilité  de  pareilles  compensations  n'est  pas 
la  seule  raison  que  l'on  ait  de  les  rejeter  ;  et  la  planète  que 
nous  habitons  va  nous  donner  des  preuves  directes,  que 
l'analogie  permettra  d'étendre  aux  autres  planètes  et  au 
soleil  lui-même 

Eu  effet  Galilée  a  démontré,  contre  l'opinion  des  pby- 
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siclens  de  son  lemps,  que  tous  Jes  corps  abandonnes  sans 
vitesse  à  la  libre  action  de  la  pesanieur  prennent  des  moii- 
vemenls  identiques  :  d'où  il  rësulle  que  celle  force  est 
proportionnelle  à  la  masse,  quelle  que  soit  la  nalure  de 
la  matière.  Les  légères  dîfféri'nces  que  les  corps  présentent 
à  cet  égard  tiennent  à  la  résistance  de  l'air,  et  disparaissent 
entièrement  en  faisant  l'cspérience  dans  le  vide,  Galilée 
est  parvenu  à  cet  important  résultat,  soit  en  laissant  tomber 
des  corps  d'une  grande  hauteur,  soit  en  faisant  osciller  les 
corps  les  plus  divers  de  formes  et  de  nature  ;  il  a  toujours 
trouvé  des  résultats  identiques.  Newton  a  répété  ces  ex- 
périences sur  les  pendules.  Il  a  fait  osciller  des  corps, 
entiers  ou  brisés  en  un  nombre  quelconque  de  parties;  it 
les  a  renfermés  les  uns  dans  les  autres,  et  la  durée  des 
oscillations  n'a  pas  été  plus  changée  que  l'indication  don- 
née dans  ces  mêmes  cas  par  la  balance.  On  doit  donc 
conclure  de  là  que  le  poids  des  corps,  c'est-à-dire  l'attrac- 
tion produite  par  la  terre,  est  proportionnelle  à  la  masse 
de  ces  corps,  et  indépendante  de  leur  grandeur,  de  leur 
forme  et  de  leur  nature;  et  qu'elle  s'exerce  sur  toutes  les 
molécules,  intérieures  et  extérieures. 

Ce  résultat,  ayant  lieu  à  quelque  hauteur  qu'on  fasse 
l'expérience,  doit  être  regardé  comme  s'appliquant  à  tous 
les  points  de  la  lune. 

IVIaintenant  qu'il  est  démontré,  par  des  expériences  di- 
rectes, que  l'une  des  planètes  attire  également  toutes  les 
parties  de  matière  ayant  des  naasses  égales,  on  ne  peut  se 
refuser  à  admettre  cette  même  propriété  pour  les  planètes 
sur  lesquelles  on  ne  peut  faire  ces  expérience?,  et  dont 
quelques-unes  indiquaient  assez  visiblement  cette  pro- 
priété, par  l'attraction  exercée  sur  leurs  satellites,  propor- 
tionnellement à  leurs  masses. 

Et  la  même  analogie  conduit  à  admettre  que  le  soleil  at- 
tire également  toutes  les  parties  d'égale  masse  des  planètes, 
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sur  lesquelles  on  sait  d'ailleurs  que  son  action  est  propor- 
tionnelle à  leurs  masses.  Quant  aux  satellites  de  ces  pla- 
nètes, il  est  impossible  de  ne  pas  admettre  que  l'action  du 
soleil  s'exerce  de  la  même  manière  que  sur  la  planète  dont 
ils  sont  voisins;  c'est  à-dire  que  l'attraction  est  la  même  sur 
des  masses  égales  prises  dans  le  même  satellite,  ou  dans  des 
saleililes  diilerenls,  et  situées  à  la  même  distance  du  soleil. 

Réciproquement,  d'après  le  principe  de  l'égalilé  de  la 
réaction  à  l'action,  le  soleil  attirant  également  deux  masses 
égales  quelconques,  prises  dans  des  planètes  ou  des  satel- 
lites quelconques,  on  conclura  que  deux  portions  de  ma- 
tière ayant  une  même  masse  quelconque,  placées  à  égale 
distance  du  soleil  l'attirent  également.  El,  si  elles  sont 
placées  à  des  distances  inégales,  l'attraction  sera  en  raison 
inverse  dos  carrés  des  dislances. 

Maintenant  les  parties  d'égale  masse  d'une  planète  atti- 
rant également  le  soleil  devront  aussi  attirer  également  une 
même  masse  quelconque  de  leurs  satellites,  et  réciproque- 
ment. Enfin  on  ne  pourrait  supposer  que  le  soleil  seul  fit 
exception  à  celte  loi  générale,  et  l'on  admettra  facilement 
que  toutes  les  parties  d'égale  masse  du  soleil  attirent  éga- 
lement une  même  masse  prise  dans  une  planète  ou  un  sa- 
tellite, et  donne  lieu  à  une  réaction  égale. 

241.  Jusqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  des  actions  mu- 
tuelles entre  des  parties  aussi  petites  que  l'on  voudra,  prises 
dans  le  soleil  et  les  planètes  ou  leurs  satellites,  ou  bien  prises 
dans  une  planète  et  un  de  ses  satellites;  et  nous  n'avons 
pas  considéré  l'action  d'une  planète  à  une  autre,  ou  d'uu 
satellite  à  une  autre  planète,  ou  à  un  autre  satellite.  Mais 
peut-on  supposer  qu'une  portion  de  matière  prise  dans  une 
planète  ou  un  satellite,  et  qui  attire  tous  les  points  du 
soleil,  et  d'autres  encore  si  c'est  un  satellite,  ou  une  planète 
ayant  un  satellite,  peut-on  supposer  que  cette  portion  de 
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malière  sera  sans  action  sur  les  autres  planètes  et  leurs 
satellites?  Une  si  entrainaule  analogie  porte  à  admettre  la 
même  loi  d'attractioii  entre  deux  masses  appartenant  à  des 
planètes  quelconques  ou  des  satellites  quelconques,  qu'il 
est  presque  impossible  de  la  repousser,  bien  que  l'on  con- 
çoive parfaitement  qu'il  n'est  pas  absolument  impossible 
qu'il  en  soit  autrement. 

Enfin  Newton  lui  a  donné  une  éclatante  confirmation, 
en  prouvant  qu'elle  explique  et  permet  de  calculer  les  moU' 
vemenls  des  comètes,  qui  constituaient  des  pliénomènes 
jusque-là  inexplicables.  C'est  dans  ce  sens  que  nous  nous 
croyons  le  droit  de  proclamer  avec  Newton  cette  loi  géné- 
rale du  système  du  monde: 

(1  Dans  le  système  composé  du  soleil,  des  planètes,  de 
0  leurs  satellites  et  des  comètes,  deux  molécules  quelcon- 
»  ques  s'attirent  proportionnellement  à  leurs  masses,  et 
>i   en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance.    » 

Les  forces  qui  sollicitent  tous  les  points  qui  composent 
le  système  solaire,  étantaînsi  connues,  et  ce  système  étant 
considéré  comme  existant  seul,  toutes  les  questions  qu'on 
peut  se  proposer  sur  les  mouvements  de  ses  difTcrentcs  par- 
ties, rentrent  dans  la  science  générale  des  forces,  et,  par 
conséquent,  on  peut  dire,  comme  nous  l'avions  annoncé, 
que  Newton  a  fait  de  Vjistrononde  une  simple  branche 
d'une  science  de  raisonnement. 

242.  Mais  comme  dans  toute  question  les  résultats  ne  sont 
déterminés  que  lorsque  les  données  en  sont  complètes,  il  y 
en  aura  dans  l'astronomie  qui  laisseront  de  l'indétermina- 
tion dans  les  résultats  du  calcul,  lorsqu'il  y  en  aura  dans  les 
données.  Par  exemple,  si  l'on  ne  connaît  pas  la  loi  des  den- 
sités des  différentes  couches  concentriques  qui  composent 
une  planète,  on  sera  obligé  de  la  représenter  par  une  fonc- 
tion inconnue  qui  pourra  entrer  dans  les  résultats,  et  y 
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laisser  une  incertitude  qui  permettra  cepciirlant  quek^ue- 
fois  de  tirer  des  conséquences  importantes.  IVIais  cette  loi 
inconnue  n'influera  pas  sur  les  résultats  qui  ne  dépendent 
que  de  la  masse  totale  et  non  de  sa  distribution. 

liemarque.  —  Toutes  les  molécules  du  système  solaire 
agissant  les  unes  slir  les  autres,  le  mouvement  relatif  d'une 
planète  autour  du  soleil  ne  sera  pas  dû  à  l'action  seule  de 
ce  dernier,  et  tous  les  autres  corps  agiront  sur  elle,  et  trou- 
bleront le  mouvement  elliptique  qui  résulterait  de  l'allrac- 
tion  seule  du  soleil.  On  pourra  négliger  ces  perturbations 
dans  une  première  approximation;  mais  on  ne  pourra  se 
dispenser  d'en  tenir  compte  dans  une  seconde,  parce  qu'elles 
deviennent  sensibles  dans  beaucoup  de  phénomènes,  et  leurs 
irrégularités  s'expliquent  complètement  par  ces  causes  per- 
turbatrices, de  sorte  que  les  dérangements  que  présentent 
les  mouvements  des  planètes,  de  leurs  satellites  et  des  co- 
mètes, deviennent  la  preuve  la  plus  convaincante  de  l'ac- 
tion mutuelle  de  toutes  les  molécules  du  système. 

243.  Porce  relative  dp  une  ■planète  et  du  soleil.  — Suppo- 
sons que  cette  planète  et  le  soleil  existent  seuls  ;  et  cherchons 
la  force  qui  produirait  le  mouvement  relatif  de  l'un  de  ces 
corps  par  rapport  à  l'autre,  par  exemple  de  la  planète  par 
rapport  au  soleil.  Si  l'on  pouvait  regarder  ces  deux  corps 
comme  réduits  à  deux  points  géométriques,  l'attraction 
subie  par  la  planète  serait  le  produit  des  deux  masses,  divisé 
par  le  carré  de  leurs  distances,  et  multiplié  par  l'attraclion 
à  l'unité  de  distance,  de  deux  masses  égales  à  l'unité  et  ré- 
duites elles-mêmes  à  des  points.  Mais  cette  hypothèse  est 
trop  éloignée  de  la  vérité  pour  être  conservée,  quoiqu'elle 
ait  dû  Être  faite  dans  itne  première  approximation.  Heu- 
reusement son  influence  est  insensible  dans  le  cas  de  l'at- 
Iraelion  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  de  sorte 
que  cette  circonstance  ne  peut  pas  introduire  de  complica- 
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tion  dans  la  plupart  des  calculs,  et  n'a  pu  nuire  à  la  décou- 
verle  de  la  loi. 

JVewlon  a  démoniré,  en  effet,  que  l'action  d'une  couche 
sphérique  homogène,  irifiniment  peu  épaisse,  dont  tous  les 
points  attirent  un  point  extérieur  en  raison  inverse  du 
carré  de  ta  distance,  est  la  même  que  si  toute  la  masse 
était  réunie  en  son  centre. 

Or  les  planètes  sont  sensiblement  sphériques,  et,  par 
des  raisons  dont  nous  ne  parlerons  pas  ici,  on  peut  les 
considérer  comme  composées  de  couches  homogènes,  de 
densité  variable,  et,  d'après  le  théorème  précédent,  leur 
attraction  sur  les  points  extérieurs  peut  être  regardée 
comme  la  même  que  si  la  masse  de  toutes  ces  couches,  ou 
de  la  planète  entière,  était  réunie  au  centre.  Et,  par  suite, 
les  actions  de  deux  planètes  ou  du  soleil  et  d'une  pla- 
nète, etc.,  peuvent  être  regardées  comme  celles  de  deux 
points  matériels  situés  aux  centres  des  deux  corps,  et  ayant 
leurs  masses  respectives. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  m  et  M  les  masses  de  la 
planèie  et  du  soleil,  par  r  la  distance  de  leurs  centres  et 
par  y  l'attraction  de  deux  unités  de  masse  concentrées  en 
deux  points  à  l'unité  de  distance,  l'attracliou  du  soleil  sur 
la  planète  aura  pour  expression 
>M 

et  comme  la  réaction  est  égale  à  l'action^  ce  sera  aussi  l'at- 
traciion  de  la  masse  de  la  planète  sur  celle  du  soleil. 

11  suit  de  ià  que  l'unité  de  masse  de  la  planète  subira  une 

attraction  égale  à  — ç- 1  et  l'unité  de  masse  du  soleil  en  subira 

Or,  d'après  le  principe  du  mouvement  relatif,  découvert 
par  Newton,  la  force  accélératrice  relative  de  la  planète 
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est  réellement  appliquée,  une  force  égale  ei  contraire  j 


dirigée  vers  la  planète.  Il  faudra  donc  ajouter  celle  der- 
nière dirigée  vers  le  soleil,  et  la  planète  sera  sollicilée  vers 
le  soleil  regardé  comme  immobile  par  une  force  accéléra- 
trice égale  à 


et  l'on  raisonnerait  de  la  même  manière  pour  le  mouve- 
ment relatif  d'un  satellite  et  de  sa  planète. 

244.  Bemarqiie.  —  La  force  accélératrice  relative  étant 
plus  grande  de  — ^  que  si  le  soleil  était  immobile,  il  s'ensuit 
queceteffel  varie  d'une  planète  à  l'autre;  et  comme  la  force 


qui  décrirait  autour  d'un  centre  fixe,  dans  le  temps  T,  r 
ellipse  ayant  pour  grand  axe  2  a,  il  s'ensuit  qu'on  aura 


T"  -^ 

et,  par  conséquent,  —  varierait  d'une  planète  à  l'autre,  ce 

qui  serait  contraire  à  la  troisième  loi  de  Kepler.  Or  cette 
loi,  résultant  d'un  nombre  considérable  d'observations,  doit 
être  regardée  au  moins  comme  extrêmement  approchée; 
d'où  il  suit  nécessairement  que  le  terme  m  est  extrême- 
ment petit  par  rapport  à  M,  c'est-à-dire  que  les  masses 
des  planètes  sont  extrêmement  petites  par  rapport  à  celle 
du  soleil. 
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245.  Mas.^es  des  planètes.  — Il  est  facile  de  déterminer 
le  rapport  de  la  masse  d'une  planèie  à  celle  dii  soleil, 
lorsque  cette  planète  est  accompagnée  d'un  satellite  ayant 
une  masse  relativement  très-petite.  En  eflet,  représentons 
par  M  la  masse  du  soleil,  par  m,  m'  celles  de  la  planète  et 
de  son  satellite,  par  2«,  la'  les  grands  axes  des  orbites  de 
la  planète  et  du  satellite,  et  par  T,  T'  les  temps  de  leurs 
révolutions;  on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 


Or  le  second  membre  peut  être  regardé  comme  sensible- 
ment égal  à  —1  parce  que  m  est  très-petit  par  rapport  à  M, 
ainsi  que  ni'  par  rapport  à  m.  On  peut  donc  écrire 


T  et  T'  sont  connus  par  l'observation,  et  il  suffit  de  con- 
naître une  valeur  approchée  de  —  pour  en  déduire,  avec 

une  approximation  du  même  ordre,  le  rapport  de  la  masse 
de  la  planète  à  celle  du  soleil.  Newton  a  trouvé,  parce 
procédé,  -—y  pour  le  rapport  de  la  masse  de  Jupiter  à  celle 
du  soleil.  Des  procédés  plus  précis  ont  donné  j^ïï,  ce  qui 
en  difl'ère  très-peu. 

2i6.  La  masse  de  la  terre  ne  peut  se  déterminer  très- 
exactement  parla  méthode  que  nous  avons  indiquée  pour 
les  planètes  qui  ont  des  satellites,  parce  que  la  masse  de  la 
lune  ne  peut  être  négligée  par  rapport  à  celle  de  la  terre  ; 
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îicanmoiiis  celle  méthode  donnera  un  moyen  de  vérification 
lorsque  l'on  connaîtra  le  rapport  de  ces  deux  masses.  Mais 
on  peut  parvenir  à  connaître  la  masse  de  la  terre,  par  un 
autre  moyen  qui  ne  saurait  èlrc  employé  pour  aucune 
autre  planèie,  et  qui  résulte  de  la  connaissance  que  nous 
avons  de  l'attraction  qu'elle  exerce  sur  les  corps  situés  à 
sa  surface.  Cette  attraction  est  égale  à  la  pesanteur,  aug- 
mentée de  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge. 
De  plus,  il  faut  avoir  égard  à  l'aplatissement  de  la  terre, 
et  l'on  trouve  que,  sur  le  parallèle  dont  le  carré  du  sinus 
de  la  latitude  est  j,  et  dont  la  distance  r  au  centre  de  la 
terre  a  pour  valeur  r^  636455i,  l'attraction  G  de  la  terre 
est  sensiblement  la  même  que  si  elle  éiait  sphérique  et 
qu'elle  eût  /■  pour  rayon.  En  la  calculant  d'après  la  loi  de 
la  variation  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre  [liléca- 
nique  céleste),  on  trouve  qu'elle  a  pour  valeur  9,81640, 
ce  qui  est  un  peu  supérieur  à  g. 

Si  donc  on  désigne  par  m  la  masse  de  la  terre,  et  par  J" 
l'attraction  mutuelle  de  deux  unités  de  masse,  placées  à 
l'unité  de  dislance  l'une  de  l'aulre.  on  aura 

G  =-^  =  9,81645. 

On  peut  tirer  de  là  la  valeur  de  y,  et  la  reporter  dans 
la  formule  -=^ —  =:f[M  +■  m)  qui  se  rapporte  au  mouve- 
ment de  la  terre  autour  du  soleil.  Il  en  résulte 
477'a'_Gy'(M  +  /»)^ 


=  86400  X  365,256374, 
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et  la  valeur  de  la  parallaxe  du  soleil  donne 

en  effectuant  les  calculs,  on  trouvera 

M  m  1 

~  =  354592,     o„     5î  =  35j5^- 

Il  est  facile  de  déduire  de  là  le  rapport  de  la  densité 
moyenne  de  la  terre  à  celle  du  soleil.  En  effet,  le  diamètre 
du  soleil  est  égal  à  1 10  fois  celui  de  la  terre,  et  les  densités 
de  deux  corps  sont  entre  elles  comme  leurs  masses  divisées 
par  leurs  volumes  ;  d'où  l'on  conclut  facilement  que  la  den- 
sité de  la  terre  est  à  peu  près  quadruple  de  celle  du  soleil. 

Si,  d'après  cela,  on  calcule  la  pesanteur  à  la  surface  du 
soleil,  on  trouve  qu'une  même  masse  y  pèse  ag  fois  et  demie 
autant  qu'elle  pèserait  à  la  surface  de  la  terre  ;  et  que  les 
corps,  abandonnés  à  la  libre  action  de  cette  force,  y  par- 
courraient un  espace  d'environ  i45  mètres  dans  la  pre- 
mière seconde,  tandis  qu'à  la  surface  de  la   terre  l'espace 

qu'ils  parcourent  dans  le  même  temps  n'est  que  -  ■ 

247.  Les  masses  des  platjètes  qui  n'ont  pas  de  satellites 
ne  peuvent  être  déterminées  par  le  procédé  du  n"  24S,  et 
l'on  a  recours,  pour  cela,  aux  perturbations  que  leurs  ac- 
tions muluelles  introduisent  dans  leur  mouvement  autour 
du  soleil.  L'action  d'une  plaiièie  étant  proportionnelle  à 
sa  masse,  on  con^on  à  priori  que  le  trouble  apporté  par 
cette  action  dans  un  mouvemeul  produit  par  celle  du  soleil, 
peut  conduire  à  la  connaissance  du  rapport  de  la  masse  de 
celle  planète  à  celle  du  soleil.  Cette  importante  question 
est  du  ressort  de  la  mécanique  céleste,  et  nous  nous  bor- 
nons à  l'indiquer.  Ce  procédé  peut  s'appliquer  également 
aux  planètes  qui  ont  des  satellites,  et  c'est  ainsi  qu'on  a 
trouvé  Yïïi  po"''  ^^  masse  de  Jupiter. 
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Les  masses  des  satellites  d'une  même  planète  pourront 
de  même  être  comparées  à  cellesde  leurs  planètes,  au  moyen 
des  perturbations  que  leurs  actions  mutuelles  apportent  à 
leur  mouvement  autour  de  celle  planèie  ;  et  Ton  en  déduira 
les  rapports  de  leurs  masses  à  celle  du  soleil,  puisqu'on 
connaît  celui  de  la  masse  de  la  planète  à  celle  du  soleil.  11 
y  aurait  encore  ici  une  exception  pour  la  lerre,  qui  n'a 
qu'un  satellite;  mais  on  a  aussi,  ce  même  avantage  dont 
on  a  profité  dans  la  recherche  de  la  masse  de  la  lerre  ;  c'est 
la  connaissance  de  ce  qui  se  passe  à  sa  surface.  En  eflet.  la 
lune  produit  à  cette  surface  des  perturbations  provenant  de 
l'inégalité  des  distances  de  ce  satellite  aux  différents  points 
de  la  terre.  Ces  perturbations  sont  le  flux  et  le  reflux  de  la 
mer.  Comme  le  soleil  produit  sur  la  mer  des  effets  sem- 
blables, ou  conçoit  que  la  comparaison  de  ces  deux  effets 
doit  conduire  au  rapport  des  masses  de  la  lune  et  du  soleil. 
Or  celte  comparaison  est  facile  par  l'observation  des  marées 
lunaires  et  solaires  dont  les  lois  sont  différentes.  Nous  nous 
bornerons  à  dire  que  le  rapport  de  la  première  à  la  seconde 
est,  dans  le  port  de  Brest,  2,3533  (Mécanique  céleste); 
par  un  calcul  que  nous  ne  rapporterons  pas,  on  en  déduit 
le  rapport  de  la  masse  de  la  lune  à  celle  du  soleil,  et  par 
suite  à  celle  de  la  terre.  On  trouve  ainsi  que  la  masse  de 
la  lune  est  ^  de  celle  de  la  terre. 

2i8.  Marche  suivie  d'abord  par  Newton. — Avant  d'ob- 
tenir la  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  la  loi  de 
l'attraction,  Newton  l'avait  entrevue  pardes  considérations 
que  nous  allons  indiquer,  et  qui,  sans  avoir  le  m6mc  degré 
de  rigueur,  ne  laissaient  pas  que  de  donner  de  très-fortes 
inductions.  Les  satellites  décrivent  autour  de  leurs  planètes 
respectives  des  orbites  sensiblement  circulaires,  auxquelles 
'appliquent  les  lois  de  Kepler:  et  les  planètes  décrivant 


des  orbites  d'excentricités  différentes, 


peut  supposer, 
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par  analogie,  (jue  les  lois  de  Kepler,  qui  leur  sont  com- 
munes, s'appliqueraient  encore  au  cas  d'orbites  circulaires  : 
d'autant  plus  que  les  orbites  réelles  étant  très-peu  excen- 
triques, on  peut  avec  une  assez  grande  approximation  les 
regarder  comme  circulaires.  Ainsi,  on  aura  des  résultats, 
sinon  exacts,  au  moins  fort  approchés,  en  appliquant  les  lois 
de  Kepler  au  cas  d'otbltes  circulaires.  Cela  posé,  la  loi  des 
aires  indique  toujours  que  la  force  qui  agit  sur  chaque 
planète  est  dirigée  vers  le  centre  du  soleil.  La  seconde  loi, 
qui,  dans  le  cas  général,  prouvait  que,  pour  la  même  pla- 
nète, la  force  accélératrice  variait  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  dislance,  montre,  dans  le  cas  actuel,  que  la  vi- 
tesse est  constante  ;  car  les  arcs  de  cercle  sont  proportionnels 
ans  secteurs  et,  par  suite,  au  temps;  Or,  la  force  centri- 
pète, appliquée  à  l'unité  de  masse,  a  pour  valeiir  —  ,  v  étant 

la  vitesse,  et  E.  le  rayon  du  cercle;  elle  est  donc  constante. 
Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  comme  on  devait  le  prévoir, 
la  seconde  loi  n'apprend  rien  relativement  à  la  variation 
de  la  force  avec  la  distance;  mais  elle  en  donne  toujours 
l'expression,  au  moyen  du  temps  T  de  la  révolution  entière 
de  la  planète  et  du  rayon  de  son  orbite.  On  a,  en  effet, 
2jrR  =  vT,  et,  par  conséquent,  en  désignant  par  <f  la  force 

centripète  ^i  et  substituant  à  f  sa  valeur  en  fonction  de 

R  et  T,  on  aura 


ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  générale  ^-— ^  ■  dai 


Passons  maintenant  à  la  troisième  loi,  qui,  dans  le  cas 
général,  étendait  la  loi  d'attraction  trouvée  pour  les  di- 
verses positions  sur  une  même  orbite,  aux  positions  rela- 
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tives  à  des  orbites  différentes.  Dans  le  cas  actuel,  le  résultat 
analogue  que  nous  allons  trouver  ne  sera  pas  une  exten- 
sion, mais  bien  la  première  manifestation  de  cette  même 
loi.  Soient  '^,  ç'  les  forces  accélératrices  relatives  à  deux 
planètes  quelconques,  dont  les  dislances  au  soleil  sont  R, 
R',  et  les  durées  des  révolutions  T,  T',  On  aura,  d'après 
les  valeurs  de  y  et  tj-', 

,    ,..  R  .  R/^ 
f-t  ■  -  .[-,  ■  j,,  1 

or  la  troisième  loi  de  Kepler  donne 
T':T";:R>:R'=. 

Remplaçant  dans  le  second  rapport  de  la  proportion 
précédente,  T*  et  T'*  par  les  quantités  proportionnelles 
R',  R'',  elle  devient 


ce  qui  prouve  que  la  force  ap^)tiquéc  à  l'unité  de  masse 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  du 
soleil. 

Les  satellites  d'une  même  planète  étant  soumis  aux 
mêmes  lois,  relativement  à  leur  planète,  on  en  conclut 
que  l'attraction  de  la  planète  sur  les  satellites  varie  de  même 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  de  la 
planète. 

La  terre,  n'ayant  qu'un  satellite,  ne  pouvait  fournir  une 
vérification  semblable  de  cette  loi  d'attraction;  mais  elle 
en  offrait  une  autre  à  laquelle  Newion  s'est  attaché  immé- 
diatement, et  dont  l'insuccès  l'a  arrêté  pendant  plusieurs 
années,  par  suite  de  la  connaissance  imparfaite  que  l'on 
avait  alors  du  diamètre  de. la  terre.  Il  ne  reprit  ses  recher- 
ches sur  la  loi  de  l'auraction  que  lorsque  Picard  eut  trouvé 
une  valeur  nouvelle  de  ce  rapport,  par  des  procédés  plus 
exacts  ;  nous  allons  indiquer  la  méiliode  qu'il  suivit  et  qui. 
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celte  fois,  confirma  pleinement  Ja  loi  indiquée  par  ses  pre- 
mières rechertlies. 

Il  commença  par  démontrer  cet  imporlanl  théorème, 
qu'une  couche  sphériijiii;  homogèiiej  d'une  épaisseur  infi- 
niment petite,  dont  tous  les  points  attirent  un  point  exté- 
rieur en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  donne  la 
même  résultante  que  si  toute  sa  masse  était  réunie  en  son 
centre. 

En  considérant  donc  la  terre  comme  composée  de  cou- 
clies  sphériques  homogènes,  variant  de  densité  suivant  une 
loi  quelconque,  et  dont  toutes  les  molécules  attirent  les 
points  extérieurs  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
son  action  sur  tout  point  extérieur  sera  la  même  que  si 
toute  sa  masse  était  réunie  au  centre.  Cette  action  sera  donc 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  des  points  attirés 
à  son  centre. 

La  vérification  de  la  loi  annoncée  par  les  planètes  ayant 
des  satellites,  consistera  donc  à  reconnaître  que  des  masses 
égales  placées  l'une  à  la  surface  de  la  terre,  l'autre  au 
centre  de  la  lune,  sont  attirées  en  raison  inverse  des  carrés 
du  rayon  terrestre  et  du  rayon  de  l'orbite  lunaire,  sup- 
posée circulaire.  Or  la  distance  des  centres  de  la  lune  et 
de  la  terre  ayant  pour  valeur  moyenne  60  rayons  ter- 
restres, la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre  doit  être 
36oo  fois  plus  grande  que  l'attraction  exercée  par  la  terre 
sur  une  même  masse  située  sur  la  lune  :  ce  même  rapport 
doit  donc  exister  entre  les  espaces  parcourus  dans  un  même 
temps  par  les  corps  tombant  à  la  surface  de  la  terre,  et  par 
la  lune  dans  le  sens  de  l'attraction  de  la  terre. 

Si,  pour  simplifier  le  calcul,  nous  considérons  l'ellipse 
très-peu  excentrique  que  décrit  la  lune,  comme  un  cercle 
dont  le  rayon  R  soit  égal  à  60  fois  le  rayon  r  de  la  terre, 
supposée  spbérique,  la  force  centripète  représentera  l'ac- 
tion g'  de  la  terre  sur  l'unité  de  masse  de  la  lune.  Cette 
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5  T  étant  la  durée  de  la  révo- 
lution de  la   lune  autour  de  la   terre,  dont  la  valeur  en 

secondes  est  ig  343  X  60  ;  ou  aura  donc 

^  "60(39343)'' 
«xpression  qui  dépend  de  la  valeur  r  du  rayon  terrestre, 
landîs  que  la  pesanteur  g,  à  la  surface  de  la  terre,  déter- 
minée par  les  expériences  du  pendule  ou  de  la  chute  ver- 
ticale des  corps,  était  évaluée  en  toise,  indépendamment 
de  la  grandeur  du  rayon. 

On  voit  ainsi  comment  une  mesure  inexacte  de  ce  rayon 
pouvait  empêcher  la  vérification,  et  c'est  ce  qui  est  arrivé. 
Mais,  lorsque  Newton  apprit  qu'une  nouvelle  mesure  avait 
été  faite  avec  beaucoup  de  soin  par  Picard,  il  reprit  la 
théorie  qu'il  avait  abandonnée  pendant  plusieurs  années, 
et  cette  fois  il  trouva  que  l'attraction  de  la  terre  sur  des 
masses  égales  placées  à  sa  surface,  et  au  centre  de  la  lune, 
est  en  raison  inverse  des  carrés  de  leurs  distances  au  centre 
de  la  terre.  Toute  incertitude  disparut  alors,  et  sa  foi,  urt 
instant  ébranlée,  n'en  devint  que  plus  vive;  mais  nous  ne 
le  suivrons  pas  dans  l'exposition  de  toutes  ses  découvertes 
sur  le  système  du  monde,  qui  resteront  comme  le  plus 
grand  monument  des  temps  modernes  :  nous  nous  sommes 
proposé  seulement  de  faire  connaître  la  méthode  qu'il  a 
enseignée  pour  l'étude  des  phénomènes  naturels,  et  de 
montrer  comment  elle  l'a  conduit  à  la  loi  générale  de  l'at- 
traction, qui  a  fait  de  l'Astronomie  ce  que  nous  appelons 
une  science  de  raisonnement. 


Hosted  by 


Google 


CHAPITRE  XVr. 

MOUVEMENT  D'UN  SVSTÈME  QUELCONQUE  DE  POINTS. 


249.  Nous  avons  vu  précédemment  comment  les  équa- 
tions d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  points  soumis 

à  des  liaisons  délerminées  par  des  équations  quelconques, 
pouvaient  être  déduites  d'une  formule  générale  par  des 
procédés  de  calcul  réguliers,  dépendants,  dans  chaque  cas 
particulier,  de  la  forme  des  équations  qui  en  expriment  les 
liaisons.  Nous  allons  maintenant  faire  connaître  une  for- 
mule générale  qui  a  le  même  avantage  pour  toutes  les  ques- 
tions de  mouvement. 

Celte  importante  formule  n'est  que  l'expression  d'une 
proposition  due  à  d'Alembert,  et  qui  est  la  généralisation 
d'une  idée  conçue  par  Jacques  Bernoulli  pour  la  solution 
du  problème  du  pendule  composé.  Cette  proposition  ramène 
la  question  du  mouvement  d'un  système  quelconque  à  celle 
de  l'équilibre  du  même  système.  Et  l'on  conçoit  alors  com- 
ment la  formule  générale  qui  fournit  les  équations  de  l'é-. 
quilibre,  pourra  conduire  à  la  connaissaiici:  des  équations- 
du  mouvement. 

Nous  allons  exposer  le  principe  de  celte  réduction,  et 
nous  en  déduirons  la  formule  générale  du  mouvement. 
Nous  montrerons  ensuite  comment  on  en  peut  déduire,, 
dans  cliaque  cas  particulier,  les  équations  spéciales  qui  s'y 
rapportent. 

PRINCIPE    DE    d'ALËMBEUT, 

250.  Ce  principe  a  pour  objet,  comme  nous  l'avons  dit, 
de  ramener  la  détermination  du  mouvement  d'un  système 
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quelcontiue  à  la  considération  tlu  i'éqiiilibre  du  co  même 
système. 

Loi'sque  des  points  sont  soumis  n  certaines  Maisons,  les 
forces  qui  leur  sont  appliquées  ne  leur  donnent  pas  le  même 
mouvement  que  s'ils  étaient  enlièremeut  isolés  et  libres; 
mais  si  l'on  pouvait  évaluer  les  forces  qui  pixivjennent  de 
ces  liaisons,  en  les  joignant  pour  chaque  point  à  celles  qui 
y  sont  directement  appliquées,  on  pourrait  les  considérer 
ions  comme  entièrement  libres  et  isolés.  Désignons  par  m 
ia  masse  de  l'un  quelconque  d'entre  eux,  et  par  x,  /,  z  ses 
coordonnées  ;  les  trois  composantes  de  toutes  les  forces  ainsi 
calculées  devraient  donc  respectivement  être  égalées  à 

d'.v  d\r  d't 

di'  '  df  '  dl'  ' 

dont  nous  représenterons  la  résultante  par  Q. 

Cela  posé,  soit  Pla  force  donnée  qui  agit  sur  le  point  m^ 
appliquons  à  ce  point  la  force  Q,  et  une  force  égale  et  con- 
traire Q,,  et  agissons  de  mèmepour  tous  les  autres  points; 
rien  ne  sera  changé  ni  dans  le  mouvement,  ni  dans  les  efforts 
exercés  sur  les  dîfféreiiles  parties  du  système,  puisque  les 
forces  introduites  se  détruisent  deux  à  deux  sur  un  même 
point,  et  par  conséquent  n'établissent  aucune  action  entre 
deux  points  différents. 

Mais  le  point  m  pourrait  être  considéré  comme  libre  si 
l'on  introduisait  les  forces  que  produisent  sur  lui  les  liai- 
sons du  système  ;  donc  ces  dernières  doivent  exactement  dé- 
truire P  et  Qi,  puisque  la  force  Q  produirait  sur  ce  point 
libre  le  mouvemeut  qu'il  suit  réellement.  Et,  en  effet,  si  les 
forces  P  et  Q,  n'étaient  pas  détruites  par  celles  qui  pro- 
viennent des  liaisons,  elles  se  composeraient  avec  elles  et 
donneraient  une  résulranie  qui,  conjointement  avec  Q,  de- 
vrait produire  sur  le  point  libre  le  même  mouvement  que 
la  force  Q  seule;  ce  qui  est  absurde.  D'où  il  suit  que  les 
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liaisons  du  système  développent  à  chaque  instant  des  force» 
qui  font  équilibre  aux  forcer  P  et  Q,,  relatives  à  tous  W 
points.  On  peut  doue  (Jiioncer  le  principe  suivant,  qui  est 
dû  à  d'Alembert  : 

Dans  le  moiiwement  d'un  système  quelconque  de  points 
soumis  à  des  liaisons  quelconques,  et  sollicités  par  des 
forces  quelconques,  il  j^  a  équilibre  à  chaque  instant^ 
au  moyen  de  ces  liaisons,  entre  ces  forces  et  des  forces 
égales  et  directement  opposées  à  celles  qui  produiraient 
sur  chaque  point  matériel,  supposé  libre,  le  mouvement 
qu'il  suit  réellement  ;  ou,  en  d'autres  termes,  entre  ces 
forces  et  les  forces  dHneriie  développées  par  chaque 
point  du  système. 

Quant  aux  eiîbrts  exerces  sur  le  système,  ils  peuvent, 
varier  à  chaque  instant,  et  sont  produits  par  les  forces  va- 
riables qui  s'y  font  continuellement  équilibre. 

251.  Voyons  comment  ce  principe  conduit  à  la  déter- 
mination du  mouvement  de  chaque  point,  en  fournissant 
autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coordonnées  indépendantes. 
Désignons  par  X,  Y,  Z  les  composantes  connues  de  la 
force  totale  appliquée  au  point  dont  la  masse  est  m;  par 
X',  Y',  Z'  celles  qui  se  rapportent  au  point  m',  et  ainsi  de 
suite,  ces  forces  pouvant  être  nulles  pour  un  nombre  quel- 
conque de  ces  points;  d'après  te  que  nous  avons  dit,  il  de- 
vra y  avoir  à  chaque  instant  équilibre  sur  le  système  entre 
ces  forces  et  celles  dont  les  composantes  sont,  pour  chacu» 
des  mêmes  points  respectivement, 


~ 

'"  A'  ' 

'"  df  ' 

"*  df" 

- 

,dH' 

.  désignant  les  coordonnées  de  ces  diiférents 
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points.  En  d'autres  termes,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre 
les  forces  suivantes,  appliquées  respe  clive  ment  aux  points 
m,  m',  >  .  . ,  parallèlement  aux  axes  des  coordonnées 


Les  conditions  d'équilibre  seront  exprimées  par  l'équation 
suivante  que  donne  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  en 
supposant  les  axes  rectangulaires  : 


15.r^ 


(!) 


de 


ôx^  oj',  èz  désignent  les  composantes  du  déplat 
ninient  petit  quelconque,  que  l'on  pourrait  faire  subir  au 
point  [x,  j',  z),  à  un  instant  quelconque  du  mouvement, 
sans  violer  les  conditions  du  système,  telles  qu'elles  sont  au 
moment  même  que  l'on  considère,  et  le  temps  n'étant  pour 
rien  dans  la  considération  des  déplacements,  ou  vitesses 
virtuelles,  S:c,  S/,  3z.  Ainsi  les  équations  qui  expriment 
les  liaisons  du  système,  et  dont  nous  désignerons  le  nombre 
par  A',  étant 

L  =  o,     M  =  o,     n  =  o, . . . , 

les  valeurs  des  coordonnées,  après  le  déplacement  virtuel, 
devront  satisfaire  à  ces  mêmes  équations,  dans  lesquelles  le 

temps  t  n'aura  pas  varié.  La  somme  "S    s'étend  à  tous  les 

points  matériels  du  système,  et  les  quantités  X,  Y,  Z  seront 
supposées  nulles  pour  ceux  auxquels  aucune  force  ne  sera 
appliquée. 
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L'équalion  (i)  renferme  3n  variations,  le  nombre-dea 
points  étant  n;  et  elles  doivent  satisfaire  aux  h  équations 
différentielles    des   équaiions   données    L=:;o,    M  =  o, 

N  ^  o, .  ,  . ,  ce  qui  donne 


Éliminant  Jt  variations,  au  moyen  de  ces  équations,  il  n'en 
restera  plus  que  3i  —  A'  complètement  indéterminées.  En 
égalant  à  zéro  les  coefficients  de  chacune  d'elles,  on  obtien- 
dra 3  n  —  k  équations  qui,  jointes  aux  k  premières,  déter- 
mineront les  coordonnées  de  tous  les  points  en  fonction  du 
temps.  Le  problème  se  trouve  donc  ainsi  ramené  à  l'inté- 
gration d'équations  dilTéreutielles. 

252.  Si  l'on  multiplie  les  équations  (2)  par  des  indéier- 
minécs  X,  f/,  v,...,  qu'on  les  ajoute  à  l'équation  (1),  et  qu'on 
égale  à  zéro  les  coefficients  de  chacune  des  variations,  on 


Si  l'on  élimine  les  k  indéierminées  X,  fx,  v,. . .,  on  ob- 
tiendra 3«  —  k  équations  différentielles  du  second  ordre 
entre  x,^',  z,x',...   et  le  temps  t.  Ces  équations  seront 
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équivalentes  à  celles  que  l'on  aurail  obtenues  en  éliminant 
A  variations,  comme  nous  l'avons  d'abord  indiqué;  mais 
ce  procédé  a  l'avantage  que  nous  avons  déjà  reconnu,  quand 
nous  l'avons  appliqué  an  priccipe  des  vitesses  virtuelles;  il 
détermine  les  forces  dont  les  équations  de  condition  lien- 
iienl  lieu;  et  les  valeurs  des  quantités  X,  p,  v,...  feront 
connaître  les  efforis  qu'éprouvent  à  chaque  instant  les 
liens  qui  assujettissent  les  points  à  satisfaire  h  ces  équa- 
tions. 

Si  le  système  est  déterminé  par  d'autres  variables  que 
les  coordonnées  de  ses  points,  on  suivra  toujours  la  même 
marcbe;  et  l'application  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
fera  toujours  connaîlre  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  va- 
riables indépendantes  ;  de  sorte  qu'en  les  joignant  aux  équa- 
tions de  condition, on  pourra  toujours  déterminer  toutes  les 
variables  en  fonction  du  temps  :  ce  qui  est  précisément 
l'objutque  l'on  se  propose. 

253.  Détermination  des  constantes.  —  Les  constantes 
introduites  par  l'intégration  des  3n — A  équations  difl'éren- 
(ielles,  seront  au  nombre  de  Un  —  a^;  et  on  les  déterminera 
par  les  données  de  l'élat  initial,  c'est-à-dire  au  moyen  des 
positions  de  tous  les  points,  ainsi  que  des  grandeurs  et  des 
directionsdeleurs  vitesses,  à  un  certaininstant,  qu'on  pren- 
dra pour  origine  des  temps.  Ces  positions  initiales  ne  sont 
pas  entièrement  arbitraires,  parce  que  leurs  coordonnées 
doivent  satisfaire  aux  k  équations  dénuées  :  de  soiie  qu'on 
ne  peut  se  donner  arbitrairement  que  'in  — A  de  ces  coor- 
données. De  même  aussi,  les  composantes  de  leurs  vi- 
tesses doivent  satisfaire  aux  h  équations  qu'on  obtient  entre 

— -,        ,...,  en  différeniiant  les  h  équations  données;  d'où 

il  suit  qu'on  ne  pourra  se  donner  arbitrairement  que  3  w — h 
composâmes  des  vitesses  initiales.  Ainsi,  pour  que  l'état 
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initial  soit  compléiement  dctei'miné,  ce  qui  est  indispen- 
sable, il  faut  que  l'on  se  donne  6n  —  2ft  quantités,  qui  peu- 
vent être  choisies  tout  à  fait  arbitrairement;  maison  ne  peut 
pas  s'en  donner  davantage. 

Cela  posé,  quand  on  aura  intégré  le  système  des  équa- 
tions différentielles,  on  aura,  pour  déterminer  toutes  les 
coordonnées  des  n  points,  d'abord  les  k  équations  données, 
et  ensuite  Zn  —  h  équations,  renfermant  6n  —  nk  con- 
stantes arbitraires.  Les  3n  —  A  équations  devant  être  satis- 
faites à  chaque  instant,  on  y  fera  (  :=  o,  et  on  remplacera 
les  coordonnées  par  leurs  valeurs  initiales;  il  en  résultera 
3  n  —  h  équations  entre  les  constantes  et  les  quantilés  con- 
nues; les  k  équations  restantes  seront  nécessairement  satis- 
faites, puisqtie  l'on  a  dû  choisir  les  coordonnées  initiales  de 
telle  sorte  que  les  liaisons  exigées  aient  lieu.  Différentiant 
ensuite  les  3/;  — k  équations  entre  les  coordonnées,  on  en 
aura  un  égal  nombre  entre  les  composantes  des  vitesses^  et, 
si  l'on  y  substitue  les  valeurs  initiales  des  coordonnées  et  de 
ces  composantes,  on  aura  3  «  —  k  nouvelles  équations  entre 
les  constantes  arbitraires  et  des  quantités  connues.  On  aura 
donc  ainsi  6«—  2  A  équations  pour  déterminer  les  6 «  —  2,k 
constantes;  et  alors  les  coordonnées  de  tons  les  points  du 
système  seront  complètement  déterminées  en  fonction  du 
temps. 

L'application  de  cette  méiliode  à  des  exemples  choisis  est 
nécessaire  pour  en  bien  saisir  l'esprit  ;  mais  nous  renvoyons 
pour  cela  aux  Traités  spéciaux.  Nous  ne  nous  proposons  ici 
que  d'établir  les  idées  fondamentales,  et  les  ttéories  qui 
constituent  la  partie  élémentaire  de  la  science  des  forces. 
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254.  Si  tous  les  points  matériels  qui  composent  le  sys- 
tème élaîent  enlièreaient  libres  et  indépendants  les  uns  des 
autres,  on  rentrerait  dans  la  théorie  du  mouvement  relatif 
d'un  point  libre;  et  il  suflirait  d'introduire  en  chaque  point 
les  deux  forces  fictives,  définies  dans  le  n"  214,  pour  que 
le  mouvement  relatif  du  système  fût  ramené  à  un  raouve- 

255.  Supposons  maiutenant  que  certains  points  du  sys- 
tème soient  assujettis  seulement  à  rester  sur  des  surfaces  ou 
des  courbes  données,  fixes  oikniobiles,  constantes  ou  varia- 
bles de  forme.  Il  en  résultera  pour  ces  points  des  forces  in- 
connues normales  à  ces  surfaces  ou  à  ces  courbes.  Si  l'oaen 
connaissait  les  valeurs,  en  les  joignant  aux  forces  données, 
les  points  pourraient  être  considérés  comme  libres,  et  l'on 
rentrerait  dans  le  cas  précédent.  Il  suffirait  donc  d'intro- 
duire en  chaque  point  les  deux  forces  fictives  dépendantes  du 
mouvement  des  axes,  et  l'on  serait  encore  ramené  au  mou- 
vement absolu-  Mais,  bien  que  ces  forces  normales  soient 
inconnues,  on  peut  toujours  les  introduire  comme  si  elles 
étaient  connues.  Le  nombre  des  quantilés  à  déterminer  sera 
augmenté;  mais  le  nombre  des  équations  le  sera  également. 
En  effei,  les  coordonnées  d'un  point  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  doivent  constamment  satisfaire  à  l'équation  de 
cette  surface.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  deux  sur- 
faces, ou  en  d'autres  termes  sur  une  courbe  donnée,   il 
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s'introduit  deux  forces  inconnues,  normales  à  ces  deux  sur- 
faces ;  mais,  en  même  temps,  on  a  deux  équations  etilre  ses 
coordouni'es  t  de  sorte  que  le  nombre  des  équations  aug- 
mentera toujours  autant  qu<'  celui  des  inconnues,  et  le  pro- 
blème sera  entièrement  délerminé.  Les  équations  de  ces 
surfaces  ou  de  ces  courbes  pourront  être  données  en  fonc- 
tion du  temps  et  des  coordonnées  absolues  ou  relatives,  et 
on  les  exprimera  dans  celui  que  l'on  voudra  de  ces  deux 
systèmes,  au  moyen  des  formules  de  la  transformation  des 
coordonnées. 

256.  Si  deux  points  du  système  étaient  assujettis  à  rester 
à  une  dislance  constante  l'un  de  l'autre,  comme  cela  arrive 
souvent,  il  naîtrait  de  là  deux  forces  égales  el  contraires, 
dirigées  suivant  la  droite  qui  joint  ces  points  et  appliquées 
respectivement  à  cbacun  d'eux.  En  introduisant  ces  forces, 
les  points  peuvent  être  considérés  comme  libres,  mais  on 
devra  exprimer  que  leur  distance  est  constante  ;  ce  qui  four- 
nil une  nouvelle  équation  entnéme  temps  qu'il  s'est  intro- 
duit une  nouvelle  inconnue  qui  est  la  grandeur  de  la  force. 
Ces  conditions  peuvent  se  multiplier  indéfiniment.  Le  même 
point  peut  être  lié  à  un  nombre  quelconque  d'autres  points^ 
et  assujetti  à  rester  sur  une  ou  sur  deux  surfaces.  Chacune 
de  ces  conditions  introduira  toujours  une  inconnue  et  une 
équation,  et  le  problème  sera  délerminé.  De  ce  qui  précède, 
on  déduit  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  divers  points  d^un  système  en  mout^eme/it  sont 
assujettis  à  rester  à  des  distances  constantes  les  uns  des 
autres,  oit  à  demeurer  sur  des  surfaces  ou  des  lignes  varia- 
bles de  position  et  déforme,  le  mouvement  de  ce  système 
relativement  à  trois  axes  mobilns,  sera  identique  à  un  mou- 
vement  absolu  qu'on  déterminer-a  de  ta  manière  suivants 
par  rapport  à  des  axes  fixes  :  On  fera  partir  le  systèine 
d'un  état  initial  identique  à  l'état  relatif  initial;  on  appU- 
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quera  d'abord  en  chaque  point  des  forces  dont  les  compo- 
santes seront  exprimées  parles  mêmes  fonctions  du  temps 
et  des  nouvelles  coordonnées  absolues,  que  les  forces  don- 
nées le  sont  au  moyen  des  coordonnées  relatives^  on  y 
joindra  les  forces fictifes  telles  qu'elles  ont  été  détermi- 
nées dans  le  cas  d'un  point  libre;  enfin  les  points  seront 
aisufetiis  à  conserver  les  dislances  données  les  uns  avec 
les  autres,  et  à  se  mouvoir  sur  dts  surfaces  ou  des  courbes 
ayant  pour  équations,  par  rapport  aux  axes  fixes,  les 
équations  données,  exprimées  en  coordonnées  relatives 
aux  axes  mobiles. 

257,  Cas  général.  —  Les  conditions  que  nous  venons 
d'examiner  sont  celles  qui  se  renconireni  le  plus  ordinai- 
rement. C'est  pour  cela  seulement  que  nous  les  avons  pré- 
sentées en  premier  lieu,  car  nous  aurions  pu  commencer 
par  le  cas,  tout  à  fait  général,  dont  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 

Supposons  que  les  liaisons  du  système  soient  exprimées 
par  des  équations  renfermant  le  temps  et  les  coordonnées 
absolues  x,  y,  z.  x',y' ,  z',  x",  /",  z", .  . .,  d'un  nombre 
quelconque  de  points,  M,  M',  M  ",,...  Nous  avons  démon- 
tré que  le  mouvement  absolu  sera  le  même  que  si  l'on  sup- 
primait les  liaisons  et  que  l'on  introduisit  en  ciiaque  point 
des  forces  déterminées  parles  équations  qui  esprimcntces 
liaisons.  Ces  forces,  pour  un  point  quelconque  M  ayant 
pour  coordonnées  X,  _/,  s  par  rapport  h  un  système  quel- 
conque d'ases,  sont  normales  aux  différentes  surfaces  que 
l'on  obtient  à  l'insiant  que  l'on   considère,  en  regardant 


X,y,z  comn 


e  seules  variables  dans  toutes  les  éqi 


elles  entrent;  et  les  valeurs  des  composantes  de  ces  forces, 
parallèlement  aux  x,y,  z,  sont  les  produits  des  dérivées 
partielles  de  ces  équations,  relalivement  à  X,y,  a,  par  un 
facteur  commun  qui  n'est  pas  donné,  et  qui  est  le  même 
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pour  toutes  les  dérivées  provenanl  de  la  même  équation; 
en  sorte  qu'il  y  a  autant  de  ces  inconnues  qu'il  y  a  d'équa- 
tions ;  et  qu'il  est  possible,  par  conséquent,  de  déterminer, 
non-seulement  les  coordonnées  de  tous  les  points  à  chaque 
instant,  mais  encore  les  grandeurs  et  les  directions  des 
forces  qui  pourraient  être  substituées  aux  liaisons,  et  per- 
mettre ainsi  de  considérer  tous  les  points  comme  entière- 
ment libres. 

Tout  cela  étant  rappelé,  il  est  clair  que,  si  nous  conce- 
vons introduites  ces  forces  qui  remplacent  les  liaisons,  nous 
retombons  dans  le  premier  cas;  et  le  mouvement  relatif 
cherché  coïncide  avec  un  mouvement  absolu  dans  lequel 
ces  mêmes  forces  seraient  ajoutées  aux  proposées  et  aux 
forces  fictives  qui  se  rapportent  au  mouvement  relatif  d'un 
point  libre.  Mais  comme  les  forces  provenant  des  liaisons 
renferment  des  inconnues  nouvelles  en  nombre  égal  à  celui 
des  équations  données,  il  faudra  employer  ces  équations  à 
leur  détermination,  afin  d'avoir  en  tout  autant  d'équations 
que  d'inconnues. 

Observons  maintenant  que  si,  dans  toutes  ces  équations 
où  nous  avons  supposé  qu'il  n'entrait  que  des  coordonnées 
absolues,  on  remplace  celles-ci  par  des  coordonnées  rela- 
ves, au  moyen  des  formules  ordinaires  de  la  transforma- 
on  des  coordonnées,  rien  ne  sera  changé  dans  les  condi- 
des  liaisons.  Or,  à  un  instant  quelconque,  on  peut 
supposer  qu'on  prenne  pour  axes  de  coordonnées  trois 
droites  coïncidant  avec  les  axes  mobiles  dans  la  position 
qu'ilsoccupent  à  cet  instant.  Les  équations  de  liaison  seront 
les  équations  proposées  exprimées  au  moyen  des  coordon- 
nées relatives.  Les  forces  à  îniroduire  auront  leurs  compo- 
santes suivant  ces  axes,  représentées  par  les  dérivées  par- 
tielles des  équations  par  rapport  aux  coordonnées  relatives, 
multipliées  par  des  facteurs  communs  en  même  nombre  que 
ces  équations,  comme  nous  l'avons  rappelé  en  détail  tout  à 
l'heure.  D'où  l'on  conclut  la  proposition  suivante  : 
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Le  mouvement  relatif  d'un  système  de  points,  liés  par 
des  équations  quelconques  entre  le  temps  et  les  coordon- 
nées de  ces  points  par  rapport  aux  axes  mobiles,  est  iden- 
tique à  un  mouvement  absolu  du  même  système,  en  sup~ 
posant  :  i"  qu'il  parte  d'un  état  initial  identique  à  Vétat 
relatif  initial  j  i°qu'ilsoit  soumis  à  l'action  desforces  dont 
les  composantes  sont  exprimées  par  les  mêmes  fondions 
des  coordonnées  des  points,  que  celles  des  forces  données 
le  sont  au  mojen  des  coordonnées  relatives;  Z"  qu'on  y 
joigne  les  forces  fictives  ;  4"  ^'  e"  supposant  enfin  le  sys- 
tème assujetti  à  des  liaisons  exprimées  par  des  équations 
renfermant  les  coordonnées  actuelles  de  la  même  manière 
que  les  équations  données  renferment  les  coordonnées 
relatives. 
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CE  QDE  L'ON  ENTEND  PAR  FORCES  INSTANTANÉES.  -  LEUR 

MESURE.  -  DÉTERMINATION  DU  MOUVEMENT  QUTXLES  PRO- 
DUISENT. —  SUPERPOSITION  DE  LEURS  EFFETS. 


258.  Nous  avons  démontré  (n"  184)  qu'une  force  con- 
stante pouvait  être  mesurée  par  la  quantité  de  mouvement 
qu'elle  a  produite,  divisée  par  le  temps  employé  à  la  pro- 
duire; d'où  il  résulte  que,  pour  produire  une  quantité  dp 
mouvement  déterminée,  il  faut  que  la  durée  de  l'action  soit 
d'autant  moindre  que  la  force  employée  est  plus  grande, 
mais  qu'il  n'y  a  aucune  force  qui  puisse  y  parvenir  sans 
employer  un  certain  temps.  Néanmoins,  si  l'effet  est  pro- 
duit dans  un  temps  si  court,  que  rien  n'ait  pu  changer  sen- 
siblement dans  les  positions  des  points,  on  pourra,  dans  la 
plupart  des  cas,  faire  abstraction  de  ce  temps  ;  et,  pour  in- 
diquer cela,  nous  donnerons  à  la  force  le  nom  Ae  force 
instantanée. 

Pour  mesurer,  soit  la  valeur  constante  d'une  pareille 
force,  soit  sa  valeur  moyenne,  si  elle  est  variable,  on  pour- 
rait la  rapporter  à  l'unité  ordinaire,  et  l'on  aurait  pour 
mesure  la  quantité  de  mouvement  produite,  divisée  par 
la  durée  de  l'action.  Mais  cette  durée  n'étant  pas  appré- 
ciable, au  moins  dans  le  cas  où  il  peut  y  avoir  quelque  uti- 
lité à  considérer  ce  genre  de  force,  il  vaut  mieux  ne  pas 
l'introduire  dans  la  mesure,  et  se  borner  à  la  quantité  de 
mouvement.  On  supposera  alors  à  l'action  la  durée  que  l'on 
voudra,  pourvu  qu'elle  soit  extrêmement  petite;  les  effets 
n'en  dépendront  nullement,  couime  nous  allons  le  faire 
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voir  en  donnant  le  moyen  de  les  calculer.  Ainsi  nous  me- 
surerons une  force  instantanée  par  la  quantité  <ie  mouve- 
ment qu'elle  produit  en  agissant  sur  un  point  matériel 
libre  en  repos.  El,  comme  la  décomposition  des  forces  se 
fait  de  la  même  manière  que  celle  des  vitesses,  il  s'ensuit 
que  les  composantes  d'une  force  instantanée,  prises  paral- 
lèlement à  des  directions  données,  d'après  les  mêmes  règles 
que  pour  les  forces  continues,  ne  sont  autre  chose  que  les 
forces  instantanées  qui  correspondraient  aux  composantes 
de  la  vitesse  totale  suivant  les  mêmes  directions. 

Enfin,  comme  les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point 
matériel ,  parallèles  à  trois  axes  fixes,  se  trouvent  augmen- 
tées par  l'action  de  forces  quelconques  de  la  même  ma- 
nière que  si  la  vitesse  initiale  était  nulle,  il  s'ensuit  que  les 
composantes  de  la  force  instanianée  qui  agit  sur  un  point 
matériel  en  mouvement,  sont  mesurées  par  les  quantités  de 
mouvement  correspondantes  aux  accroissements  des  com- 
posantes de  la  vitesse  de  ce  point. 

2S9.  Pour  déterminer  l'effet  de  forces  instantanées  sur 
un  système  quelconque  déjà  en  mouvement,  appliquons 
l'équation  (i)  à  ces  forces,  eu  négligeant  toutes  les  autres, 
qui  ne  peuvent  produire  aucun  effet  appréciable  pendant  la 
durée  totale  9  de  ces  actions,  dont  les  unes  peuvent  cesser 
avant  les  autres.  Les  valeurs  de  JC",  j",  z,  x\,  .  .  peuvent 
être  regardées  comme  invariables  pendant  ce  temps;  et  il 
est  facile  de  voir  qu'il  en  est  de  même  de  3x,  S/,  ôs, .... 
En  effet,  ces  variations  satisfont  aux  équations  différen- 
tielles de  L  ^  o,  M  =  o,. .  ■ ,  dans  lesquelles  t  est  consi- 
déré comme  «ne  constante.  Or,  cette  constante  ne  chan- 
geant qu'infiniment  peu,  dans  l'intervalle  de  temps  que 
l'on  considère,  les  quantités  Sx,  3j, ...  ne  peuvent  chan- 
ger que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles- 
,  et  doivent  par  conséquent  être  considérées  comme 

23 
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invariables.  Intégrons  maintenant  l'équation  (i)  parrapport 
à  (,  en  prenant  pour  limites  le  commencement  el  la  fin 
de  l'intervalle  6;  désignons  par  mX,  wiY,  mZ  les  compo- 
santes de  la  force  appliquée  au  point  dont  la  masse  est  m  ; 

et  par  A—,  A-f ,  A—  les  intefrrales  de  -r- dt,  -^  dt, 
'^  .dt  dt  dt  °  dt^  de 

rf'î    ,  ,  ,  .  ,  .    .    dx     dj 

—~-  dt,  qui  sont  les  accroissemenls  des  quantités  —--,  —-i 
dc^       '  ^  '  ///     di 

-J-;  nous  obtiendrons  ainsi  l'équalion 

2'»[0'-4)--(/--4)'^ 

Or,  la  force  appliquée  à  la  masse  rn  ayant  pour  compo- 
santes mX,  mY,  mZ,  les  intégrales  m  fxdt,  m  Ç\dl, 

m  j  Ztil  sont  les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement 

que  produirait  celle  force  dans  le  temps  8,  et,  par  consé- 
quent, les  composantes  de  la  force  instantanée,  d'après  le 
sens  que  nous  attachons  à  cette  dénomination.  Si  ou  les 
représente  par  X,,  Y,,  Z,,  l'équation  précédente  devient 


m- 


,''r\ 


4).]=« 


Mais,  si  la  masse  m  était  libre,  les  composantes  de  la 
force  instantanée  qui  cliangerait  les  composantes  de  sa  vi- 
tesse, de  la  même  manière  qu'elles  l'oui  été,  seraient 

ds:  dy  dt 
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Donc  l'équation  (3}  exprime  qu'il  y  a  éc|u!libre  entre  les 

forces  instantanées  qui  ont  agi,  et  les  forces  ïnstanlanées, 
prises  en  sens  contraire,  qui  produiraient  le  même  cbange- 
menl  dans  le  mouvement  de  cliaque  point  s'il  était  eiuiè- 
rement  libre  :  ces  dernières  forces  ne  sont  autre  chose  que 
les  forces  d'inertie  correspondantes  au  changement  brusque 
des  vitesses.  Le  principe  de  d'Alemberl  s'applique  donc 
aux  changements  brusques  comme  à  ceux  qui  s'opèrent 
d'une  manière  continue  dans  le  mouvement  d'un  système 
quelconque,  en  entendaol  que  les  forces  instantanées  se 
mesurent  par  la  quanlité  de  mouvement  qu'elles  commu- 
niqueraient à  un  point  libre. 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  accroissements  des 
composantes  des  vitesses,  ainsi  déterminés,  sont  indépen- 
dants des  grandeurs  de  ces  vitesses,  et  sont  les  mêmes  que  si 
le  système  était  en  repos  au  moment  où  agissent  les  forces 
instantanées. 

260,  Lorsque  l'on  aura  éliminé  de  l'équalion  (3)  toutes 
les  variations  qui  dé[)endent  des  autres,  et  qu'on  aura  égalé 
à  zéro  les  coefficients  de  celles  qui  resteront,  les  équations 
ainsi  obtenues  renfermeront  linéairement  les  composantes 
des  forces  instantanées,  et  les  accroissements  des  compo- 
santes des  quantités  de  mouvement;  et,  de  plus,  aucun 
terme  ne  sera  indépendant  de  ces  quantités.  Ces  équations, 
jointes  aux  équations  de  condition,  dont  on  déduira,  par 
la  diffcientiaiion,  des  équations  renfermant  linéairement 
à  tous  leurs  termes  les  accroissements  des  composantes 
-des  vitesses,  détermineront  toutes  les  quantités  inconnues 

Aïr,.... 

Or,  d'après  la  théorie  des  équations  du  premier  degré, 
les  dénominateurs  de  leurs  valeurs  seront  indépendants 
de  X, ,  Yi,  Z, ,  X'|,.  ■  .,  et  leurs  numérateurs  les  renferme- 

a3. 
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ronl  linéairement  et  sans  termes  indépendants.  Uonc,  si  les. 
forces  instantanées  varient  toutes  dans  un  mémo  rapport, 
les  accroissements  des  composantes  des  vitesses  varieront 
dans  ce  même  rapport.  Et  plus  généralement,  si  Von  consi- 
dère autant  <fe  systèmes  que  Von  voudra  de  forces  instan- 
tanées, les  accroissements  des  composantes  des  vitesses 
de  chaque  point  seront  les  sommes  des  accroissements 
qui  correspondraient  à  chaque  système  de  forces,  agissant 
séparément  sur  le  système  des  points  en  repos. 

On  arriverait  à  la  même  conséquence  sans  s'appuyer  sur 
la  résolution  des  équations  du  premier  degré,  et  par  la  s^^ulc 
observation  que  nous  avons  faite  sur  la  forme  des  équations 
de  la  question. 

Ainsi,  les  effets  que  produirait  chacune  des  forces,  si  elle- 
agissait  seule,  se  produisent  en  mÉme  temps  sans  se  nuire  ; 
ils  se  superposent  les  uns  aux  autres  :  el,  en  estimant  les 
vitesses  acquises  suivant  les  mêmes  directions,  elles  s'ajou- 
tent pour  former  la  vitesse  totale  acquise  dans  ces  direc- 
tions. 

Et  l'on  voit  encore  que  les  vitesses,  après  l'effet  des  forces- 
instantanées,  sont  les  mêmes  que  si  le  système  partait  du 
repos  et  fût  sollicité  par  les  forces  instantanées  données, 
auxquelles  on  joindrait  d'autres  forces  instantanées  capables 
de  communiquer  au  système  en  repos  !es  vitesses  dont  ses 
différents  points  sont  animés  à  l'instant  que  l'on  considère. 


26i.  Si  nous  n'avions  pour  objet  que  de  ramener  la 
science  des  forces  à  celles  qui  ont  été  étudiées  avant  elle, 
notre  lâche  pourrait  être  considérée  comme  accomplie.  En 
effet,  nous  avons  trouvé  une  formule  au  moyen  de  laquelle 
toutes  les  questions  de  mouvement  et  d'équilibre,  sur  des 
systèmes  t-xactement  définis,   sont  ramenées  à   de  pures^ 
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questions  de  calcul,  en  n'exigeant  plus  que  les  ihéories  de 
la  science  des  nombres  et  de  la  Géoméirie. 

Mais,  indépendamment  de  l'intérêt  que  présente  la  solu- 
tion de  lous  les  problèmes  particuliers  de  mouvement  et 
d'équilibre,  la  science  des  forces  renferme  des  propositions 
imporlances,  utiles  par  leur  application  à  un  grand  nombre 
de  questions  particulières,  mais  qui  se  recommandent  sur- 
tout par  leur  généralité  même  et  par  riniérèl  qui  s'attache 
toujours  aux  grandes  conceptions.  Nous  allons  montrer 
-comment  elles  peuvent  être  tirées  du  principe  qui  contient 
la  science  entière. 
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QUELQUES  CONSÉQUENCES  GÉNÉRALES  DU  PRINOPE 

DE  D'ALEMBERT. 


262.  Parmi  les  déplacements  virtuels  en  nombre  inâni 
que  l'on  peut  donner  à  un  système,  à  une  époc[ue  quel- 
conque de  son  mouvement,  il  y  en  a  quelques-uns  qui, 
quoique  insuflisants  pour  déterminer  le  mouvement  inêuic,. 
peuvent  ncanmoins  en  faire  connaître  d'importantes  pro- 

Nous  considérerons  d'abord  un  système  onlièrement 
libre,  dont  les  points  sont  soumis  à  dos  liaisons  mutuelles- 
quelconques,  et  sont  sollicités  par  des  forces  extérieures 
quelconques.  Dans  ce  cas,  les  déplacements  virtuels  que 
nous  lui  donnerons,  seront  ceux  qui  seraient  possibles  en 
laissant  tous  les  points  dans  les  mêmes  positions  ies  uns  par 
rapport  aux  autres;  ou,  en  d'aulres  termes,  en  concevant 
que  le  systèmedeviennecompiétement  rigide,  avec  !a  figure- 
qu'il  a  au  moment  que  l'on  considère,  ei  restant  toujours 
entièrement  libre. 

Les  équations  que  l'on  tirera  ainsi  de  la  formule  géné- 
rale seront  précisément  celles  qui  exprimeraient  l'équilibre 
du  système  devenu  rigide,  el  sollité  par  les  forces  dont  les 
composantes  seraient,  pour  le  point  quelconque  ayant  la 
niasse  m, 

X~m—,      Y-m^,     Z-w— . 
dt'  dO  tlt' 

Ces  équations  sont  au  nombre  de  six,  et  nous  allons  consî- 
dérer  d'abord  les  trois  premières. 
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Les  trois  premières  équations  de  l'équilibre  de  ces  forces 
sont 


w  2"ïr'=2='.  2-^^=2^.  l''Ç=l-- 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  peuvent  être  trans- 
formés en  introduisant  les  coordonnées  a',,_j',,  Zt  du  centre 
de  gravité  du  système  proposé,  en  entendant  par  là  le  point 
qui,  à  une  époque  quelconque  du  mouvement,  deviendrait 
le  centre  de  gravité  du  système,  si  on  liait  instanlanémenl 
tous  les  points  entre  eux. 

En  eillet,  les  coordonnées  de  ce  point  satisferont  aux 
équations 

(2)  Vma:  — MjTi,        V™j=;Mj,,       \"mE=:Mï,, 

M  désignant  la  somme  totale  des  masses  du  système. 

Ces  équations  ayant  lieu  à  chaque  instant,  on  pourra  les 
différentier  par  rapport  au  temps,  et  l'on  trouvera 

(3)  y™^=M^,   v™Ç=M^,   y^^=M^, 

^    '     ^      dt  dt         ^      dt  di         -^      dt  dt 

Cl,  en  les  différentiant  de  nouveau, 

d'on,  en  vertu  des  équations  {i), 

,5,  M-J£'=2x.  M^=Z-.  •''^=2^. 

équations  qui  expriment  que  les  composantes  de  l'accélé- 
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ration  du  mouvement  du  ceiiire  de  gravité,  sont  identiques 
à  celles  que  l'on  trouverait  pour  un  poinl  dont  la  masse 
serait  M,  et  qui  serait  soUicité  par  toutes  les  forces  don- 
nées, transportées  parallèlemeut  à  elles-mêmes  en  ce  point. 
Si  donc  on  supposait  un  point  ayant  un  masse  M,  partant 
de  la  position  initiale  du  centre  de  gravité,  avec  la  même 
vitesse  dans  la  même  direction,  ses  coordonnées  seraient 
déterminées  par  les  mêmes  équations  que  celles  du  centre 
de  gravité,  et  ces  deux  points  coïncideraient  à  chaque 
instant. 

263.  Considérons  maîntenanl  l'étal  initial  du  système 
proposé,  et  supposons  qu'il  soit  produit  par  des  forces 
instantanées  appliquées  à  ce  système  en  repos.  Désignons 
par  A,  B,  C  les  composantes  de  celle  qui  est  appliquée 
au  point  m,  par  A',  B',  C  celles  de  la  force  appliquée 
à  m',  et  ainsi  des  autres,  ces  forces  pouvant  d'ailleurs  être 
nulles  pour  un  nombre  quelconque  de  ces  points.  Nous 
avons  démontré  qu'il  y  avait  équilibre  entre  ces  forces  et 
les  accroissements  instantanés  des  quantités  de  mouve- 
ment, et,  comme  elles  sont  appliquées  à  des  points  en 
repos,  ces  accroissements  seront  les  composantes  mêmes 
des  quantités  de  mouvement  instantanément  acquises.  Dé- 
signons les  composantes  des  vitesses  initiales  par 

m.-  (I):  (i);  m. 

il  y  aura  équilibre  sur  le  système  proposé  entre  les  forces 

il  y  aura  donc  encore  équilibre  en  rendant  le  système 
rigide,  d'oïl  césulleronl  les  trois  premières  équations 

D-fâ.^S^.  24l),=2».  S-fâri;^. 
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€t,  d'après  les  équations  (3)  considérées  à  cet  instant, 

'■(ï).=2*.  «r^).=2».  K^').=2«- 

On  voit  donc  que  les  composantes  de  la  vitesse  initiale 
du  centre  de  gravité  sont  les  mêmes  «qu'elles  seraient  pour 
un  point  ajaiit  la  niasse  M,  et  sollicité  par  toutes  les  forces 
instantanées  qui  déterminent  les  vitesses  initiales  du  sys- 
tème partant  du  repos,  ces  forces  étant  transportées  paral- 
lèlemeni  à  elles-mêmes  en  ce  point.  En  réunissani  ces  deux 
propositions,  on  aura  le  principe  suivant  ; 

Le  mouvement  du  centre  àe  gravite  d'un  système  libre 
quelconque  est  le  même  que  si  Von  y  réunissait  toutes  les 
masses  des  différents  points,  et  qu'on  y  transportât,  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes,  les  forces  instantanées  elles 
forces  continues,  qui  produisent  l'état  initial  et  les  états 
subséquents  du  ^stème. 

26-4.  Il  résulte  de  là  que  si  aucune  force  extérieure  n'est 
appliquée  au  système,  et,  plus  généralement,  si  les  forces 
qui  y  sont  appliquées  se  détruisent  quand  on  les  trans- 
porte en  un  même  point,  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité est  reciiligne  et  uniforme.  Sa  direction  est  donc  celle 
de  sa  vitesse  initiale,  et,  par  conséquent,  de  ia  résultante 
des  forces  instanlanées  qui  ont  mis  le  système  en  mouve- 
ment; ou  encore,  des  forces  instantanées  qui  lui  donne- 
raient, à  un  instant  quelconque,  le  mouvement  dont  il  est 
animé. 

Lorsque  les  points  du  système  exerceront  les  uns  sur  les 
autres  des  actions  réciproques,  égales  et  contraires,  conti- 
nues ou  instantanées,  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
n'en  sera  pas  altéré,  puisque  ces  forces,  iransporlées  en 
ce  point,  s'y  détruiraient  deux  à  deux.  Ainsi  des  chocs  ou 
des  liaisons  subites  établies  entre  plusieurs  corps  du  sys- 
tème, ou  encore  des  explosions  intérieures,  produisant 
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nécessairement  des   actions  égales  el  conlraires,  ne  sau- 
raient modifier  en  rien  le  mouvement  du  cenire  de  gravité. 


C'est  en  c 

ela  que  consiste  le  principe  de  la  conseivalion 

du  mouve 

ment  du  centre  de  gravité. 

II  est  , 

essentiel   d'observer  <(ue   loules  lès  proposiiions 

précédentes  sont  indépendantes  de  la 
des  lois  de  leur  action. 


FEINCIPE    DE    L4    COMSERVATIOM   DES    MOMEMTS    ET   DES    AIIVES. 

260.   Considérons  maintenant  les  trois  dernières  équa- 
tions d'équilibre,  qui  expriment  que  les  sommes  des  mo- 

menls  des  forées  X  — m— ,  Y~m-^  ■  Z  — m-;-,  tic, 
di'  dt'  di'  ' 

par  rapport  aux  trois  axes,  sont  nulles.  Ces  équations  sont 

et  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

Ces  équations  ont  lieu  à  chaque  instant  du  mouvement; 
elles  expriment  que  les  sommes  des  moments  des  forces 
données,  par  rapport  aux  trois  axes,  sont  égales  à  celles 
des  moments  des  forces  qui  produiraient  sur  les  points 
libres  le  mouvement  qui  a  lieu. 

266.  Nous  nous  occuperons  particulièrement  du  cas  où 
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les  seconds  membres  des  équations  (i)  sont  nuls.  Cela  atii'a 
lieu  d'abord  si  les  forces  X,  Y,  Z,..,  sont  toutes  nulles, 
c'esl-à-dire  si  le  système  ijui  a  été  mis  eu  mouvement  est 
abandonné  à  lui-même,  sans  aucune  action  étrangère. 

Cela  aura  lieu  encore  si  les  points  sont  soumis  à  des 
actions  qui  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  ri- 
gide; car  ces  seconds  membres  sont  les  sommes  des  mo- 
ments des  forces  par  rapport  aux  axes  ;  et  ces  sommes  sont 
nulles  si  les  forces  sont  en  équilibre.  Cela  comprend  le 
cas  d'actions  mutuelles  égales  et  de  sens  contraires,  et,  par 
conséquent,  de  chocs  quelconques  entre  les  diverses  par- 
ties du  système. 

Enfin,  ces  seconds  membres  sont  encore  nuls  si  toules 
les  forces  appliquées  aux  divers  points  du  système  passent 
par  un  même  point,  choisi  pour  origine  des  coordonuées. 
En  elfet,  les  composantes  X,  Y,  Z  d'une  quelconque  d'entre 
elles  étant  proportion neiles  aux  coordonnées  du  point  d'ap- 
plication, on  aura 

j-Z  —  sY  =  o,     sX  — jtZ^o,     jY--7X  =  o. 

On  voit  même  qu'il  suffirait  que  les  forces  eussent  une 
résultante  passant  par  l'origine.  De  sorte  que  les  seconds 
membres  des  équations  (i)  seront  nuls  toules  les  fois  que 
les  forces  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  rigide, 
et  lié  au  point  fixe  qui  a  été  pris  pour  origine. 

Le  cas  dont  nous  allons  nous  occuper  a  donc  encore  une 
assez  grande  généralité. 

Les  équations  (i)  deviennent,  dans  cette  supposition, 
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intégrant  par  rapport  à  t,  et  représentant  par  c,  J, 
constantes,  on  obtiendra 


2/     as  ay 

1 V    (  —^    — 


Jr_ 


=  o-. 


Les  premiers  membrps  de  ces  équations  sont  les  sommes 

des  moments,  par  rapport  aux  axes,  des  forces  dont  les 

composantes    seraient   exprimées  pour  chaque  point  par 

dx  dr  dz        1         .     ..         ,        ~ 

m— -)  m-—-,  ni — -,   c  est- a- aire  des  lorces  instantanées, 
dt  dt         at  ' 

qui  produiraient  sur  chaque  point  libre,   ec  partant  du 
repos,  le  mouvement  dont  il  est  animé. 

Ainsi  les  équations  (3)  expriment  que  les  sommes  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  qui  animent  le 
système  à  un  moment  quelconque,  estimées  par  rapport  à 
trois  axes  rectangulaires,  sont  constantes;  et  que,  par 
conséquent,  il  en  est  de  même  par  rapport  à  toute  direc- 
tion. On,  en  d'autres  termes,  si,  à  un  instant  quelconque, 
on  considère  les  forces  instantanées  qui  produiraient  sur 
chaque  point  libre,  et  partant  du  repos,  le  mouvement 
dont  il  est  animé;  que  l'on  décompose  chacune  de  ces 
forces  eu  trois  autres,  dirigées  suivant  les  axes  des  coor- 
données, et  en  trois  couples,  ayant  ces  mêmes  directions 
pour  axes  :  la  somme  des  moments  des  couples  dans  cha- 
cune de  ces  directions  sera  constante;  et,  par  suite,  l'axe 
du  couple  résultant  sera  constant  en  grandeur  et  en  di- 
rection. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservation 
des  moments.  Il  subsiste,  quelles  que  soient  les  aclions 
mutuelles  qui  viendraient  à  naître  entre  des  points  du  sys- 
tème, comme  par  exemple  si  deux  points  étaient  liés  subi- 
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tement  l'un  à  l'aulre;  si  une  pariîe  du  système,  d'abord 
gazeuse,  devenait  liquide,  puis  solide,  pourvu  que  cela  s  opé- 
rai par  des  actions  deux  à  deux,  égales  et  contraires;  ou 
encore,  si  le  changement  de  température  de  ditléreuis  points 
d'un  système  changeait  leurs  actions  mutuelles,  et,  par 
suite,  leurs  distances.  Ces  diverses  circonstances  se  pré- 
sentent dans  le  système  du  monde. 

Il  est  inutile  de  rappeler  que  les  sommes  des  momentt 
seraient  les  mentes  pour  tout  système  de  forces  instan- 
tanées, produisant  sur  le  système  proposé  le  mouvement 
existant,  puisque,  d'après  le  principe  de  d' jilembert,  ces 
forces  seraient  en  équilibre  avec  l'autre  pris  en  sens  con- 
traire, sur  le  système  tel  qu'il  est,  et  aussi  apiès  qu'on 
Vaura  rendu  rigide. 

267.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si,  à  un  instant 
quelconque,  on  considère  comme  des  forces  les  quantités 
de  mouvement  qui  animent  les  diliërents  points  du  sys- 
tème, et  qu'on  les  compose  comme  si  elles  étaient  appli- 
quées à  un  système  rigide,  on  trouvera  toujours  la  même 
résultante  et  le  même  couple  résultant,  par  rapport  à  une 
même  origine. 

Si  l'on  applique  à  ces  forces  les  propositions  qui  ont  été 
établies  dans  la  théorie  de  l'équilibre  relativement  à  la 
réduction  d'un  système  quelconque  de  forces,  on  obtiendra 
les  conséquences  suivantes  : 

Lorsqu'un  système  libre  quelconque  est  sollicite  par  des 
forces  qui  se  détruiraient  mutuellement  s'il  devenait  rigide, 

La  somme  des  forces  représentées  par  les  quantités  de 
mouvement  de  ses  diflerents  points,  estimés  dans  une  même 
direction,  est  constante; 

Le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  parallèlement  à 
la  résultante  des  quantités  de  mouvement,  transportées  en 
un  même  point; 
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La  somme  des  moments  de  ces  quantités  de  mouvemeni 

par  rapport  à  une  même  droite  est  constante. 

Si  l'on  considère  ces  moments  par  rapport  à  toules  les 
droites  qui  passent  par  un  même  point  de  l'espace,  celle 
pour  laquelle  la  somme  est  la  plus  grande  est  invariable  : 
c'est  Taxe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouve- 
mc:nt,  relatif  à  cette  origine.  Cette  direction,  ainsi  que  la 
valeur  du  moment  total  correspondant,  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  points  de  la  parallèle  à  la  résultante,  menée 
par  ce  même  poiut.  La  direction  peut  être  la  même, 
sans  que  le  mouvement  soit  le  même;  c'est  lorsque  les 
forces  représentées  par  les  quantités  de  mouvement  sont 
réductibles  à  une  force  unique.  Dans  ce  cas,  tous  les  points 
du  plan  mené  par  cette  force  et  le  point  que  l'on  considère, 
donneront  une  même  direction  pour  l'axe  du  moment 
maximum  ;  mais  le  moment  ne  sera  le  même  en  grandeur 
et  en  direction  que  pour  les  points  d'une  même  parallèle  à 
la  résultante. 

Il  existe  un  axe  central  unique,  parallèle  à  la  résul- 
tante, et  tel  que  pour  tous  ses  points  sa  direction  est  celle 
de  l'axe  du  moment  maximum  ;  et  ce  moment  est  moindre 
que  le  maximum  relatif  à  tout  autre  point  de  l'espace.  11 
se  détermine  facilement  dès  qu'on  connaît  la  résultante  et 
le  couple  résultant  relatif  .i  une  origine  donnée.  Dans  le 
cas  où  le  système  des  forces  représentées  par  les  quantîlés 
de  mouvemeni  est  réductible  à  une  force  unique,  la  droite 
suivant  laquelle  elle  agit  est  l'axe  central. 


268.  Conservation  des  moments  dans  le 
relatif.  —  Supposons  maintenant  que  les  axes  auxquels 
on  rapporte  la  position  des  points,  se  meuvent  en  restant 
parallèles  à  eux-mêmes,  le  mouvement  relatif  sera  iden- 
tique au  mouvement  absolu  qu'on  obtiendrait  en  partant 
d'un  état  initial  identique  À  l'état  relatif  initial,  et  intro- 
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duisani  les  forces  fictives,  déterminées  précédemment. 
Dans  le  cas  actuel,  où  les  axes  n'ont  qu'un  mouvement  de 
translation,  les  forces  fictives  se  réduîronl,  pour  chaque 
poîiit  du  système,  à  une  force  accélératrice  égale,  paral- 
lèle, et  de  sens  contraire  à  celle  qui  doniieraît  à  un  point 
matériel  libre  le  mouvement  que  suit  lorigiiie  des  a\es 
mobiles. 

Lorsque  ces  forces  réunies  aux  forces  données  seront  en 
équilibre  sur  le  système  rigide,  ou  donneront  une  résul- 
tante passant  constamment  par  l'origine  mobile,  le  prin- 
cipe de  la  conservation  des  moments  aura  lieu  dans  le  mou- 
vement relatif. 

Supposons  toujours  que  les  forces  données  soient  eu 
équilibre  sur  le  système  rigide.  11  sera  nécessaire  alors  que 
les  forces  fictives  soient  en  équilibre  sur  ce  même  système, 
ou  bien  qu'elles  donnent  une  résultante  qui  passe  constam- 
ment par  l'origine  mobile. 

Or,  ces  forces  se  composent  en  une  seule,  appliquée  au 
ecnire  de  gravité  du  système,  parallèle  et  de  sens  contraire 
à  la  force  accélératrice  qui  produirait  le  mouvement  de 
l'origine,  et  égale  au  produit  de  cette  force  par  la  masse 
du  système.  11  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  cette 
dernière  force  soit  nulle,  pour  que  les  autres  soient  en 
équilibre.  Dans  ce  cas,  l'origine  a  un  mouvement  recti- 
ligne  uniforme,  entièremeut  arbitraire.  On  obtient  ainsi 
la  proposition  suivante  : 

Lorsque  les  forces  appliquées  à  un  système  libre  s'y 
détruisent  lorsqu'il  défient  rigide,  le  principe  de  la  con- 
seruation  des  moments  a  lieu  dans  le  mouvement  relatif 
à  tout  système  d'axes  qui  se  meuvent  parallèlement  à 
eux-mêmes,  de  manière  que  leur  point  de  rencontre  ait 
un  mouwcment  quelconque  rectiligne  et  uniforme. 

Le  centre  de  gravité  du  système  ayant,  d'après  l'hypo- 
tbèse,  un  mouvement  rectiligne  uniforme,  il  s'ensuit  que  le 
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principe  a  lieu  pour  un  système  d'axes  de  directions  con- 
stantes et  dont  l'origine  coïncide  constamment  avec  le 
cenlre  de  gravité  du  système. 

Le  même  principe  aura  encore  lieu  lorsque  la  résultante 
des  forces  fictives,  au  lieu  d'être  nulle,  passera  constam- 
ment par  l'origine;  ce  qui  exige  que  la  droite  meni^  par 
le  centre  de  gravité  du  système,  parallèlement  à  la  force 
accélératrice  de  l'origine,  passe  toujours  par  cette*  origine 

On  peut  donc  énoncer  celte  seconde  proposition  : 

Le  principe  de  la  conservation  des  moments  a  lieu, 
dans  le  mouvement  relatif,  lorsr/iie  les  axes  se  déplacent 
parallèlement  à  eux-mêmes,  et  que  la  force  qui  produi- 
rait le  mouvement  de  Vorigine  passe  constamment  par 
le  centre  de  gravité  du  système. 

Ce  principe  a  donc  lieu  dans  le  cas  particulier  où  l'ori- 
gine a  un  mouvement  arbitraire  sur  la  droite  que  décrit  le 
centre  de  gravité. 

Cette  dernière  proposition  renferme,  comme  cas  très- 
particulier,  une  des  précédentes,  où  l'on  supposait  que 
l'origine  était  au  centre  de  gravité  lui-même. 

On  peut  remarquer  que  le  principe  démontré  dans  ce 
numéro  renferme  celui  du  numéro  précédent.  Il  suffit, 
pour  l'obtenir,  de  supposer  nulle  la  force  dirigée  vers  le 
centre  de  gravité. 

269.  Cas  où  le  moment  a  la  même  ■valeur  que  si  l'ori- 
gine était  immobile.  —  Les  deux  propositions  précédentes 
se  rapportent  seulement  à  l'invariabilité  des  moments  rela- 
tifs; mais  on  pourrait  ajouter  encore  la  condition  que  ces 
moments  fussent  les  mêmes  que  si  l'origine  restait  ea 
repos.  Voyons  s'il  est  possible  d'y  satisfaire. 

Prenons  pour  axes  fixes  des  X,y,  z  une  des  jKisî lions  des 
axes  mobiles;  soient  a,  6,  y  les  coordonnées  de  l'origine 
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mobile,  à  une  époque  quelconque.  La  somme  des  momenis, 
par  rapport  à  l'axe  des  x,  sera 

La  somme  des  moments  relatifs  à  l'axe  mobile  parallèle  au 

précédent,  sera 

On  aura  de  même  les  moments  relatifs  aux  deux  autres 
axes,  fixes  ou  mobiles. 

Or,  si  l'on  désigne  par  ;r,,y,,  z,  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité,  et  par  M  la  masse  loiale  du  système,  la 
différence  des  expressions  (a)  et  (è)  se  réduit  à 

Il  s'ensuit  que  pour  que  les  deux  expressions  {«)  et  (&) 
soient  égales,  il  faut  que  l'on  ait 

z, r,  —  -(-v-^  — 6  — ■  +6—  — 7  —  :=o. 

'  rf/       ^'  dl^^  di  dt  dt        '  dt 

Or,  on  satisfera  d'une  manière  particulière  à  cette  équation 
en  posant  séparément 

^' ^  ~  ■''' dï  ~  "'     ' 'di  di~'*"       dt      ''dt~    ' 

ou 

y,l  z,  '.'.  dSl  dy,     6 1  y  :;  dy,  ;  dz,,     ^  '.  f  ',',  d& :  df . 

En  faisant  de  même  pour  les  deux  autres  axes,  ou  voit 
qu'où  satisfera  à  toutes  les  conditions  en  posant 

o.:^:i  y.  d3.:d?.:d-i  •.:  dj:,:dy,:dz,:'.  x,'.y,:i,, 

ce  qui  exige  seulement  que  le  ceatre  de  gravité  et  l'origine 
24 
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se  meuvent  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  qui  a 
été  pris  pour  origine  fixe. 

On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  l'origine  se  meut  d'une  manière  quelconque  sur 
la  droite  décrite  par  le  centre  de  gravité  du  système,  les 
moments  relatifs  ont  (a  même  valeur  que  si  cette  origine 
restaitjixe. 

On  en  déduit,  comme  cas  particulier,  cette  autre  propo- 
sition : 

Les  moments  relatifs  à  des  axes  de  directions  constantes 
qui  se  meuvent,  et  se  coupent  au  centre  de  gravité,  sont  les 
mêmes  que  si  ces  axes  restaient  immobiles  dans  une  quel- 
conque do  leurs  posilioiis, 

270.  Conservation  des  aires,  —  Les  équations  f3)  peu- 
vent être  envisagées  sous  un  autre  point  de  vue,  et  démon- 
trent une  propriété  géométrique  remarquable  du  mouve- 
ment en  qiieslion.  En  effet,  si  l'on  considère  l'aire  conique 
décrite  par  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  dont 
les  coordonnées  sont  x,j',  z,  elle  se  projette  sur  les  plans 
coordonnés  suivant  les  aires  décrites  par  les  projections  de 
ce  rayon,  et  dont  nous  allons  calculer  les  expressions. 

Soit  9  l'angle  formé  avec  l'axe  des  y  positifs  par  la  pro- 
jection r  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  YZ,  et  qui  tourne 
de  l'axe  àes y  positifs  vers  Taxe  des  z  positifs,  ce  qui  est 
le  sen<  direct  par  rapport  à  l'aTte  des  x  positifs;  on  aura 

tangS  =  -)  les  signes  de  toutes  les  quantités  étant  pris  de 

la  manière  ordinaire. 

On  tire  de  cette  équation 

<tB     ydz  —  zdy 

cos'fl  ~         7'        ^ 
et,  comme  y  =  rcosO,  on  aura 
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Donc  j^z  —  z-dy-e&t  le  double  de  la  ^Ji (réren tielle  de  l'aire 
-décrilc  par  le  rayon  r;  elle  est  de  même  signe  que  dd,  et, 
par  conséquent,  posâtive  quand  le  mouvement  est  direot,  cl 
négative  quand  il  est  rétrograde. 

Or,  sil'axede  l'aire  plane  infiniment  petite,  décrite  dans 
l'espace,  fait  uii  angle  aigu  avec  l'axe  des  x,  la  proj«ctîon 
du  rayon  vecteur  snr  le  plan  YZ,  qui  est  d'ailleurs  un  plan 
quelconque,  aura  un  mouvement  direct;  rt  si  l'angle  est 
«btus,  ce  mouvement  sera  rétrograde  :  donnydz  —  sdy  est 
égal,  en  grandeur  et  en  signe,  au  double  de  l'aire  infint- 
Hient  peiitedécrile  dans  l'espace,  multipliée  par  le  cosinus 
de  l'angle  formé  par  Taxe  de  celle  aire  avec  l'axe  des  X  po- 
sitifs. 

Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  ),  V,  i"  Ips  sommes  des 
aires  déciiies.par  les  projections  des  rayons  vecteurs  sur  les 
,plans  coordonnés,  et  multipliées  chacune  par  la  masse  du 
point  correspondant,  les  équations  (3)  pourront  être  mises 
sous  la  forme 


l=icl,       \'=^c't,      \":=c"t, 

en -estimant  les  aîrws  à  partir'de  t-^^n. 

Ai«si,  lorsque  les  points  d'un  système  libre  ne  sont  aou- 
Biis  qu'à  leurs  actions  mulueiles,  ce  qui  comprend  les  chocs 
entre  les  divers  points  du  système;  et,  ^lus  généralement, 
lorsqu'ils  sont  soumis  à  des  forces  qui  seraient  en  équilibre 
sur  le  système  devenu  rigide,  et  lié  invariablement  à  l'ori- 
gine, ce  qui  comprend  le  cas  de  forces  quelconques  dirigées 
vers  l'origine;  la  somme  des  projections  sur  un  plan  quel- 
conque, des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  de  tous  les 
points,  multipliées  respectivement  par  les  masses  de  ces 
points,  est  proportionnelle  au  ïemps,  pourvu  que  l'on  re- 

2j£. 
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garde  comme  positives  les  aires  décrites  d'un  mouvement 
direct,  et  comme  négatives  celles  qui  sont  décrites  d  ud 
mouvement  rétrograde.  C'est  en  cela  que  consiste  le  prin- 
cipe fie  la  conseivation  des  aires.  On  volt  qu'il  ne  diffère 
que  par  la  forme,  du  principe  de  la  conservation  des  mo- 
nienls. 

274.  S'il  y  avait  deux  centres  d'action,  lors  même  que 
l'un  d'eux  serait  pris  pour  origine,  les  seconds  membreS' 
des  équations  (i)  ne  seraienlplusnuls.  Mais  l'un  d'eus  dis- 
paraîtra si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la  droite  qui  passe  par 
les  deux  centres  fixes  ;  car  on  aura 


x:y  : 


^Y-jrX  = 


Donc,  dans  ce  cas,  le  principe  a  lieu  seulement  pour  les- 
projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint 
les  deux  centres  d'action;  et  les  couples  pi'ovenant  des- 
quantiiés  de  mouvement  du  système,  décomposés  suivant 
les  trois  axes,  donneraient  un  couple  constant  suivant  l'axe 
qui  passe  par  ces  deux  points, 

272.  Plan  invariable.  —  Si  l'on  cherche  le  plan  sur 
lequel  la  somme  des  projections  des  aires  multipliées  par 
les  masses  est  la  plus  grande,  on  trouve,  d'après  les  théo- 
rèmes démontrés  dans  les  éléments,  que  les  cosinus  de» 
angles  p,  ç,  r  que  la  direction  de  son  axe  forme  avec  les- 
axes  de  coordonnées,  sont 

1 
cos/>  =    — .^^ , 


y/i'  +  y  -H  y" 
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ÏSy  =  - 


La  direction  de  ce  plan  est  donc  indépendante  du  temps,  et 
Laplace,  qui  l'a  reconnu  le  premier,  lui  a  donné  le  nom  de 
plan  invariable.  Les  équations  (3)  montrent  qu'on  pourra 
le  déterminer  si,  à  un  certain  instant,  on  connaît  les  masses 
des  différents  points  du  système,  leurs  positions  et  les 
composantes  de  leurs  vitesses.  Les  actions  mutuelles  des 
points,  et  les  chocs  qui  peuvent  survenir  entre  eux,  ne 
changent  pas  la  direction  du  plan  invariable,  puisque  les 
seconds  membres  des  équations  ne  cessent  pas  d'être  nuls. 
Il  en  est  de  même  s'il  y  a  un  centre  fixe  d'action,  ou  un 
point  fixe,  pourvu  qu'on  le  prenne  pour  origine. 

On  voit  que  ce  plan  n'est  autre  chose  que  celui  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement;  et  toutes  les  pro- 
positions qui  ont  été  établies  pour  ce  dernier  s'applique- 
ront identiquement  à  l'autre.  Nous  nous  dispenserons  de 
les  rappeler,  et  nous  renverrons  pour  beaucoup  d'autres 
détails  intéressants  aux  Traités  spéciaux,  et  surtout  aux 
Ouvrages  de  W.  Poînsot. 

273,  Application  au  système  du  monde.  —  En  consi- 
dérant le  soleil,  les  planètes  et  les  satellites  comme  solli- 
cités seulement  par  leurs  actions  mutuelles,  le  centre  de 
gravité  de  ce  système  se  meut  uniformément  en  ligne  droite, 
avec  une  vitesse  qui  dépend  de  celles  qui  ont  été  imprimées 
à  tous  ces  corps,  lorsqu'ilsont  été  abandonnés  à  eux-mêmes. 
Comme  nous  ne  connaissons  aucun  point  fixe,  si  nous  vou- 
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Ions  prendre  une  origine  des  aires  qui  donne  pour  le  plau 
du  maximum  des  aires  une  direction  invariable,  il  faul 
choisir  un  poinl  qui  se  meuve  paratlèlemenl  à  la  droite- 
que  décrit  le  centre  de  gravité  ;  et  comme  celte  dr( 


pas  connue. 


il  faudra  choisir  le  centre  de  gravité  lui 


Le  plan  du  couple  résultant  des  quantités  du  mouvement 
relatives,  ou,  en  d'autres  termes,  celui  du  maximum  des 
aires  relatives,  pourra  se  déterminer  à  une  époque  quel- 
conque ;  et  comme  il  sera  toujours  le  même,  si  l'on  y  rap- 
porte tous  les  points  du  système,  il  pourra  servir  à  com- 
parer les  observations  astronomiques  faites  aux  époques  les 
plus  éloignées. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  ce  plan,  étant  indépendant 
de  la  grandeur  des  actions  mutuelles,  ne  changerait  pas, 
lors  même  que  la  loi  d'attraction  de  la  matière  varierailî- 
il  est  aussi  indépendant  des  changements  qui  peuvent  sur- 
venir dans  la  figure  des  corps  célestes,  parte  qu'ils  pro- 
viendront toujours  de  forces  égales  deux  à  deux  et  de  sens 
contraire.  Les  panies  liquides  ou  gazeuses  pourraient  se 
lier  invariablement  à  la  partie  solide  d'une  planète;  les 
planètes  pourraient  se  lier  entre  elles  ou  se  choquer  d'une- 
manière  quelconque;  elles  pourraient  être  brisées  par  des. 
explosions,  sans  que  ce  plan  fût  dérangé. 

Il  resterait  encore  le  même  si  l'on  supposait  tous  les 
c<»ps  dtt  système  sollicités  par  des  forces  paraltèles  el  pro- 
portionnelles aux  masses;  car  les  mouvements  rapporté» 
à  trois  axes  menés  par  le  centre  de  gravité  dans  des  dircc- 
tifflisconstaftlcs,  no  seraient  pas  altérés;  et,  par  conséquent, 
les  aires  projetées  sur  ces  plans  resteraient  les  mèmes- 

ÉQUATION    DES    FORCES    VIVES- 

274,  Cette  équation  s'obtient  en  considérant  un  déplace- 
ment virtuel  particulier,  qui  n'est  pas  toujours  rompatible 
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avec  les  liaisons  du  sjstètne.  C'est  celui  <{ui  coiaciderait 
avec  le  déplacement  qui  s'opère  pendant  un  temps  infini- 
ment  petil,  dans  le  mouvement  réel  de  ce  système. 

Pour  reconnaître  quand  ce  déplacement  virtuel  est  per- 
mis, soit  L=:o  une  des  équations  de  condition  données. 
Les  déplacemeuts  virtuels  satisferont  à  l'équation 

rfL  .         rfL  ,         rfL  ,  rfL  ,   , 

dx  ily  di  dii 

et  lors  même  que  L  renfermerait  la  variable  t  implicile- 
ment,  on  ne  la  ferait  pas  varier  dans  celte  équation,  puisque 
les  déplacements  virtuels  se  rapportent  au  même  instant. 

Si  mainienant  on  désigne  par  dx^  cfy,  dz,.  ■  .,  les  ac- 
croissements infiniment  petits  que  prennent  les  coordon- 
nées pendant  le  temps  dt  dans  le  mouvement  effectif  du 
système,  l'équation  L  ^  o  devant  constamment  être  satis- 
faite, l'accroissement  de  son  premier  membre,  après  le 
temps  dt,  doit  être  nul,  ce  qui  donne,  en  supposant,  pour 
plus  de  généralité,  que  la  variable  t  y  entre  explicitement, 


rfL  ,        rfL  ,         rfL  .         (/L  ,         rfL 
dt  dx  dy  dz  d£ 


Or  ces  deux  équations  seraient  contradictoires  si  l'on 
prenait 

3x^dx,      Sr  T=dy,      Si=^dz,.  .  .  , 

,  .  .  .    .,  dL 

et  cette  équation  ne  sera  permise  qne  si   1  on  a  —  =1  o, 

quel  que  soit  (.  D'où  l'on  conclut  qu'on  peut  prendre  pour 
déplacement  virtuel  le  déplacement  infiniment  petit  que 
subissent  eu  même  temps  les  points  du  système,  en  conti- 
nuant leur  mouvement,  dans  le  cas  seulement  où  aucune 
des  équations  de  condition  ne  renferme  le  temps  d'une 
manière  explicite. 
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Supposons  donc  (ju'il  en  soil  ainsi,  et,  dans  l'équation 
générale 

faisons 

Sx  =  rfj',     Sx  =^  ''/)     ^s  =  dz,, 
il  vient 

Or  le  premier  membre  est  la  moitié  de  la  différentielle  de 

^    \  df      di'  ^  dt'i  Zi     ' 

('désignant  la  vitesse  du -point  dont  la  masse  est  m;  et  par 
conséquent  l'équation  précédente  peut  s'écrire  ainsi  : 

(■)  Ij'^m^^'^CI.dT  +  Ydr^ïdz). 

Elle  montre  que  l'accroissement  de  la  demî-soTnme  des 
forces  vives  de  tous  les  points  dans  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit,  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  quan- 
tités de  travail  des  forces  données,  développées  dans  ce 
même  intervalle.. 

275.  Lorsque  l'expression  ^  (X'^J^ +^4^'+ ^''^)  ^^^ 
la  différentielle  exacte  d'une  fonction  ç  de  x.  jr,  3,  x',  j', 
z',...,  considérées  comme  variables  indépendantes,  on. 
pourra  intégrer  les  deux  membres  de  l'équation  précédente, 
eutre  deux  époques  quelconques,  et  l'on  aura 

{2)    ^2'"'''-J^""'S=<p(^,7.^.-='.--)-t(^'.^«>^'^'..-")- 
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Ainsi,  dans  ce  cas,  l'accroissement  de  force  vive  peut  se 
déterminer  dès  que  l'on  connaît  les  positions  de  tous  les 
points,  aux  deux  époques  que  l'on  considère  ;  et  toutes  les 
fois  que  le  système  repassera  par  une  même  position,  la 
somme  des  forces  vives  reviendra  la  même. 

■Si  les  forces  X,  T,  Z  sont  nulles,  le  second  membre  de 
l'équation  (  2)  est  nul,  et  la  somme  des  forces  vives  est  con- 
stante. C'est  en  cela  que  consiste  Je  principe  de  la  conser- 
vation des  Jb  y  ces  vives. 

276.  Si  tous  les  points  du  système  sont  soumis  à  l'action 
seule  de  la  pesanteur,  on  aura 

X  =  O ,      T  =  o ,      Z  =  —gilm, 

en  prenant  l'axe  des  z  positifs  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur. L'équation  des  forces  vives  deviendra  donc,  en 
désignant  par  z,  le  z  du  centre  de  gravité  du  système,  et 
par  M  sa  masse  totale  : 


ï2-:  = 


-ïM(.,-!.). 


La  somme  des  forces  vives  ne  dépendra  donc  que  de  la 
hauteur  du  centre  de  gravité  du  système;  et  elle  redevien- 
dra la  même  toutes  les  fois  que  ce  point  repassera  par  le 
même  plan  horizontal. 

277.  Lorsque  ce  système  passe  par  une  position  où  il  se- 
rait en  équilibre  si  ses  points  n'avaient  aucune  vitesse,  on 


y  m{X3j'  +YSx  •+■  ZSz)  =  o 

pour  tous  les  déplacements  virtuels.  Et,  comme  ou  peut 
prendre 

Sx=^dx,      Sy^=dy,      Sz=:dz, 
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il  s'ensuit 

2{X<r  -i-  Ydx  +  Zdz)  =  0, 

et,  par  conséquent,  le  second  tniimbre  de  l'équation  (2), 
ayant  sa  différeatielle  nulle,  sera,  en  général,  maximum  ou 
minimum  relativement  à  toutes  les  valeurs  par  lesquelles  il 
passe  suecessivement.  Ainsi,  la  somme  des  forces  vives  du 
sjslème  obtient  ses  valeurs  maxima  ou  minîma,  lors<]«e  le 
système  passe  par  des  positions  où  il  serait  en  équilibre,  si 
ses  points  y  étaient  placés  sans  vitesse. 

278,  Nous  allons  démontrer  maintenant  que  l'espres- 
gion 

y  (X.i.K  +  Trfj  +  Zih) 

est  une  différentielle  exacte  quand  les  forces  que  l'on  y 
considère  sont  des  actions  mutuelles  entre  les  points  du 
système,  proportionnelles  aux  masses  de  ces  poinls,  et  dé- 
pendant de  leurs  distances  seulement. 

En  effet,  soient  x,  j,  z,  3f,y',  z'  les  coordonnées  de 
deux  poinls  dont  les  masses  soûl  m,  m',  et  dont  la  distance 
esty.  Leur  action  mutuelle  aura  pour  expression  nim'F, 
F  désignant  une  fonction  de  /'seulement,  et  les  trois  com- 
posantes de  l'action  exercée  par  m'  sur  m  seront,  en  la 
supposant  attraclive, 

„„'e±-^,     „m'F-^,     mm-f-yr-. 

et  les  termes  provenant  de  ces  composantes  dans 

"SiXdx  -hYdy  +  Zdi) 
seront 
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Les  termes  provenant  des  composantes  de  l'action  de  m 


■i'  seront 


„„..l'--'')''''  +  (r-j')"!r'  +  (=--' 

),&' 

/ 
on  les  rénnit,  011  a 

z'!(rf.- 

-A') 

/ 

ce  qui  se  réduit  à  —  mni'Ffff,  en  ayant  égard  à  l'équaiion 

On  aurait  trouvé  -f-  mm'FdJ  dans  le  cas  d'une  aciion  ré- 
pulsive. Ainsi,  tous  les  termes  provenant  des  actions  mu- 
tuelles des  points,  seront  des  différentielles  exactes,  quand 
ces  actions  ne  dépendront  que  de  la  distance  ei  seront  pro- 
poriionnelles  aux  masses;  el  généralement  quand  elles  se- 
ront égales  el  opposées. 

Nous  avons  démontré  précédemment  qu'il  en  était  de 
même  pour  toutes  les  forces  agissant  vers  des  centres  fixes, 
proportionnellement  à  une  fonction  de  la  distance  seule- 
menl. 

Mais  le  tbéorème  n'aurait  plus  lieu  s'il  existait  des  ré- 
sisiaiices  de  milieux  ou  de  frottement  :  les  forces  X,  Y,  Z 
dépendraient  alors,  soit  des  composantes  de  la  vitesse,  soit 
de  la  pression  contre  les  surfaces  ou  les  lignes  qui  produi- 
seot  le  frottement,  et 

ne  serait  plus  une  différeitlielle  exacte. 

Ou  observera  que  la  différentielle  —  mm'Vdf,  qui  se  rap- 
porte aux  attractions  mutuelles,  est  négative  si  ///'est  positif, 
et  positive  si  df  e&l  négatif.  Donc  les  attractions  mutuelles 
donnent  un  accroissemenl  dans  la  somme  des  forces  vives 
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quaud  les  poinis  se  rapprocheni,  et  une  diminution  quand 
ils  s'éloignent.  De  même,  si  les  actions  sont  répulsives,  la 
sommi;  des  forces  vives  croîtra  si  les  points  s'éloignent,  et 
décroîtra  s'ils  se  rapproclienl. 

279.  La  somme  des  forces  vives  n'est  pas  altérée  par  le 
choc  des  points  du  système  entre  eux,  lorsque  les  corps  qui 
se  choquent  repassent  après  la  compression  par  les  mêmes 
états  que  pendant  qu'elle  s'opérait,  et  que  la  force  répul- 
sive qu'ils  exercent  l'un  sur  l'autre  est  la  même  pour  les 
étais  semblables;  car  alors  on  a  des  actions  mutuelles  qui  ne 
dépendent  que  des  distances  des  points  entre  lesquels  elles 
ont  Heu. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même,  comme  nous  allons  le  voir, 
quand  les  corps  qui  se  choquent  ne  satisfont  plus  à  cette 
condition,  c'est-à-dire  quand  ils  ne  sont  plus  parfaitement 
élastiques. 

280.  Perte  de  forces  vives  prodiùle  par  le  choc.  —  Sup- 
posons queles  corps  qui  se  choquent  soient  entièrement 
dénués  d'élasticité,  el  désignons  par  a,  b,  c  les  composantes 
de  la  vitesse  du  point  quelconque  m  avant  le  choc,ct  par  A, 
B,  C  leurs  valeurs  après  le  choc  qui  a  lieu  entre  des  parties 
quelconques  du  système. 

D'après  le  principe  de  d'Alembert,  que  nous  avons  dé- 
montré applicable  aux  forces  instantanées,  il  devra  y  avoir 
équilibre  entre  les  forces  de  choc,  qui  sont  deux  à  deux 
égales  et  directement  opposées,  et  celles  dont  des  compo- 
santes seraient  exprimées  pour  chaque  point  par 

dx  dy  di 

~        "dt'  rfî  '  di' 

ou,  d'après  les  notations  précédentes,  par 

m(û-A),     m{l,-n),     m{c~C). 
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Or,  en  appliquant  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  on 
obtiendra  une  équation  indépendante  des  forces  inconnues 
que  produit  le  choc,  si  l'on  prend  pour  déplacement  virtuel 
celui  qui  s'opérera  réellement  après  que  le  clioc  sera  ter- 
miné. En  effet,  les  corps  cesseront  d'agir  l'un  sur  l'autre 
lorsque  leur  vitesse  sera  devenue  la  même  dans  le  sens  de 
la  normale  commune;  donc  alors  les  moments  virtuels  des 
deux  forces  égales  et  contraires  seront  égaux  et  de  signes 
différents  ;  il  est  donc  inutile  d'y  avoir  égard  dans  la  somme 
totale,  et  l'on  aura  l'équation 

^,„[[a  ~  A)d:c  ^  {b  -B)dj  +{c  +  C)<lz]  =  o. 

Or 

di:  =  A<lt,      d/=  Bdl,      elz=  Cdt; 

donc 

^»i (o A -f- èB  +  cC  —  A'.  —  B^  —  C)  =  o. 

Soient 

a=-)-  t'  +  c'  =  i.'.       A'  -i-B'  +  C"  =  V', 
(„_A)=-4-(i-B)=+.{c-C)=  =  < 
d'où 


l'équation  précédente  devient  alors 

ce  qui  prouve  qu'il  y  a  une  perte  de  force  vive,  égale  à  la 
somme  des  forces  vives  relatives  aux  vitesses  perdues.  Cette 
proposition  est  connue  sous  le  nom  de  lïiéoréme  de  Carnol, 
L'auleur  l'a  étendu  au  cas  où  les  corps  qui  se  choquent 
ont  un  degré  quelconque  d'élasticité;  mais  la  difficulté  de 
connaître  exactement  ce  degré  en  rend  l'emploi  presque 
impossible,  dans  l'état  actuel  de  la  science.  Pour  qu'on  en 
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pût  faire  usage  avec  quelque  confiance,  il  faudrait  faî 
de  nombreuses  expériences ,  dont  on  ne  s  est  pas 
occupé. 

La  perte  de  forces  vives  étant  Vmii''  dans  le  cas  de  corps 

sans  élaslicilé,  si  l'on  considère  le  système  immédiatement 
avant  et  après  le  clioc,  les  points  n'ont  pas  changé  sensible- 
ment de  position.  En  désignant  donc  par  x,y^  z,  x',. . . , 
les  coordonnées  de  ces  points,  au  moment  où  les  corps 
viennent  en  contact,  l'équation  {2)  deviendra,  en  ayant 
égard  à  la  perle  instantanée  de  forces  vives, 


(31 


Les  équations  {2)  et  (3)  sont  très-utiles  dans  le  calcul  de 
l'effet  des  machines.  Nous  nous  bornerons  à  en  indiquer 
cette  application,  dans  les  détails  de  laquelle  nous  ne  pou- 
vons entier. 

281,  L'équalion(a)  prend  une  forme  remarquable  quand 
on  y  introduit  les  vitesses  des  points  par  rapport  au  centre 
de  gravité  du  système. 

En  et  (et,  soient  .r,)-,  z  les  coordonnées  d'un  quelconque 
de  ces  points  par  rapport  à  des  axes  fixes;  ^,  fl,  C  celles  du 
même  point  par  rapport  au  centre  de  gravité  :  on  aura 

x  =  ^,  +  ^,      j=j,-H^,      z  =  t,  +  i; 
et,  par  suite, 


X  désigne  par  u  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  jwr  V 


Hosted  by 


Google 


CHAPITRE  XIX.  383 

les  vitesses  dans  le  mouvement  par  rapport  au  centre  de 
gravité,  et  que  l'on  observe  que  l'on  a 

"^ di'^^'    Zd" dt ~ "'    Zi"' di ~~ **' 

on  obtiendra,  en  représentant  par  M  la  masse  totale  du 
système, 

(4)  2 '"'=2'"^' +»•"■■ 

L'équation  (2)  donne  ainsi 

=  -(";— "'i  +  ït'^./.'!.^'.-")— -pf^-j^ï.,-»^'., ■•)■ 

282.  Ou  peut  encore  faire,  au  sujet  du  centre  de  gravité, 
une  remarque  qui  est  souvent  utile.  Le  mouvement  de  ce 
point  étant  le  même  que  si  toute  la  masse  y  était  réunie,  et 
que  toutes  les  foi-ces  y  fussent  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes,  on  obtiendra  des  propriétés  du  mouvement 
du  centre  de  gravité  d'un  système,  au  moyen  des  propriétés 
du  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  des  forces 
données. 

En  considérant  eu  particulier  l'équation  relative  à  la 
force  vive  d'un  point  matériel,  et  employaut  les  mêmes  no- 
tations que  ci-dessus,  on  obtiendra 

{5)  ^  rf.  M  v'  =  (te,  ]^  X  +  <r,  2  Y  +  (/s,  ^Z , 

équation  qui  peut  servir,  dans  bien  des  cas,  à  donner  im- 
médiaiemenl  l'expression  de  la  vitesse  u  du  centre  de  gra- 
vité. Nous  allons  en  faire  usage  ici  pour  démontrer  une 
propriété  remarquable  du  centre  de  gravité  d'un  système. 


L'équation  (1)  donne,  en  y  remplaçant  >ff 
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leur,  tirée  de  l'équation  (4), 

~  d.'^mY'  +  -  d.M^'  ='ScS.tlx  -hYdy  -\-  Zt/s). 

Or,  si  l'on  désigne  par  '(,  n,  ^  les  coordonnées  par  rap- 
port à  des  axes  parallèles  à  ceux  des  3^,^,  z,  et  passajit  par 
le  ceuire  de  gravité  du  système,  on  aura 

et,  par  suite, 

dx  ^=  dxi  +  (^ ,       dy  ^  dy,  -\-  dii,       dz  =  dz,  -+■  rfÇ, 

et   l'équation   précédente    devient,    en    vertu    de    l'équa- 
tion (5), 

^d.'^mV'=='^{lLdl-hYdn  +  Zdt), 

c'est-à-dire  que  l'équation  des  forces  vives  a  lien,  par  rap- 
port au  centre  de  gravité,  comme  si  c'était  un  point  fixe. 

283.  Équation  des  forces  vives  dans  le  moufement 
relatif.  —  Considérons  maintenant  le  mouvement  du  sys- 
tème par  rapport  à  des  axes  mobiles.  Ce  mouvement  est 
identique  à  un  certain  mouvement  absolu  que  prendrait  le 
système,  sous  les  conditions  déiinies  dans  le  n''2o4,  et  nous 
pouvons  appliquer  à  ce  dernier  ce  qui  vient  d'être  démontré 
pour  tout  mouvement  absolu. 

Ainsi  d' abord, /orjy lie  les  équations  de  condition  ne  ren- 
fermeront pas  explicitement  le  temps,  l'accroissement  de 
la  demi-somme  des  forces  vives  relatives,  dans  un  temps 
infiniment  petit,  sera  égal  à  la  somme  des  quantités  de 
travail  des  forces  relatives  dans  le  même  intervalle. 

Rappelons-nous  maintenant  que  les  forces  relatives  se 
composent  des  forces  données  et  des  forces  fictives.  Ces 
dernières  consistent  d'abord  dans  les  forces  d'inertie  qui 
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seraient  développées  par  chaque  point  du  système,  si  on 
le  liait  aux  axes  mobiles,  et  ensuite  à  des  forces  perpendi- 
culaires aux  vitesses  relatives,  et  dont  le  travail  est,  par 
conséquent,  nul. 

D'où  l'on  voit  que  l'équation  des  forces  vives  a  lieu 
dans  le  mouvement  reladf,  poiuvii  <ju  on  joigne  aux  forces 
données  les  forces  d'inertie  de  chaque  point, 'supposé  lié 
aux  axes  mobiles,  à  Vinstant  que  Von  considère  ;  ou, 
d'après  les  dénominations  employées  par  M.  Coriolis, 
pourvu  qu'on  joigne  auxforces  données  des  forces  égales 
et  opposées  aux  forces  d'entraînement  pour  chacun  des 
points  du  système. 

Toutes  les  propositions  que  nous  avons  établies  sur  les 
forces  vives  dans  le  mouvement  absolu,  se  trouvent  donc 
applicables  au  mouvement  relatif,  au  moyen  de  l'introduc- 
tion de  ces  forces  d'inertie  fictives;  et  il  est  inutile  d'en 
reproduire  les  énoncés, 

N,  B.  —  Il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  le  mouvement 

absolu,  qui  est  identique  avec  le  mouvement  relatif,  les 
équations  de  liaison  ne  sont  autre  chose  que  les  proposées 
exprimées  au  moyen  des  coordonnées  relatives,  dans  les- 
quelles on  substitue  à  ces  dernières  les  coordonnées  abso- 
lues prises  dans  le  système  des  axes  fixes  que  l'on  a  choi- 
sis; que  l'état  initial,  dans  ce  système,  est  identique  à 
l'état  initial  relatif  aux  axes  mobiles;  enfin,  que  les  forces, 
tant  données  que  fictives,  que  l'on  considère  dans  ce  mou- 
vement absolu,  sont  exprimées  au  moyen  des  coordonnées 
qui  s'y  rapportent,  de  la  même  manière  que  le  sont,  au 
moyen  des  coordonnées  relatives,  les  forces  réellement 
données  et  les  forces  fictives  considérées  dans  chaque  posi- 
tion du  système  proposé. 
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LA    STABILITÉ    EE    L'ÊQriLlBRE    d'uh   SYSTEME 
DE    POISTS. 

284.  L'équation  des  forces  vives  peut  être  appliquée  à 
une  quesiion  intéressante,  celle  de  la  stabilité  de  l'équi- 
libre des  systèmes. 

Lorsqu'un  système  de  points  est  en  équilibre,  et  qu'on 
le  dfiplace  inlinimetit  peu,  d'une  manière  quelconque,  en 
l'abandonnant  ensuite  à  l'action  des  mêmes  forces,  il  arrive 
de  deux  choses  l'une  ;  ou  les  déplacements  successifs  de 
chaque  point  par  rapport  à  sa  position  d'équilibre,  restent 
toujours  très-petits;  ou  ils  peuvent  acquérir,  au  bout  d'un 
certain  temps,  des  valeurs  linies.  On  dit,  dans  le  premier 
cas,  que  l'équilibre  est  stable;  et,  dans  le  second,  qu'il  est 
instable. 

Cela  posé,  considérons  l'équilibre  d'un  système  de  points 
assujettis  à  des  liaisons  quelconques  indépendantesdu  temps, 
et  telles,  q\ie^{X(lx-i-Ydy-\-Z'dz)  soit  la  diflerenlielle 
exacte  d'une  fonction  (f  (^,;y,  z,  x\ . . .). 

Nous  savons  que,  dans  la  position  d'équilibre,  cette 
fonction  sera,  en  général,  maximum  ou  minimum  relati- 
vement à  toutes  les  variables  indépendantes.  Or  nous  allons 
démontrer  que,  quand  elle  est  maximum,  l'équilibre  est 
subie. 

Supposons,  en  eifet,  un  système  de  points  en  équihbre, 
sous  l'action  de  forces  X,  Y,  Z,  X',. . .,  telles,  que  l'ex- 
pression 

^{l^dx  +Ydj  +  Zdz) 

soit  ia  différentielle  totale  d'une  certaine  fonction 
^{x,y,  z,x',...)  en  considérant  les  variables  1,^',  z,x',... 
comme  indépendantes.  En  vertu  du  principe  des  vitesses 
virtuelles,  la  différentielle  de  la  fonction  ^  sera  nulle  pour 
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tous  les  déplacements  infinimenl  peiils  du  système,  qui  sa- 
tisferont aux  liaisons  auxcjuelJes  il  est  assujelli.  Supposons 
fju'alors  cette  fonction  <f  soit  un  maximum  relatiïenienl  à 
toutes  les  valeurs  quVlIe  prend  dasis  ces  divers  déplace- 
ments. Désignons  par  a,  h,  c,  a',...  les  valeurs  de  X,y,  s, 
x\  .. .,  dans  la  position  d'équilibre  ;  déplaçons  cliacun  des 
points  de  quantités  extrêmement  petites,  et  communiquons- 
leur  des  vitesses  très-petites];  il  s'agit  de  démontrer  que  le 
dérangement  du  système  restera  toujours  Irès-petit,  et  que, 
par  conséquent,  l'équilibre  sera  stable. 
En  effet,  posons 

j-  =  a  -H  A,      x=^  ^^-y      i  =  C-hl,      3/7^a'  +  h',..., 

et  désignons  pariio,  v\,...  les  vitesses  très-petites  que  l'on  a 
communiquées  aux  différents  points;  l'équation  des  forces 
vives  deviendra 

Jh,  ^oï  lu,-  ■  ■  représentant  les  déplacements  primitifs  très- 
peiits,  estimés  parallèlement  aux  axes. 

Or,  puisque  la  fonction  (f[x,j,  s,  x',...)  est  maximum, 
lorsque  j;,^,  z,...  ont  des  valeurs  a,  k,  c, ,..,  les  termes  du 
premier  degré  en  h,  k,  l,...  disparaissent  dans  le  dévelop- 
pement de  <ç(a-|-/i,  è  4-A,  c-l-/,..,);  et  les  termes  du 
second  ordre,  changés  de  signe,  peuvent  se  mettre  sous 
la  furme  d'une  somme  de  carrés  de  quantités  dont  cbaque 
terme  renferme,  au  premier  degré,  l'une  des  quantités  h, 
h,  /,...,  et  qui  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  variables 
indépendantes.  Si  l'on  désigne  ces  diverses  quantités  par  s, 
5',  s",. ■•!  et  par  R  l'ensemble  des  termes  de  degrés  .supé- 
rieurs au  second,  on  aura 

<f[a-^h,  b-^-  i-,  c-i- /,..,) 

=  f{a,b,c,...}~^{s-  +  ,'^-i-s"'+...}  +  R, 

25. 
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et,  de  même, 

L't^uatioii  (i)  devient  donc 

ou,  en  représentant  par  c  la  quantité  très-petite 

=  +  .>v  +  ...~R„ 


il"---' 


Les  quantiiés  h,  k,  l,  h',...  ne  sont  pas  toutes  indépen- 
dantes, et  Ton  pourrait  en  éliminer  un  certain  nombre  au 
moyen  des  équations  qui  expriment  les  liaisons  du  système. 
Celles  qni  resteraient  entreraient  au  premier  degré  dans 
les  divers  termes  des  quaniiiés  s,  s',  s",...  dont  le  nombre 
est  le  même  que  celui  de  ces  variables  indépendantes.  Il 
suit  de  là  que  st  ces  dernières  ont  des  valeurs  Irès-peiiies, 
il  en  sera  de  même  de  s,  s',  s",...,  et  réciproquement.  Il 
suffit  donc  de  démontrer  que  s,  s',  s",...  resteront  constam- 
ment très-petites  pour  qu'il  en  résulte  que  les  déplacements- 
des  points  du  système  restent  eux-mêmes  très-petits,  et 
que,  par  conséquent,  l'équilibre  est  stable. 

Or,  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  étant  essen- 
tiellement positif,  il  en  sera  constamment  de  même  du- 
second;  et  il  est  facile  d'en  conclure  que  chacune  des 
quantités  s',  s",...  restera  toujours  inférieure  à  c.  Eo 
eiïei,  d'après  la  valeur  de  t-,  chacune  des  quantités**,  .?'*,... 
est  d'abord  moindre  que  c;  elles  varient  ensuite  d'une 
e  continue.  Supposons  qu'il  puisse  arriver  alors  que- 
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l'une  d'elles,  par  exemple  .?',  devienne  égale  à  c,  et  ce  sera 
la  pliis  grande  de  toutes  ;  elle  sera  encore  très  peiite,  et  il 
€n  sera  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  toutes  les  auires. 
Donc  A,  k,  /,...  seront  aussi  Irès-pelils,  et  la  quantité  R 
sera  incomparablement  m.oîndre  que  chacune  des  quan- 
tités s*,  i",....  Donc  l'hypothèse  s' ^  c  conduirait  à  ce 
résultat  absurde,  que  le  second  membre  de  l'équation  (a) 
serait  négatif.  Les  quaiililés  s,  s',  /,...  restant  donc  tou- 
jours inférieures  à  i/c,  et,  par  conséquent,  irès-petiles,  il 
en  sera  de  même  des  déplacements  h,  k,  /)-..,  et  l'équilibre 
sera  stable. 

Lorsque  la  fonction  ^(o.',^,  z,  x',,,.)  est  un  minimum, 
on  ne  peut  faire  des  raisonnements  analogues  pour  démon- 
trer l'instahililé  de  l'équilibre,  et  il  faut  examiner  spéciale- 
ment chaque  cas  particulier. 


*    DE    LA    MÊME    ÉQtJATIOH    AU    CALCUL    DE    L  EFFET 
DES    MACHIIJES. 

285.  Les  machines  ne  sont  généralement  utiles  que  lors- 
qu'elles sont  en  mouvement,  cl,  dans  ce  cas,  elles  ont  pour 
objet  de  surmonter  certaines  résistances,  el  de  faire  moti- 
voir  leurs  points  d'application  de  telle  sorte,  que  leurs  dé- 
placements, estimés  suivant  la  direction  de  ces  forces  qu'il 
faut  vaincre,  soient  en  sens  contraire  de  leur  action;  on 
donne  à  ces  forces  le  nom  He  forces  résistantes.  Celles  que 
l'on  emploie  pour  produire  le  mouvement  se  nomment 
forces  mouvantes. 

Le  plus  ordinairement,  une  machine  n'est  susceptible  de 
prendre  que  deux  mouvements  différents,  opposés  l'un  à 
l'autre,  el  dans  lesquels  la  position  d'un  seul  point  déter- 
mine celle  de  tous  les  autres.  Une  seule  équation  suffit  donc 
pour  déterminer  la  loi  de  ce  mouvement,  dès  qu'on  con- 
naît le  sens  dans  lequel  il  a  lieu;  et  la  plus  commode  à 
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employer  est  celle  des  forces  vives,  Cette  équation  est 

les  sommes  2  Ju  premier  membre  s'étendant  à  tous  les 

points  du  système,  et  la  somme  ^  du  second  se  rapportant 

à  toutes  les  forces,  soit  mouvantes,  soit  résistantes,  qui  y 
sont  appliquées.  L'intégrale  du  second  membre  est  prise 
entre  deux  limites  quelconques,  et  f'o  et  c  sont  les  vitesses- 
du  point  dont  la  masse  est  m,  relalivemeni  à  ces  limites. 

Les  forces  dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z  se  par- 
tagent naturellement  en  deux  classes.  Désignons  parPl'une 
quelconque  des  forces  mouvantes,  et  par  dp  le  déplace- 
ment inûnimenl  petit  de  son  point  d'application,  estimé 

dans  le  sens  de  cette  force;  ^^dp  sera  la  partie  de 

correspondante  aux  forces  mouvantes.  Soient  de  même  Q 
l'une  quelconque  des  forces  résistantes,  et  d^  le  déplace- 
ment de  son  point  d'application  estimé  dans  le  sens  de 
cette  force  et  abstraction  faite  de  tout    signe;   la    partie 

correspondante  aux  forces  résistantes  sera  — ^jQ'^'?'  ^' 
Téquation  (i)  potïrra  se  mettre  sous  la  forme 


M 


12— -J2;-:=/2-*-/2-*- 


286.  Toute  force  peut  être  remplacée  par  un  poids  sus- 
pendu par  un  fil  dont  une  extrémité  sera  fixée  au  point 
d'application  de  la  force,  et  dont  la  direction,  h  partir  de 
ce  point,  coïncidera  avec  celle  de  celte  force,  par  le  moyen 
d'une  poulie  de  renvoi.  Si  l'on  fait  cette  substitution  à  la 
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force  P,  lorsque  la  machine  se  déplacera  infiniment  peu, 
le  poids  égal  à  P  descendra  de  la  quamilé  dp  qui  désigne 
la  projection  du  déplaeemenl  de  l'eslrémilé  du  fil  sur  la 
direction  de  ce  fil.  Si  l'on  agit  de  même  pour  une  quel- 
conque des  forces  Q,  dq  exprimera  la  quantilé  dont  s'élè- 
vera le  poids  égal  à  Q  pendant  que  le  poids  P  s'est  abaissé 
â^dp. 

Ainsi,  en  supposant  d'abord  toutes  les  forces  conslantes, 
l'équalion  (2)  exprime  que  l'accroissement  de  la  demi- 
somme  des  forces  vives  du  système  entre  deu:i  époques 
quelconques,  est  égale  à  la  somme  des  produits  des  premiers 
poids  par  les  hauteurs  respectives  dont  ils  se  sont  abaissés, 
moins  la  somme  des  produits  des  seconds  poids  par  les 
hauteurs  dont  ils  se  sont  élevés. 

Nous  désignerons,  avec  M.  Coriolis,  par  quantité  de 
travaille  produit  d'un  poids  par  la  hauteur  dont  il  a  été 
élevé  ou  abaissé,  et,  généralement,  le  produit  d'une  force 
quelconque  par  la  projection  du  déplacement  de  son  point 
d'application  sur  la  direction  de  cette  force.  Si  la  force 
varie  d'intensité,  on  décompose  le  mouvement  en  parties 
infiniment  petites;  les  quantités  de  travail  élémentaires 
qui  leur  correspondent  dépendent  de  la  loi  que  suit  la  va- 
riation de  la  force,  et  l'intégrale  qui  en  exprime  la  somme 
est  la  quantité  de  travail  relative  au  déplacement  du  point 
d'application  de  cette  force. 

Si  l'on  désigne  par  travail  moteur  celui  qui  se  rapporte 
aux  forces  mouvantes,  et  par  travail  résistant  celui  qui  se 
rapporte  aux  forces  résistantes,  l'équation  (2)  exprime  que, 
quand  le  système  passe  d'une  position  à  une  autre,  l'ac- 
croissemeot  de  la  demi-somme  des  forces  vives  est  égal  à 
l'excès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant. 

287.  Si  l'on  considère  la  machine  à  partir  de  l'instant 
où  elle  était  en  repos,  on  a  ('„  ^  o,  et  l'équalion  {2)  de- 
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le  second  membre  est  donc  toujours  positif,  et  par  consé- 
quent le  travail  moteur  surpasse  toujours  le  travail  résis- 
tant. Us  seront  égaux  lorsque  la  machine  reviendra  au  re- 
pos. Si  le  mouvement  de  la  machine  devient  uniforme,  ce 
qui  est  ordinairement  le  plus  avantageux,  et  qu'on  ne  le 
considère  qu'après  que  l'uniformité  est  établie,  le  premier 
membre  de  l'équation  (2)  est  nul,  et,  par  conséquent,  le 
second  l'est  aussi  :  d'où  l'on  conclut  que,  dans  un  inter- 
valle de  temps  quelconque,  le  travail  moteur  est  égal  au 
travail  résistant.  Maïs,  comme  ce  dernier  se  compose  du 
travail  que  l'on  avait  en  vue  de  produire  et  qu'on  nomme 
le  travail  utile,  plus  le  travail  correspondant  aux  frotte- 
ments, aux  résistances  des  milieux,  à  la  communication 
du  mouvement  aux  corps  environnants,  etc.,  il  en  résulte 
que  dans  toute  machine  on  est  obligé  de  dépenser  plus  de 
travail  que  l'on  n'en  produit.  La  meilleure  n'est  que  celle 
où  l'on  en  perd  le  moins;  et  l'avantage  des  machines  en 
mouvement  n'est  que  de  transformer  le  travail,  mais  non 
de  l'augmenter. 

Lorsque  les  vitesses  sont  devenues  constantes,  il  doit  y 
avoir  équilibre  entre  toutes  les  forces,  et,  en  effet,  l'équa- 
tion 

donne,  en  la  diii'érentiant, 

équation  qui  sera  satisfaite  si  le  système,  quel  qu'il  soîl, 
est  en  équilibre,  et  qui  en  est  la  i-ondition  suflisanle,  s'il 
est  à  liaison  complète. 
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28S.  Lorsqu'on  veul  évaluer  le  travail  correspondant  au 
frottemeitt  d'un  corps  en  mouvement,  et  que  le  contact  n'a 
pas  lieu  en  un  point  constant  de  ce  corps,  il  no  faut  pas  re- 
garder la  force  de  frottement  comme  appliquée  au  point  où 
le  contact  s'opère,  et  prendre  la  distance  de  deux  points  de 
contact  consécutifs  comme  l'espace  parcouru  par  le  point 
d'application  de  la  force.  Il  faut,  pour  faire  usage  du  prin- 
cipe des  forces  vives,  que  les  forces  soient  appliquées  aux 
mêmes  points  matériels  pendant  ce  temps  très-court  relatif 
aux  déplacements  dx,  dj,  dz.  Or,  la  force  de  froltcment 
étant  tangente  au  corps,  peut  être  considérée  comme  ap- 
pliquée au  même  point  de  ce  corps,  pendant  un  temps  irès- 
court,  en  négligeant  une  distance  infiniment  petite  du  se- 
cond ordre.  On  devra  donc  prendre,  dans  l'évaluation  du 
travail  élémentaire  dû  à  un  frottement,  le  produit  de  la 
force  de  frottement  par  la  projection  du  déplacement,  dans 
l'espace,  du  point  du  corps  qui  était  au  contact  à  l'instant 
que  l'on  considère, 

289.  S'il  y  a  des  chocs  entre  certaines  parties  de  la  ma- 
chine ,  que  nous  supposerons  que  l'on  puisse  regarder 
comme  sensiblement  dénuées  d'élasticité,  il  y  aura  instan- 
tanément une  perte  de  force  vive,  représentée  par  la  somme 
des  forces  vives  dues  aux  vilesses  perdues  par  tous  les  points 
du  système.  Si  l'on  représente  par  u  celte  vitesse  pour  la 
masse  quelconque  m,  les  intégrales  du  second  membre  de 
l'équation  {2)  n'ayant  pas  varié  sensiblement  pendant  la 
durée  du  choc,  on  aura,  en  désignant  par  v  la  vitesse  de  la 
masse  m  après  le  choc, 

de  sorte  que,  pour  maintenir  les  vitesses  c  à  des  valeurs 
déterminées,  on  sera  obligé  de  dépenser  une  quantité  de 
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travail  plus  grande  de  -  Vm«'  :  il  est  donc  utile  d'éviter 
les  chocs  autant  que  po^.sible. 

290.  Lorsque  le  mouvement  de  la  machine  n'est  pas 
uniforme,  il  faut  du  moins  qu'il  soit  périodique.  Dans  ce 
cas,  si  les  intégrales  qui  entrent  dans  l'équation  (2)  se  rap- 
portent à  un  nombre  cnlier  de  périodes,  on  a  c  :=  f^,,  et, 
par  conséquent,  le  travail  moteur  est  égal  au  travail  résis- 
tant, comme  sî  le  mouvement  était  uniforme",  et,  récipro- 
quement, si  ces  deus  quantités  de  travail  sont  les  mêmes 
dans  l'intervalle  qui  s'écoule  entre  deux  positions  iden- 
tiques quelconques  du  système,  les  vitesses  redeviennent 
les  mêmes  après  cet  intervalle,  et  le  mouvement  est  pério- 
dique. Mais  il  ne  suffit  pas  d'obtenir  une  même  quantité 
de  travail,  il  est  presque  toujours  très-important  que  ce 
travail  soit  produit  uniformémenl.  Il  est  presque  impos- 
sible de  parvenir  à  une  uniformité  rigoureuse,  mais  on 
peut  rendre  à  peu  près  insensibles  les  changements  de  vi- 
tesse pendant  le  cours  d'une  période.  Le  moyen  qu'on  em- 
ploie le  plus  ordinairement  consiste  à  inlroduire  dans  le 
système  une  masse  assez  considérable,  à  laquelle  on  donne 
le  nom  de  volant,  et  dont  l'effet  est  de  diminuer  les  varia- 
tions de  vitesse  correspondantes  aux  variations  de  la  difle- 
rence  entre  le  travail  moteur  et  le  travail  résistant.  Pour 
que  le  volant  charge  moins  les  supports,  îl  est  utile  qu'il 
ait  la  moindre  masse  possible,  et  pour  cela  on  lui  donne 
la  forme  d'une  roue  dont  la  masse  est  presque  tout  entière 
à  la  circonférence.  Si  l'on  désigne  par  (o  sa  vitesse  angu- 
laire, la  somme  des  forces  vives  de  ses  points  pourra  être 
représentée  par  fiw',  fx  étant  une  constante  dont  il  sera 
facile  de  déterminer  la    valeur,  de  quelque  manière  que 

soit  répartie  la  masse  du  volant.  Soit  ^mc'  la  somme  des 
forces  vives  de  toutes  les  autres  parties  de  la  machine,  et 
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désignons  par  ut'  et  c'  les  valeurs  de  a)  et  f  à    une   môme 
époque;  l'équaiion  (a)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


:«''' 


Prenons  pour  les  deux  limites  des  époques  telles  qu'il  y  ait 

le  plus  de  différence  possible  entre   I  Vprfp  et  V  I  Qdq; 

il  est  facile  de  voir  que  ce  sont  celles  où  les  forces  seraient 
en  équilibre  sur  la  macbine  :  car,  à  ces  deux  époques,  les 
élémenls  de  l'iatégrale  qui  forme  le  second  membre  cban- 
genl  de  signe.  Il  en  résulte  que  ces  époques  sont  aussi 
celles  du  maximum  et  du  minimum  des  vitesses.  Or,  plus  fx 
sera  grand,  moins  il  faudra  que  w  et  w'  soient  différents, 
ainsi  que  i"  et  ^'',  pour  que  le  premier  membre  soit  égal  au 
second;  et  l'on  peut,  dans  chaque  cas,  déterminer  le  volant 
de  manière  que  les  changements  de  vitesse  soient  compris 
dans  des  limites  suffisamment  petites. 
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CHAPITRE  XX. 

PRINCIPE  DE  Là  MOINDRE  ACTION. 


291 .  Nous  déduirons  enoorc  de  la  formule  générale  tirée 
du  principe  de  d'Alembert,  une  proposition  qui  a  eu  une 
grande  célébrité,  surtout  par  le  vague  un  peu  mystérieux 
dont  son  auteur  l'avait  entourée.  Cette  proposition  n'a  lieu 
que  dans  les  systèmes  pour  lesquels  l'équation  des  forces 
vives  subsiste.  Il  consiste  en  ce  que  si,  pour  chaque  point 
du  système,  on  intègre  entre  deux  époques  arbitraires  le 
produit  de  sa  quantité  de  niouvement  par  l'élément  de  la 
courbe  qu'il  décrit,  la  somme  de  toutes  ces  intégrales  est 
un  minimum;  c'est-à-dire  qu'elle  est  moindre  que  si,  par 
de  nouvelles  liaisons,  on  assujetti ssail  ces  points  à  suivre 
de  nouvelles  courbes,  entre  les  deux  mêmes  positions 
extrêmes  que  l'on  considère,  et  sous  l'influence  des  mêmes 
forces. 

Pour  le  démontrer,  il  faut  faire  voir  que  la  variation  de 
cette  somme  est  nulle  quand  on  fait  varier  infiniment  peu 
les  points  de  ces  courbes  en  leur  laissant  les  mêmes  extré- 
mités; car  il  est  évident,  par  la  nature  de  cette  somme, 
qu'en  général  elle  ne  peut  avoir  une  valeur  maximum,  et 
que,  par  conséquent,  en  exceptant  des  cas  très-particuliers, 
elle  aura  une  valeur  minimum. 

Or  on  a 

S  J'^m.d,^J-^mS{.ds)=  J'omis.. d.-i-.Sds). 
Pour  calculer  la  première  partie,  remplaçons  ds  par  velt, 
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dt  se  rapportant  au  mouïeinent  qui  a  réellement  lieu  ;  nous 
aurons 

et,  par  suite, 

Mais  ou  a,  en  désignant  par  C  unequairtîté  constat! le, 

et  la  forme  du  second  membre  sera  la  même  pour  tous  les 
mouvements  que  Ton  considère,  puisque  les  forces  restent 
les  mêmes.  Si  donc  on  prend  la  variation  des  deux  membres, 
ou  aura 

et,  d'après  l'équalion  générale  du  mouvement,  cetie  der- 
nière expression  est  égale  à 

jLà      \  rW  dC     ■'         dp       j 

On  aura  donc 

Pour  calculer  la  seconde  partie,  nous  observerons  que 
l'équalion 

ds^  ^^  dx-  -+-  liî  '  +  dz^ 

donne 

ds5ds  =  lUSdx  +  dySdy  +  diSdz, 


Hosted  by 


Google 


AgO  DU    MOOVEMEKT    PRODUIT    PAR    LES    FORCES. 

ei,  parsuile, 

dt  de       "^         dt 

Donc 

ei,  en  réunissanl  les  deux  parties  de  la  \arialion  de 
Vmt^dj,  il  vient 

Si  maintenaDt  on  intègre  les  deux  membres,  on  aura 

mais,  aux  deux  limites  de  i'itilégrale,  les  variations  cî.r,  oy, 
§z  sont  nulles,  puisque  les  extrémités  des  courbi-s  décrites 
restent  les  mêmes  :  donc  le  second  membre  est  nul ,  et  l'on  a 


,/2. 


comme  il  fallait  le  démontrer. 
D'où  l'on  conclut  c(ue  l'intégrale 

/2-.  ™  /2««' 

est  un  minimum  dans  le  mouvement  du  système. 

292.  Si  les  points  ne  sont  soumis  à  l'action  d'aucune 
force,  on  a 

A  étant  constant. 
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/2" 


V(— ^(  +  Ci  =  A((- 


(  et  ((  étant  les  valeurs  du  temps  aux  deux  limites;  etj 
comme  rinlégrale  est  un  minicnum,  il  s'ensuit  qu'il  en  est 
de  même  de  t  —  ?i,  et  que,  par  conséquent,  le  système 
passe  d'une  position  à  une  autre  dans  moins  de  temps  que 
si  l'on  introduisait  de  nouvelles  liaisons  quelconques. 

Si  l'on  considère  un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  fixe,  sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune  force, 
sa  vitesse  est  coiistanie  ;  et  le  temps  qu'il  met  à  passer  d'un 
point  à  un  autre  étant  un  minimum,  il  s'ensuit  que  la  lon- 
gueur de  la  ligne  parcourue  est  aussi  minimum, 
nous  l'avons  déjà  démontré  d'une  autre  manière. 
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CHAPITRE  XXI. 

QUELQUES  MOTS  SUR  DEUX  IMPORTANTES  QUESTIONS 
DE  MOUVEMENT. 


293.  L'objet  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  cet 
Ouvrage  a  été  de  montrer  comment  la  jC(e«ce  des  forces 
a  pu  devenir  ce  que  nous  avons  nommé  une  science  de 
raisonnement.  Pour  cela,  nous  avons  d'abord  établi,  au 
moyen  de  l'expérience,  les  données  fondamentales  et  les 
principes  auxquels  nous  avons  attribue  un  caraclère  de  gé- 
néraiiié  absolue.  Nous  n'avons  pas  dissimulé  que  celte 
généralité  a  quelque  cbose  d'hypothétique,  et  n'est  qu'une 
grande  probabilité,  suffisante  pour  servir  de  point  de  dé- 
part, mais  qu'il  est  bon  de  conlîrmer,  quand  cela  se  peut, 
par  l'accord  de  ses  conséquences  avec  les  faits  observés. 

En  admettant  ces  données  comme  certaines,  nous 
sommes  parvenu  par  un  enchaînement  de  propositions 
évidentes  à  ramener  toutes  les  questions  dépendant  de 
l'action  des  forces,  à  de  pures  questions  de  géométrie  et  de 
calcul  :  eu  d'autres  termes,  la  science  des  forces  a  été  ra- 
menée aux  deux  sciences  précédemment  étudiées,  celles 
des  nombres  et  de  l'étendue.  JVous  pouvions  donc  regarder 
notre  objet  comme  entièrement  rempli;  mais  nous  avons 
cru  utile  de  déduire,  de  la  formule  qui  renfermait  la  science 
entière,  certaines  propositions  générales,  intéressantes  par 
elles-mêmes  et  utiles  dans  la  solution  de  beaucoup  de  ques- 
tions importantes.  Toutefois  nous  n'avons  pasjugé  à  propos 
d'entrer  dans  le  détail  de  problèmes  particuliers,  si  utiles 
cependant  pour  l'intelligence  parfaite  des  tbéorîes  gêné- 
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raies,  mars  pour  lesquels  nous  avons  cru  devoir  renvoyer 
aux  Traités  spéciaux. 

Néanmoins,  parmi  toutes  les  questions  auxquelles  la 
théorie  générale  pouvait  être  appliquée,  il  en  est  deux 
dont  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  dire  au  moins 
quelques  mots. 

La  première  se  rapporte  au  niouvemenl  d'un  système 
rigide  composé  d'un  nombre  flni  ou  inflni  de  points,  et 
formant  ce  qu'on  appelle  un  corps  solide. 

La  seconde  se  rapporte  au  contraire  à  un  système  de 
points  libres,  sans  aucune  liaison  entre  eux,  mais  exerçant 
les  uns  sur  les  autres  des  actions  mutuelles  égales  et  de 
sens  contraire,  dirigées  suivant  la  droite  qui  les  joint. 

Cette  dernière  question  est  celle  du  mouvement  relatif 
des  planètes,  considérées  comme  réduites  à  de  simples 
points  matériels,  ce  qui  esl  suffisamment  approché, 

La  première  se  rapportera  au  mouvement  réel  de  chaque 
planète,  en  ayant  égard  à  sa  forme  et  à  ses  dimensions. 

Nous  ne  nous  proposons  que  d'indiquer  Irès-succincle- 
ment  la  marche  suivie  pour  la  solution  de  ces  deux  ques- 
tions générales,  notre  but  n'étant  toujours  que  de  faire 
connaître  l'enchaînement  des  principes  et  des  propositions 
qui  constituent  les  éléments  de  chaque  science.  Nous  nous 
occuperons  d'abord  du  mouvement  d'un  corps  solide  solli- 
cité par  des  forces  quelconques,  et  nous  le  considérerons 
dans  trois  conditions  différentes  :  nous  supposerons  en  pre- 
mier lieu,  que  deux  de  ses  points  sont  fixes,  de  sorte  qu'il 
ne  puisse  que  tourner  autour  de  la  droite  qui  les  renferme; 
nous  supposerons  ensuite  qu'un  seul  de  ses  points  est  fixe, 
et  enfin  qu'il  est  entièrement  libre. 
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CHAPITRE  XXII. 

MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE. 


294.  Considérons  un  corps  solide  dont  la  forme  et  la 
dcnsilé  en  chacun  de  ses  points  sont  données,  et  qui  est  \ié 
invariablement  avec  un  axe  fixe,  autour  duquel  il  peut 
tourner  librement.  Tous  ses  points,  ou  seulement  un 
nombre  fini  d'enire  enx,  sont  sollicités  par  des  forces  don- 
nées; et  il  s'agit  du  déicriiiiner  fe  mouvement  de  tous  les 
points  de  ce  corps,  en  sujiposanl  que  l'on  donne  les  vitesses 
initiales  de  ses  points,  ou  que  l'on  connaisse  seulement  les 
forces  iiislantanéesqui  les  ont  produites. 

Pour  cela,  on  concevra  un  plan  passant  par  l'axe  et  lié 
au  corps;  la  position  de  ce  plan  déterminera  celle  de  tous 
les  points;  et,  par  conséquent,  le  problème  se  ramène  à  la 
délermination  de  ce  plan.  Si  les  forces  données  ne  sont  pas 
comprises  dans  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  rota- 
lion,  on  pi'ut  toujours  les  décomposer  en  deux,  dont  I  une 
soie  parallèle  à  cet  axe,  et  l'autre  dans  un  plan  perpendi- 
culaire; la  première  sera  déu'oite  par  la  résistance  de  l'axe, 
et  l'on  peut  en  faire  absiraclion  dans  la  recherche  du  mou- 
vement. Nous  supposerons  donc  que  toutes  les  forces  don- 
nées agissent  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  fixe. 

D'api'ès  la  méthode  générale,  on  doit  exprimer  qu'il  y  a 
équilibre  cnire  les  forces  données  et  les  forces  d'inertie  de 
tous  les  points  du  sysiètiie.  Ces  dernières  sont,  pour  l'élé- 
ment de  masse  dm  situé  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  y,  z, 

dm,      dm,       —  dm  ; 

dl'  df  dt' 

mais  il  vaudra  mieux,  dans  le  cas  actuel,  considérer   les 
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deux  composâmes,  tangente  et  normale  :  la  première  esi 
celle  qui  donne  l'accroissement  de  vitesse,  la  seconde  est 
la  force  centripète,  et  se  trouve  délruiie  par  la  résistance 
de  l'axe,  puisque  cliaque  point  décrit  un  ajc  <lo  lerck;  dont 
le  centre  est  sur  cet  axe.  On  peut  donc  se  Ijorner  à  consi- 
dérer la  première  de  ces  forces,  qui  est  langcnie  à  l'arc 

décrit,  et  représentée  par  —-dm,  en  désignant  par  v  la 

viiesse  et  par  dm  la  masse  do  ce  point.  Si  l'on  désigne  par  r 
la  distance  de  ce  point  à  l'axe,  et  par  0  l'angle  formé  par 
le  plan  lié  au  corps,  avec  un  plan  fixe  passant  aussi  par 
l'axe,  on  aura 


Les  points  situés  à  l'unité  de  distance  de  l'axe  auront  pour 
vitesse  —,  c'est  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  angulaire  du 
système. 

Pour  la  généralité  de  ces  formules,  la  vitesse  Jevra  être 
considérée  comme  positive  lorsque  l'angle  S  cniîlra,  et  la 
force  sera  positive  quand  elle  tendra  à  faire  croître  cet 
angle.  Or  la  condition  d'équilibre  d'un  corps  solide  autour 
d'iin  axe  fixe  consiste  en  ce  que  la  somme  algébrique  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  cet  ase  soit  nulle,  en 
considérant  comme  positifs  les  moments 
tendraient,  par  exemple,  à  augmenter  l'ai 
négatifs  ceux  qui  tendraient  à  le  dimin 
désigne  par  P  l'une  quelconque  de  forces  < 
sa  distance  à   l'axe,  l'équilibre  entre  let 

forces  —  '■  -77  conduira  à  l'équation  suivi 


les 

couples  qui 

;le 

B. 

et  comi 

ne 

er. 

Si 

donc 

on 

mi 

lécf 

■■,  et  pai 

i-p 

foi 

■tes 

.  P  et 

les 

2"'' -2- 


les  sommes  se  rapportant  à  tous  les  points  du  corps. 
26. 


Hosted  by 


Google 


4o4  DU  MOUVEMENT  PRODUIT  pAb  les  forces, 

Dans  le  dernier  terme  de  celte  équation,  le  facieur  — 
peut  sortir  en  dehors  du  signe"V;  et  ce  ternie  devient 

de  Z/    '"■ 

L'équation  précédente  deviendra  donc 

rf'S_    2P/J 
de  ~  Ir'dni. 

En  général,  les  moments  des  forces  données  varieront 
avec  la  position  du  corps;  sj  ces  forces  ne  dépendent  que 
de  la  posiiion  des  points,  leurs  moments  seront  des  fonc- 
tions connues  de  6,   et  il  eu   sera  de  même    par   suite 

de  ^Pp-  Quant  à  la  somme  \r'dm  qu'on  appelle  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  î'axa,  elle  ne 
dépend  que  des  distances  invariables  des  différents  points- 
du  corps  à  cet  axe.  Nous  représenterons  cette  constante 
par  M^',  M  désignant  la  masse  totale  du  corps;  k^  sera^ 
la  moyenne  arillimétiquc  des  valeurs  de  r',  en  prenant 
les  dm  égaux.  L'équation  différentielle  du  mouvement  sera 
alors 

^  '  dt'  ~^  MA'' 

Si  ces  forces  étaient  nidles,  ^j^^  serait  nul  et  l'on  aurait 


Pour  eiR'Ctuor  l'intégration  do  l'équation  (i)  représen- 

3ns  son  second  membre  par  tJ'(Û),  elle  devient 
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iiiuhipliamles  deux  membres  par  aiiS,  et  ît 
de  la  valeur  iniliale  Sa  de  S,  on  aura 


m-f 


'j>  étant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  angulaire;  on  tirera 
■delà 


\J^f\i>: 


Si  i'oii  peut  effectuer  cette  quadrature,  ou  aura  (  en 
"fonciion  de  S;  et  la  constante  qui  s'introduira  sera  déter- 
minée en  exprimant  qu'on  a  à  la  fois 


29o.  Si  les  forces  données  sont  telles,  que  l'équalion  des 
forces  vives  ait  Heu,  elle  conduira  immédiatement  à  l'équa- 
tion (a),  parce  que  la  vitesse  d'un  poiM'  situé  à  la  dis- 
tance r  de  l'axe  étant  '"-ri  la  somme  \  «ii''  aura  pour 
expression 

2à""'  dF'   **"   '^2à""'  ■ 

Exprimant  ensuiie  le  second   membre  de  l'équation  des 
forces  vives  en  fonction  de  la  seule  variable  9,  ce  qui  sera 

toujours  possible,  on  connaîtra  (  —  |   en  fonction  de  9,  et 

l'on  trouvera  ainsi  l'équation  (a). 

296.  Considérons  en  particulier  le  cas  d'un  corps  pesant 
■qui  peut  se  mouvoir  autour  d'un  axe  horizontal,  et  con- 
stitue ce  que  l'on  appelle  un  pendule  composé.  Nous  pren- 
drons l'axe  fixe  pour  axe  des^,  et  l'axe  des  z  en  sens  con- 
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traire  de  !a  pcsanlpur.  Nous  considérerons  l'angle  6  comme 
formé  par  ie  plan  qui  passe  par  l'ase  fi^e  et  le  centre  de 
gravité  du  cojps,  avec  )e  plan  vertirai  YZ;  et  nous  suppo- 
serons que  cet  angle  croisse  en  allant  de  l'axe  des  z  positifs 
vers  l'axe  des  x  positifs,  c'esl-à-dire  dans  le  sens  que  nous 
sommes  conveims  de  choisir  pour  celui  du  mouvement 
direct.  Le  moment  relatif  à  l'élément  dm  sera  gxdtn,  car 
il  tend  à  augiuciuer  langle  6  quand  x  est  positif,  et  à  le 
diminuer  quand  x  est  négatif;  l'équation  (i)  deviendra 
donc 

d'H  _  glxdm 

W  ^      MA'    ' 

ou,  en  désignant  par  x,  l'abscisse  du  centre  de  gravité  do 
corps,  et  par  /  la  distance  de  ce  point  à  l'axe, 


et,  par 

(3) 


Cetle  équation  est  -de  même  forme  que  celle  qui  délermi- 
iierait  le  mouvement  d'un  point  matériel  autour  de  l'ori- 
gine dans  le  plan  XZ.  Si  l'on  désigne  par  R  la  dislance  de 
c&  point  mohilc  à  l'origine,  ou  la  longueur  de  ce  pendule 
simple,  on  obtient  pour  l'équation  de  son  mouvement, 

■^'9         g  .:.. 


Cette  équation  se  déduirait  de  la  précédente,  en  supposant 
toute  la  masse  réunie  en  un  même  point  situé  à  une  dis- 
tance R  de  l'axe.  Elle  coïncidera  avec  la  précédente  si  l'on 
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Si  donc  on  suppose  que  pour  I  =^  o  les  valeurs  de  6  et  de 

—  soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  c'esi-à-dire  si  le 

plan  qui  passe  par  le  centre  de  giavîié  du  corps  et  l'axe 
fixe,  fait  d'abord  le  même  angle  avec  la  verticale,  et  a  la 
même  vitesse  inifiale  que  ce  pendule  simple,  leur  mouve- 
ment sera  constamment  le  même.  La  longueur  de  ce  der- 
nier est  ce  que  l'on  appelle  la  longueur  du  pendule  com- 
posé. Le  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  autour  d'un 
axe  fixe  étant  ainsi  ramené  à  eelui  du  pendule,  nous  nous 
bornerons  à  renvoyer  à  la  discussion  qui  se  rapporte  à  ce 
dernier. 

297,  Faisons  à  ce  cas  particulier  l'application  que  nous 
venons  d'indiquer  généralfment  du  principe  des  forces 
vives.  On  a  alors 

X  =  o,     Y  —  o,      Z  =  —  gdm, 

pour  les  composantes  de  la  force  appliquée  à  un  élément 
quelconque  dm  de  la  masse;  l'équation  des  forces  vives 
devient  donc 

(S)"2'-"="'2/^-""''-=-^«'2^''-  +  '=. 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  Maïs,  en  représen- 
tant par  z,  le  z  du  centre  de  gravité  du  corps,  on  a 

Si  l'on  détermine  la  constante  par  la  condition  que  les  va- 
leurs initiales  de  â  et  de  —  soient  60  et  w,  l'équation  précé- 
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dente  deviendra 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  première  de  l'équa- 
tion (3),  Le  calcul  s'achèverait  comme  dans  la  théorie  du 
pendule. 

Si  l'axe  fixe  était  incliné  à  l'horizon,  une  simple  décom- 
position de  la  pesanteur  ramènerait  au  cas  que  nous  venons 
de  considérer,  où  l'axe  est  perpendiculaire  à  la  direction 
des  forces. 

298.  Cas  où  la  vitesse  angulaire  initiale  est  produire  par 
une  force  instantanée.  —  Nous  avons  déterminé  le  mou- 
vement du  corps  en  supposant  que  sa  position  initiale  soit 
connue,  ainsi  que  sa  vitesse  angulaire  initiale.  Mais  si,  au 
lieu  de  celte  vitesse,  on  donne  seulement  la  force  instan- 
tanée qui  l'a  produite,  il  faudra  commencer  par  déterminer 
quelle  vitesse  doit  prendre  le  corps,  soumis  pendant  un 
temps  extrêmement  petit  à  l'action  d'une  force  qui  aurait 
produit  sur  un  point  matériel  libre  une  quantité  de  mou- 
vement connue.  La  question  rentrera  alors  dans  la  précé- 
dente. 

Si  l'on  décompose  cette  force  en  deux  autres,  dont  l'une 
soit  parallèle  à  l'axe,  et  l'autre  dans  un  plan  perpendicu- 
laire, celte  dernière  produira  seule  le  mouvement.  Repré- 
sentons sa  valeur  par  P,  et  par/»  sa  distance  à  l'axe;  le 
principe  de  d'Alembert  conduira  à  l'équation 

"2  '"'  ''"'  ^  ^^'  '^*'  ^  ^'" — ^^' 

ce  qui  donne  pour  valeur  de  la  vitesse  angulaire  cherchée 
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299.  Supposons  mainteiianl  (jue  le  mouvement  ail  élé 
produit  par  le  choc  d'un  point  ayant  une  masse  ^,  animée 
d'une  vitesse  f  dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe, 
suivant  une  droite  distante  de  l'axe  d'une  quantité/";  et 
admettons  que  cette  masse  reste  unie  au  corps  au  point  où 
elle  le  rencontre,  et  dont  nous  désignerons  par  /(  la  dis- 
lance à  l'axe. 

Si  l'on  décompose  la  vitesse  f  suivant  la  normale  et  la 
tangente  au  cercle  que  décrira  autour  de  l'ase  le  point  où 
a  lieu  le  choc,  la  première  sera  détruite,  et  l'autre  aura 

pour 

système  après  le  choc:  la  masse  fA  aura  perdu  la  vitesse 

-y-  —  htà,  el  la  quantité  de  mouvement  que  la  réaction  du 

corps  lui  aura  fait  perdre  sera  [i{-r — ha\   :    telle  sera 

donc  la  mesure  de  la  force  instantanée  produite  sur  la 
masse  ft;  et,  comme  l'action  et  la  réaction  sont  égales,  ce 
sera  aussi  la  mesure  de  la  force  instantanée  qui  a  agi  sur 
le  corps  donné.  On  rentre  donc  dans  le  cas  précédent  et 
l'on  aura  de  même 

^h{'Ç-i.\=,yr-j„,:  d'où  .=  „  '■f .,  ■ 

Le  dénominateur  esi  le  moment  d'inertie  du  système  com- 
posé du  corps  donné  et  de  la  masse  qui  s'est  unie  à  luï.  Si 

donc  on  entend  que  la  somme  y  s'étend  à  leur  ensemble, 

on  écrira  simplement 

Si,  au  lieu  d'un  seul  corps,  on  en  supposait  un  nombre 
quelconque  dont  les  masses  fussent  p,  p',  fi", . . .,  les  vi- 
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tesses  w,  v',  f",. . .,  et  les  distances  des  directions  de  ces 
vitesses  à  Yaxef^f',/", . . . ,  et  que  tous  ces  corps  vinssent 
choquer  le  premier  au  même  instant,  en  se  i 
lui,  on  aurait 

^  _f./+|.V/'-f... 

la  somme  y  r^ dm  se  rapportant  à  tous  ces  corps 


Hosted  by 


Google 


CHAPITRE  XXIII. 

DES  MOMENTS  D'INERTIE. 


300.  Le  mouvement  d'un  corps  autour  d'un  axe  exige, 
comme  nous  l'avons  vu,  le  calcul  d'une  somme  prise  dans 
toute  l'étendue  de  ce  corps,  et  que  l'on  peut  considérer 
comme  une  ii]lé,^rale,  en  admettant  la  conlinuilé  dans  la 
matière,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  la  théorie  des 
centres  de  gravité. 

Ces  intégrales,  que  nous  avons  nommées  moments  d'iner- 
tie, offrent  quelques  propriétés  imporlànles  qu'il  est  néces- 
saire de  faire  connaître  avant  d'aller  plus  loin  dans  l'étude 
du  mouvement  d'un  corps  solide.  Comme  elles  ne  présentent 
aucune  difficulté,  et  ne  donnent  lieu  à  aucune  considéra- 
tion un  peu  délicate,  nous  nous  contenterons  d'énoncer 
les  résultats  intéressants,  sans  en  rapporter  les  démonstra- 
tions, qui  se  trouvent  dans  tous  les  Traités  spéciaux. 

301.  Les  moments  d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à 
différents  axes  parallèles  ont  entre  eux  une  relation  simple 
qui  permet  de  les  déterminer  les  uns  par  les  autres.  Si  Ton 
considère  une  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  du 
corps,  et  qu'on  clierclie  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
cet  axe,  celui  qui  se  rapporterait  à  tout  autre  axe  parallèle, 
surpasse  le  premier  d'une  quantité  qui  ne  dépend  que  de  sa 
dislance  au  premier,  c'est-à-dire  au  centre  de  gravité. 
Cette  quantité  est  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de 
celle  dislance.  D'où  il  résulie  que  : 

La  différence  des  moments  d^iner'ie,  par  rapport  à 
deux  axes  parallèles,  est  égale  à  la  différence  des  carrés 


Hosted  by 


Google 


412  DU    MOUVEMEKT    PRODUIT    PAR    LES    FORCES. 

de  leurs  dislances  au  centre  de  gravité,  multipliée  par  la 
masse  du  corps. 

On  peut  donc  bien  facilement  passer  d'un  axe  à  tout 
autre  axe  parallèle. 

On  voit  encore  que  les  moments  d^inerlie  sont  les  mêmes 
pour  toutes  les  génératrices  d'un  cjlindre  à  base  circulaire 
dont  Vaxe  passe  par  le  centre  de  gravitéi  et  que,  de  toutes 
les  droites  parallèles  à  une  mûme  direction,  celle  qui 
donne  le  moment  minimum  est  celle  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité. 

302.  Considérons  maintenant  la  loi  qui  lie  les  moments 
d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à  tous  les  axes  qui  passent 
par  un  même  point. 

Si  l'on  suppose  trois  axes  rectangulaires  ayant  ce  point 
pour  origine,  et  unedroite  menée  par  cette  origine  et  fai- 
sant avec  les  axes  les  angles  quelconques  a.  S,  y,  on  trouve, 
par  un  calcul  très-simple,  que  le  moment  ^i.  par  rapport  à 
cette  droite  a  une  expression  de  la  forme  suivante  : 

I  fi  =  Acos'a  +  Bcos'e4-Ccos'7 

'      i  —  aDcosÊcosy  — aEcosacosy  — 2Fcosacos6, 

A,  B,  C,  D,  E,  F  étant  des  constantes  déterminées  par  la 
nature  du  système  donné,  et  sa  position  par  rapport  aux 
axes  de  coordonnées. 

II  est  même  facile  de  reconnaître  ce  que  représentent  les 
trois  coefficients  A,  B,  C. 

En  effet,  si  l'on  suppose  cosë  ^  o,  cosy  =:  o,  on  trouve 
fi=  A;  la  constante  A  n'est  donc  autre  chose  que  le  mo- 
ment d'inertie  du  système  par  rapport  à  l'axe  des  x\  et  de 
même  B  et  C  sont  les  moments  par  rapport  aux  axes  res- 
pectifs des  y  et  des  s. 

Quant  aux  trois  autres  coefficients,  ils  représentent  les 
intégrales  suivantes,  étendues  a  la  masse  entière  du  sys- 
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tème 

T}  =  \jzilm,      E  —'Sxzdm,     Y  ^'Sxydm. 

303.  La  loi  exprimée  par  la  fonnule  (:)  peut  êire  repré- 
senlée  d'ujie  manière  remarquable  par  une  figure  géomé- 
trique. 

Si,  en  effet,  on  porte  sur  chaque  axe,  à  partir  de  l'ori- 
gine,  une  longueur  égale  à  Funilé  divisée  par  la  racine 
carrée  du  moment  d'inerlîe  qui  lui  correspond,  l'extrémité 
de  ce  rayon,  nécessairement  fini,  puisque  ^i.  ne  peut  èlre 
nul,  appartiendra  à  une  surface  fermée,  dopt  on  aura 
l'équation  en  remplaçant  dans  l'équation  {1)  les  quantités 
cosa,  cosÊ,  cosy  par  XYT^tjf  v'Hi  ^Vi^'  ^^  '**"  trouvera  pour 
l'équation  du  lieu  des  extrémités  des  rayons 
(2)        kx'+  B/=  +  Cï=—  lUy!.  —  lY.xz  —  l'Ç xy  =  \ . 

Cette  surface  du  second  degré,  à  centre,  qui  n'a  aucun 
point  à  l'infini  est  nécessairement  un  ellipsoïde,  qui  a  son 
centre  à  l'origine  des  coordonnées.  On  lui  donne  le  nom 
à^ ellipsoïde  central. 

Cette  représentation  géométrique  est  très-commode, 
parce  que  l'ellipsoïde  étant  étudié  avec  beaucoup  de  soin 
dans  les  éléments,  ses  propriétés  peuvent  en  faire  connaître 
immédiatement  pour  les  moments  d'inertie,  et  nous  allons 
en  indiquer  quelques-unes  qui  ont  une  grande  importance. 

304.  Axes  principaux  d^ inertie.  —  La  forme  et  la  posi- 
tion de  l'ellipsoïde  central  ne  dépendent  en  rien  de  la  direc- 
tion des  axes,  mais  seulement  du  point  choisi  et  du  système 
donné.  Or,  si  l'on  choisît  précisément  le  système  des  axes 
principaux  de  l'ellipsoïde,  les  coefficients  de  l'équation  (2) 
prendront  des  valeurs  dépendantes  de  ces  axes  particuliers, 
et  telles  que  les  rectangles  des  variables  ne  s'y  trouveront 
plus  ;  et  par  conséquent  011  aura 

D  =  o,     E  =  o,     F  =  o, 
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il  exisic  donc  loiijours  un  système  d'axes  de  coordonnées 
tel,  que  les  trois  jniégralcs  Vjst'fij  "S^xzdiiiy  "Sxjdniy 

calcaloes  par  rapport  à  lui,  se  réduisent  à  zéro. 

Ttéciproquemfiiii,  si  elles  sont  nulles  toutes  les  trois, 
l'ellipsoïde  sera  rapporté  à  ses  axes  principaux, 

Si  l'ellipsoïde  central  a  ses  trois  axes  inégaux,  il  n'y  a 
qu'un  seul  système  d'axes  principaux.  Si  deux  de  ses  axes 
sont  égaux,  il  y  aura  une  infinité  de  systèmes  d'axes  prin- 
cipaux, dont  l'axe  de  révolution  fera  toujours  partie.  Enfin, 
si  ses  trois  axes  sont  égaux,  l'ellipsoïde  se  réduit  à  une 
sphère;  et  tout  système  d'axes  rectangulaires  passant  par 
le  point  donné  sera  un  système  d'axes  principaux  de  l'el- 
lipsoïde. 

Remarque.   —   Si    deux    des    trois    sommes    seulement 

étaient  nulles,  par  exemple  ^yzdiii  ei'Sxziim,  l' équa- 
tion (2)  deviendrait 

A^'-^-Bj'  +  Cz'  —  iVxx^t, 
et  l'axe  des  z  serait  seul  un  des  axes  principaux  de  l'ellip- 
soïde. 

305.  Les  axes  principaux  de  cet  ellip?oïde  sont  appelés 
axes  principaux  d'inertie  du  système  de  points  matériels. 
Ils  sont  définis  par  la  propriété  d'annuler  les  trois  inté- 
grales   ^jz dm,    ^^xzdm,  ^^xydm;   mais  ils  jouissent 

de  propriétés  mécaniques  importantes  que  nous  ferons  con- 
naître, et  auxquelles  l'esprit  s'attaclie  avec  plus  d'Jnléi^t 
qu'à  celles  qui  ne  sont  qu'un  simple  résultat  de  calcul. 
En  rapportant  les  points  à  un  système  d'axes  principaux 
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d'inertie,  les  formules  (i)  cl  (a)  devrenneiit 

(3)  [i  =  Acos'a  -l-Bcos-e  -h  Ccos'7, 

(4)  A^'  +  B7'  +  Cï'^i, 

et  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  du  système  par  rap- 
port aux  axes  principaux.  On  les  nomme  momenis  d'inertie 
principaux. 

Si  deux  dentre  eux  sont  égaux,  l'ellipsoïde  central  est  de 
révolution;  si  les  trois  sont  égaux,  il  se  réduit  à  une  splière. 

On  remarquera  que  si  A  est  le  plus  grand  des  trois  mo- 
ments d'inertie  principaux  et  C  le  plus  petit,  pour  tous  les 
autres  axes,  on  aura  fi  plus  petit  que  A  et  plus  grand  que  C. 
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CHAPITRE  XXIV. 

DIVERSES  PROPRIÉTÉS  DU  MOUVEMENT  D'UN  CORPS 
AUTOUR  DUN  AXE  FIXE. 


306.  Centre  d'oscillation.  —  On  nomme  centre  d'oscil- 
lation (l'un  pendule  composé,  tout  point  faisant  partie  de- 
ce  corps,  ou  lié  invariablement  à  ce  corps,  dont  le  mouve- 
ment esi  le  même  que  s'il  était  isolé  et  obligé  de  se  mouvoir 
autour  du  même  axe  sous  l'action  seule  de  la  pesanteur. 
D'après  cela,  tous  les  points  de  la  droite  menée  parallèle- 
ment à  l'axe,  à  une  distance  égale  à  la  longueur  du  pen- 
dule, c'est-à-dire  à  ■■-■    —  5  et  située  dans  le  plan  qui  passe 

par  l'ase  et  le  centre  de  gravité  du  corps,  seront  des  centres 
d'oscillation.  Quelques  auteurs  appellent  plus  particu- 
lièrement centre  d'oscillation  celui  de  ces  points  qui,  dans 
l'état  d'équilibre,  est  situé  sur  la  verticale  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité. 

Si  nous  désignons  par  MA'  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  une  parallèle  à  l'axe,  menée  par  le  centre  de 

gravité,  le  moment  ^'r'rfm  par  rapport  à  l'axe  de  suspen- 
sion sera  égal  au  moment  par  rapport  à  cette  parallèle,  aug- 
menté du  produit  de  la  masse  M  du  corps  par  le  carré  de- 
la  distance  /.  Si  nous  désignons  le  dernier  moment  par  MA', 

la  longueur  du  pendule  sera  /-H-j-;  et  les  centres  d'os- 
cillation seront  plus  éloignés  de  l'axe  de  suspension  que  le 
centre  de  gravité,  d'une  quantité  égale  à  y 
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Les  distances  du  centre  de  gravité  à  )'axe  et  à  la  ligne 
des  centres  d'oscillation,  donnant  pour  produit  A',  il  s'en- 
suit que  si  Von  prenait  cette  dernière  pour  axejîxe.,  la 
première  deviendrait  la  ligne  des  centres  d^ oscillation.  La 
longueur  du  pendule  serait  donc  la  même  qu'auparavant, 
et.  son  mouvement  serait  identique. 

Il  en  serait  encore  do  même  si  l'on  prenait  pour  axe  de 
suspension  toute  autre  droite  pajallèîe  située  à  la  même 
dislance  du  centre  de  giavité,  puisque  /  et  A'  ne  change- 
raient pas. 

En  général,  le  mouvement  sera  le  même  autour  de  tous 
les  axes  qui  donneront  la  même  longueur  au  pendule.  Si 
l'on  désigne  par  /  la  distance  d'un  ase  quelconque  au  centre 
de  gravite,  par  a,  Ê,  y  les  angles  que  sa  direction  fait  avec 
les  axes  principaux  relatifs  à  ce  point,  et  par  A,  B,  C  les 
moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  axes,  on  aura 
M^'  3=  Acos'a  +  B  cos'Ê  +  Ccos'7, 

et  la  longueur  /-H  -~-  du  pendule  sera 


M/ 

Or,  cette  longueur  peut  rester  la  même  pour  une  infinité 
de  droites  différentes,  puisque  or,  f,  y,  /  sont  indéterminés. 

307.  Si  l'on  cherche  les  valeurs  que  doivent  avoir  ces 
indéterminées,  pour  que  l'expression  précédente  soit  mini- 
mum, ou  saura  autour  de  quel  axe  il  faut  que  le  mouve- 
ment ait  lieu  pour  que  l'oscillation  se  fasse  dans  !e  moinehe 
temps  possible. 

Or,  parmi  tous  les  axes  pour  le/iqueis  A"  serait  conslant, 

celui  qui  donne  le  maximum  pour  la  longueur  /-(-  —  )  cor- 
respond à  /=  A  ;  et  la  longueur  du  pendule  est  alurs  égale 

37 
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à  2A.  Elle  sera  dom;  la  plus  pelîte  possible  lorsque  k  aura 
sa  plus  petite  valeur.  Ainsi,  l'oscillation  sera  la  plus  courte 
lors([ue  l'axe  tie  suspension  sera  parallèle  à  l'axe  du  plus 
|)etit  moment  d'inertie,  relatif  au  centre  de  gravité,  et  que 
sa  distance  à  ce  dernier  sera  égale  à  la  racine  carrée  du 
rapport  de  ce  moment  à  la  niasse  du  corps. 

308.  Centre  lie  percussion .  —  Lorsquenous  noussommes 
occupé  de  l'effet  produit  par  une  force  instantanée  sur  un 
corps  solide  lié  à  un  axe  fixe,  nous  n'avions  pour  objet  que 
de  délerminer  la  vitesse  angulaire  qu'elle  communiquerait 
immédiatement  au  système.  Nous  allons  maintenant  envi- 
sager son  effet  sous  un  autre  point  de  vue;  nous  allons  cher- 
cher quels  sont  les  chocs  produits  par  l'axe  fisc,  et  parti- 
culièrement quelles  sont  les  conditions  pour  qu'il  n'en 
reçoive  aucun. 

Pour  cela,  i!  faut  considérer  toutes  les  forces  qui  doivent 
être  en  équilibre,  d'après  le  principe  de  d'Alembert,  et  les 
diviser  en  deux  groupes;  le  premier,  composé  de  forces 
appliquées  immédiatement  à  l'axe;  le  second,  de  forces 
détruites  par  la  liaison  même  des  points  du  corps  entre 
eus,  et  qui  ne'  peuvent  par  conséquent  affecter  l'axe  en  au- 
cune manière. 

A  cet  effet,  on  prendra  l'axe  fixe  pour  axe  des  z,  et,  pour 
plan  des  x  etj,  celui  qui  serait  mené  par  le  point  d'appli- 
cation de  la  force,  perpendiculairement  à  cet  axe. 

L'équilibre  devra  avoir  lieu  entre  la  force  instantanée, 
dont  nous  désignerons  les  composantes  par  x^y^  z,  et  des 
forces  égales  et  opposées  aUx  quantités  de  mouvement  com- 
muniquées instantanément  à  chaque  particule  dut,  dont  les 

composantes  sont -^Jm,  —-dm,  —dm;  mais  la  dernière 

est  nulle,  puisque  le  z  de  chaque  point  «st  invariable. 
En  décomposant,  suivant  l'ordinaire,  toutes  les  forces 
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en  trois  forces  agissant  suivant  îcs  axes,  i:l  trois  couples 
situés  Jans  les  plans  coordonnés,  on  troincia  pour  expres- 
sions (le  ces  forces 


wMj,, 


mM^ 


Z, 


■  ./. 


étant  Vx  et  Vy  du  centre  de  gravité,  et 
angulaire  produite;  les  moments  des  trois  coi 
leurs  axes  suivant  les  axes  des  x,  des  y  ei  de, 
respectivement  les  valeurs  aoivatuea  : 


ù  la  viiesse 
pU;s  ayant 
z,  auront 


(êz- 


—  nZH 


-tx-.J'"''"'- 


«  et  b  désigiiaiH  les  coordonnées  du  point  d'application  de 
la  force. 

Les  (rois  forces  et  les  deux  premiers  couples  sont  évi- 
demment détruits  par  l'axe,  et  font  connaître  les  elforts  qui 
tendent  à  l'entraîner.  Quant  au  troisième  couple,  il  est  nul 
■de  lui-même,  sans  quoi  l'éi^uilibre  n'aurait  jias  lieu  ;  et  c'est 
cette  condition  qui  détermine  la  valeur  de  la  vitesse  angu- 
laire, comme  nous  Favons  vu  précédemment.  Ce  couple 
ne  produit  donc  aucun  eilbrt  sur  l'axe. 

309.  Si  l'on  veut  savoir  dans  quelles  circonstances  le 
mouvement  initial  du  corps  se  produira,  sans  qu'aucun 
effort  soit  exercé  sur  l'axe,  il  faut  exprimer  tjne  l'équilibre 
a  lieu  sans  que  l'axe  produise  aucune  force,  et,  par  consé- 
quent, par  la  liaison  seule  des  points  dn  corps;  c'est-à-dire 
qu'on  peut  supprimer  l'axe  et  considérer  le  corps  comme 
entièrement  libre.  Or  on  sait  que  dans  ce  cas  il  faut  que  la 
force  résultante  soit  nulle,  ainsi  que  le  couple  résultant. 
Il  faut  donc  que  les  trois  composantes  de  la  force  soient 
séparément  nulles,  ainsi  que  les  moments  des  trois  couples 
composants. 

27. 


Hosted  by 


Google 


4^0  DC    MOUVEMEKT    PHODUIT    PAU    LES    FOBCES. 

On  aura  ainsi  les  six  équations  suivantes  ; 

Xm-mMji  —  o,     y  — «Ma^,  =  o,     Z  =  o, 

„Y  — /-X  — «2r=(/«i  =  o. 

Elles  sont  suffisantes;  car,  si  elles  ont  lieu  et  qu'on  donne 
Timpulsion  en  retenant  l'axe,  la  vitesse  initiale  sera  w, 
et  l'axe  n'éprouvera  aucune  percussion:  il  était  donc  inu- 
tile de  le  tenir. 

Si  l'on  en  élimine  w,  on  aura  enireles  données  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  cjue  l'axe  ne  reçoive 
aucun  choc  pour  acquérir  instanianément  sa  vitesse  angu- 
laire. Mais  il  est  bon  de  simplifier  ces  calculs,  en  faisant 
passer  le  plan  des  x  et  ^  par  le  centre  de  gravi  lé  du  corps, 
parce  qu'on  a  alors  j',  =  o,  et  les  équations  dc-vîemient 
X  =  o,  Z  =  o,  Y=-.ailcc„ 
N  ^îrfw  =:  O,      ^^jzdm  =  o,      aY  ^  o)  >  r'dm. 

Les  deux  premières  expriment  que  la  force  est  perpendi- 
culaire au  plan  ZX*,  la  quatrième  et  la  cinquième  ex- 
priment que  l'axe  fixe  est  un  axe  priucipal  d'inertie  rela- 
tivement à  l'origine. 

Les  deux  autres  donnent  une  nouvelle  condition,  par 
l'élimination  de  o),  et,  déplus,  ia  valeur  même  de  w.  Cette 
condition  est 

On  voit  par  là  que  la  dislance  a  de  la  force  à  l'axe  est 
prëcisémeut  la  longueur  du  pendule  composé  que  fonne- 
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rait  le  corps,  si  on  le  soumettait  n  l'aclion  seule  de  ia  pe- 
santeur, après  avoir  doimé  à  l'ase  auquel  il  est  lié  une 
position  horizontale. 

Quant  à  la  vitese  angulaire  w,  elle  aura  pour  valeur 


«omme  nous  l'avions  trouvée  précêdemnieni,  Y  et  «  étant 
ici  ce  qui  était  désigné  par  P  et  p. 

310.  En  résumant  ce  que  nous  venons  de  démontrer, 
on  aura  les  conditions  suivantes,  nécessaires  et  sut'tisanies 
pour  que  l'axe  ne  reçoive  aucun  choc  : 

i"  Que  la  force  instantanée  soît  perpendiculaire  au  plan 
passant  par  l'axe  et  le  centre  de  gravité  du  corps; 

a"  Que  cet  axe  soît  un  des  axes  principaux  du  corps  par 
rapport  an  point  où  il  est  rencontré  par  le  plan  qui  lui 
est  perpendiculaire  et  qui  contient  la  force; 

3°  Que  ia  distance  de  la  force  à  l'axe  soit  la  même  que 
celledu  centre  d'oscillation  du  corps  autour  de  ce  même  axe, 

Cette  dernière  condition  mojitre  que  la  question  pro- 
posée est  impossible  quand  le  centre  de  gravité  est  sur 
l'axe;  car,  alors,  la  distance  de  la  forée  à  l'axe  aurait  une 
expression  infinie. 

Le  point  où  la  force  doit  être  appliquée  dans  le  plan 
passant  par  l'ase  et  !e  centre  de  gravité  se  ttomme  centre 
de  percussion,  il  est  situé  sur  la  ligne  qui  contient  les 
centres  tî'oscillatiou,  et  par  conséquent  est  l'un  de  ces 
«entres;  eu  ne  réservant  pas  cette  dénoniiitation,  exclusi- 
vement à  celui  qui  est  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  gravite  sur  l'axe, 

Réciproquenienl.  —  Si  le  corps  était  ,en  ciouvemeiit 
autour  de  l'axe,  ou  pourrait  l'arrêter  brusquement,  au 
moyen  d'une  force  appliquée  au  centre  tle  percussion,  sans 
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qu'il  en  résuliàl  aucun  cffel  sur  l'axe,  en  suiiposant  ijue 
les  circonstances  que  nous  avons  indiquée  aient  lieu. 

3U .  Cas  où  l'axe  a  un  pointjîxe.  —  Nous  venons  tie 
faire  connailre  les  roncii  lions  pour  qu'une  force  instantanée 
produise  une  rotation  autour  d'un  axe  purement  idéal, 
incapable  de  résistance.  Kous  allons  maintenant  examiner 
le  cas  où  il  cxislerail  un  point  fixe  dans  le  corps.  La  foi'ce 
instanianée  produira  un  mouvement  inilial  qui  ne  peut 
être  qu'une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point 
fixe,  et  que  nous  ne  nous  proposons  pas  ici  de  déterminer 
généralement;  nous  voulons  seulement  chercher  les  condi- 
tions pour  que  cet  axe  soit,  comme  dans  le  cas  précédent, 
perpendiculaire  au  plan  contenant  la  force  et  le  point  fixe. 
La  question  ainsi  posée  se  résout  immédiatement  au  moyen 
des  calculs  qui  précèdent. 

En  effet,  prenons  ce  plan  pour  celui  des  X,  j,  le  point 
fixe  pour  origine,  la  perpendiculaire  à  ce  plan  pour  axe 
des  s,  et  l'axe  des  x  perpendiculaire  à  la  force,  qui  se 
réduira  à  Y,  On  aura  alors 

Z  =  0,     X  =  o. 
Les  expressions  (i)  deviendront 

Muj-,,      Y  —  Mu.r„ 
et  les  expressions  (î) 

—  at^xzdm,     id  ^^yzdm,     aY  —  a^ r't/ni, 

et,  comme  les  forces  appliquées  à  Torigine  fixe  sont  dé- 
truites par  sa  résistance,  îl  est  nécessaire  et  suffisant  que 
les  momenis  des  trois  couples  soient  nuls,  ce  qui  donne 

>  xsdin  =  o,      \  vïrfm  =:  o,      w  ^=  = ;—  . 

Les  detis  premières  équations  expriment  que  l'axe  des  ^ 
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est  un  axe  principal  d'înerlie  relaiivement  au  point  fixe; 
la  dernière  donne  la  vitesse  angulaire  que  prend  instanta- 
nément le  corps  ;  son  expression  est  toujours  la  même  que 
dans  les  cas  précédents.  On  a  ainsi  cette  importante  pro- 
position : 

Uiif!  force  mstanlanée  appliquée  à  un  corps  qui  a  un 
point  ^xe,  le  fora  tourner  autour  de  la  perpendiculaire 
au  plan  mené  par  le  point  ^xe  et  la  force,  lorsque  cette 
perpendiculaire  sera  un  axe  principal,  reîatû'emeni.  au 
point  fixe  ,■  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  le  plan  mené 
par  le  point  fixe  et  la  force  sera  un  plan  principal. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que,  si  dans  un  même 
plan  passant  par  le  point  fixe  on  avait  un  nombre  quel- 
conque de  forces,  elles  seraient  réductibles  d'abord  à  une 
seule  appliquée  au  point,  et  à  un  couple  qui  se  réduirait 
lui-même  à  une  seule  forte  en  le  transportant,  de  manière 
qu'une  de  ses  forces  passe  au  point  fixe;  il  ne  reste  plus 
alors  qu'une  force,  dont  le  moment  par  rapport  au  point 
fixe  est  égal  à  celui  du  couple^  on  rentre  donc  dans  le  cas 
de  la  proposition  précédente,  et  la  conclusion  sera  la  même. 

312.  uixes  permanents  de  rotation.  —  Pendant  le  mou- 
vement continu  qui  a  lieu  autour  d'un  axe  fixe,  il  s'exerce 
des  efforts  contre  cet  axe,  qui  se  calculeront  de  la  même 
manière  que  nous  l'avons  fait  pour  les  forces  instantanées. 

Nous  considérons  le  cas  où  aucune  force  n'est  appliquée 
flu  corps,  après  que  l'état  initial  a  été  produit.  Les  forces 
qui  doivent  être  en  équilibre,  d'après  le  principe  de  d'A- 
lembert,  se  ramènent  à  trois  forces  appliquées  à  l'origine, 
et  trois  couples  dans  les  plans  coordonnés.  Or,  si  l'origine 
seule  est  fixée  et  que  les  moments  des  trois  couples  soient 
nuls,  l'équilibre  aura  lieu  sans  qu'il  y  ait  aucun  effort 
exercé  sur  l'axe,  el,  par  conséquent,  il  n'y  aura  aucun 
elïort  à  faire  pour  le  retenir  pendant  que  le  mouvement 
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continuera  autour  <Ie  lui.  Or  les  momenls  de  ces  couples 
sont  respectivement 

II  faudra  pour  qu'ils  soient  nuls 


'^-rzdm  =  o,      ^yzdin  =  o, 

c'est-à  dire  que  l'axe  des  z  sera  un  ase  principal  relatif  à 
l'origine,  et  la  vitesse  angulaire  sera  constante.  De  là  ré- 
sulte la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'un  coifs  a  Viin  de  sas  points  fixe,  et  comnu'.rn-e 
par  tourner  autour  d'un  du  ses  axes  principaux  rfinerlie 
relatifs  à  ce  point,  il  continuera  indéfiniment  à  tourner 
autour  de  i:et  axe,  avec  une  vitesse  angulaire  constante, 
si  aucune  force  ne  lui  est  appliquée. 

C'est  pour  cela  que  les  trois  axes  principaux  du  corps, 
relativement  au  point  fixe,  se  nomment  des  axes  perma- 
nents de  rotation  relativement  à  ce  point. 

313.  Si  le  point  fixe  était  le  centre  de  gravité  du  corps, 
on  aurait 

les  forces  appliquées  à  ce  point  sont,  dans  le  cas  actuel, 
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elles  sont  donc  nulles  et  Torigine  n'éprouve  aucune  pres- 
sion; de  sorte  que  le  mouvement  autour  de  l'axe  n'exige 
pas  qu'on  reiïenne  l'axe,  qui,  par  conséquent,  peut  èlre 
laissé  eniièremeni  libre.  D'où  se  déduit  celte  importante 
proposition  : 

Si  un  corps  entièrement  libre  commence  à  tourner  au- 
tour d'un  de  ses  axes  principaux,  relatifs  à  son  centre  de 
gravité,  et  qii  aucune  force  étrangère  ne  lui  soit  appli- 
quée, son  mouvement  continuera  uniformément  autour 
de  cet  axe. 

Ces  trois  axes  particuliers,  qui  sont  les  seuls  qui  jouissent 
de  celle  propriété  remarquable,  indépendante  de  toute 
forme  du  corps,  se  désignent  sous  le  nom  A'axf;s  naturels 
de  rotation. 

Si  le  corps  était  soumis  à  l'action  de  forces  réductibles  à 
un  couple  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  le 
mouvement  aurait  toujours  lieu  autour  du  même  axe,  mais 
avec  une  vitesse  angulaire  variable.  Cela  résulte  de  ce  qui 
précède,  puisque  les  deux  forces  du  couple,  transportées  à 
l'origine,  s'y  détruisent,  et  qu'il  n'y  a  pas  de  couples  com- 
posants dans  les  plans  XZ,  ¥Z. 

Observation.  —  Kous  nous  sommes  un  peu  étendu  sur 
le  mouveoient  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe;  mais 
l'importance  de  la  question  nous  a  paru  exiger  ces  déve- 
loppements. Non- seulement  les  propositions  que  nous 
avons  démontrées  sont  utiles  par  elles-mêmes,  mais  elles 
le  sont  encore  par  l'usage  que  l'on  en  fait  dans  l'élude  de 
questions  plus  complexes.  Le  mouvement  autour  d'un  axe 
est  l'élément  de  tous  les  autres  ;  et  la  connaissance  des  axes 
principaux  d'inertie  d'un  corps  permet,  comme  nous  allons 
le  démontrer  tout  à  l'heure,  de  ramener  l'eflet  immédiat 
de  forces  appliquées  à  un  corps,  à  celui  qui  serait  produit 
autour  d'axes  déterminés. 
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De  plus,  nous  a\ous  trouvé  là  l'occasio]]  d'appliquer,  à 
des  queslions  de  grande  importance,  la  méthode  par  la- 
quelle les  questions  de  mouvement  sont  ramenées  à  des 
questions  d'équilibre. 

Nous  donnerons  moins  de  développement  aux  théories 
qui  suivent;  nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  marche 
générale,  et  nous  renverrons,  pour  les  détails,  aux  Traités 
spéciaux. 
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CHAPITRE  XXV. 

DU  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  DONT  UN   POiNT 
EST  FIXE. 


Si  l'élat  initial  du  corps  esl  donné,  il  n'y  a  plus  à  s'oc- 
C«i«'i-  que  du  mouvement  i  onlînu  qui  suivra. 

Si  l'oti  donne  seuietwenl  les  forces  instaïUanécs  qui,  ap- 
piii|iices  au  corps  en  repos  el  dans  une  position  connue, 
produisent  cet  état  initial,  la  première  question  à  résoudre 
esl  la  fléiermi nation  de  cet  étal,  et  c'est  elle  qui  va  nous 
occuper  d'abord. 

314.  Mouvement  initial  produit  par  des  foi  ces  instan- 
tanées. —  Quel  que  soit  le  nombre  de  ces  forces,  elles 
sont  toujours  réductibles  à  une  seule  force  appliquée  au 
point  fixe  et  un  couple  unique.  La  force  esl  détruite  par 
la  résistance  du  point;  la  question  se  réduit  donc  toujours 
à  trouver  Teflet  d"uu  couple  instantané. 

Pour  cela,  nous  supposerons  qu'on  ait  pris  pour  axes  de 
coordonnées  les  trois  axes  principaux  d'inertie  du  corps, 
relatifs  au  point  fi\e,  et  nous  désignerons  comme  précé- 
demment par  A,  B,  (.'.  les  moments  d'inertie  par  rapport 
Â  ces  axes;  1  équation  de  l'ellipsoïde  central  sera 


A,i'  +  Bj=. 

Si   mai- 

ntenant  on  décompi 

au  1res  aya 

nt  pour  ases  ceux  d, 

•iz,  et,  pour  n 
resiieelifs,  L,  W,  IV,  on  sait,  par  un  théorème  général  dé- 
montré précédemment,  que  les  vitesses  que  prendront  tous 
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les  points  du  corps  par  l'effet  du  couple  donné,  peuvent  ôtre 
obtenues  en  composant  celles  qu'ils  obtiendraient  par  l'ac- 
tion séparée  des  trois  couples  composants,  afjissant  cliacun 
sur  le  corps  en  repos  dans  sa  posiiion  donnée.  Or  le  couple 
de  moment  L  étant  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  principal  des  x  produira  un  mouvement  autour  de 

cet  axe  même,  avec  une  vitesse  angulaire  w,  égale  à  ~- 

Le  couple  dont  l'axe  est  dirigé  dans  le  sens  desj'  pro- 
duira un  mouvement  autour  de  cet  axe  avec  la  vitesse  an- 

2U  aire  «':==  — • 
^  B 

Enfin  le  couple  dont  l'axe  est  dirigé  dans  le  sens  des  z 

produira  un  mouvement  autour  de  cet  axe  avec  la  vitesse 

angulaire  «"=-■ 

Pour  avoir  la  vitesse  résultante  en  chaque  point,  il  fau- 
dra composer  ces  trois  rotations,  ce  qui  se  fera  par  les  règles 
connues  de  la  Géométrie.  L'axe  de  la  rotation  résultante 
fera,  avec  les  axes,  des  angles  a,  S,  7,  dont  les  cosinus 
seront  proportionnels  à  w,  o)',  w",  et  la  valeur  de  cette  ré- 
sultante sera 


,/..  +  »-  +  --.. 

La  question  est  donc  résolue;  maïs  la  direction  de  cet 
axe  a,  relativement  à  l'ellipsoïde  central,  une  position  re- 
marquable, que  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  faire 
connaître. 

Le  rayon  de  l'ellipsoïde  qui  fait  avec  les  axes  des  angles 

,        ,  .  ,     ,  L    M    N 

dont  Jes  cosinus  sont  proportionnels  a  7  '  ■s''  7;  '  rencontre 

sa  surface  en  un  point  dont  les  coordonnées  sont  propor- 
tionnelles à  ces  mêmes  valeurs,  et,  par  conséquent,  l'équa- 
tion du  plan  mené  par  l'origine,  parallèlement  au  plan  lan- 
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gcnt  il  l'eUipsoïde  en  ce  point,  aura  pour  equalion 

ce  qui  est  précisément  l'équation  du  plan  du  couple  donné, 
dont  l'axe  fait  avec  les  axes  de  coordonnées,  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  proportionnels  à  L,  M,  N,  De  là  résulte 
cette  remarquable  proposition  due  à  Poinsot  : 

L'axe  de  la  rolalion  produite  par  un  couple  sur  un 
corps  solide  qui  a  un  point  fixe  est  le  diamètre  conjugué 
du  plan  du  couple,  dnns  l'ellipsoïde  centrai  relatif  au 
point  fixe. 

On  voil  comment  la  considération  des  axes  principaux 
d'inertie  a  ramené  immédiatement  à  des  mouvements  au- 
tour d'axes  fixes,  le  mouvemeul  beaucoup  moins  simple 
autour  d'un  point  fixe. 

DTJ    MOUVEMENT    COflTINU    AUTOUR    u'ilN    POINT    FIXE. 

315.  L'état  initial  étant  connu,  il  s'agit  de  délermint'r 
le  mouvement  que  prendront  tous  les  points  du  corps,  par 
l'action  des  forces  continues  qiii  y  sont  appliquées.  Mais  il 
ne  sera  pas  nécessaire  de  calcr.ler  en  fonction  du  temps 
les  coordonnées  de  chacun  de  ces  points;  il  suffirait,  par 
exemple,  d'en  choisir  particulièrement  trois  non  en  ligne 
droite,  et  de  prendre  leurs  coordonnées  pour  inconnues, 
celles  de  tous  les  autres  points  s'ensuivraient  nécessaire- 
ment. On  pourrait  de  bien  d'autres  manières  réduire  la 
reeherclie  à  un  nombre  fini  d'inconnues  :  parmi  tous  les 
systèmes  que  l'on  peut  choisir,  le  plus  commode  est  celui 
qui  consiste  à  prendre  trois  droites  rectangulaires  liées 
invariablement  au  corps,  et  passant  par  le  point  fixe.  Si 
l'on  peut  déterminer  à  chaque  instant  leurs  positions  par 
rapport  à  trois  axes  fixes  ayant  pour  origine  le  point  fixe, 
ils  détermineront  la  position  du  corps  à  chaque  inslanlj  et, 
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par  suite,  cnlle  de  tous  ses  points,  rjuî  y  seront  rapportés 
natLirelltîmenl  comme  à  un  système  d'axes  coordonnés. 


Cliacun  de  ces  axts  mobiles  avec  le 


corps,  et  (]ne  nous 


désignerons  par  X,,  Y,,  Zi,  sera  déterminé  par  les  angles 
que  sa  direction  fera  avec  celles  des  axes  fixes;  il  y  aura 
ainsi  neuf  quantités  inconnues,  mais  enlrc  lesquelles  il 
existera,  comme  on  sait,  six  éi[(tations  de  coudiiioii.  ce  qui 
réduit  le  nombre  des  jii(onnui;s  à  trois.  On  peu!  eniore, 
au  lieu  de  ce  système  d'angles  et  d'équations  de  eoinli- 
tion,  considérer  trois  angles,  y,  ij;,  6,  jndépcji'Jaijls  les 
uns  des  autres,  qui  seront  les  inconnues  définitives  dont 
ou  cbercliera  à  exprimer  les  valeurs  en  foncliiu]  du 
temps.  L'un  d'eux  sera  Fangle  que  fait  l'axe  Z,  a\er  l'axe 
Z;  le  second,  l'angle  que  fait  avec  X  la  trace  du  |il:in 
X,Y.  sur  XY;  le  troisième,  i'angle  de  l'ase  X,  avec  .eue 
mfme  trace.  On  a  donné,  dans  les  éléments  de  <jioniéi- 
trie  et  de  Calcul,  les  équations  qui  permettcni  de  passer 
d'un  système  à  l'autre;  nous  ne  nous  occuperons  poii.l  ici 
de  ces  détails. 

Les  inconnues  étant  ainr.i  choisies,  il  s'agit  de  tvo!>ver 
les  équations  par  lesquelles  on  pourra  les  déterminer.  La 
méthode  sera  toujours  la  i 
équilibre  au  moyen  des  lia 
et  les  forces  d'inertie  de  tous  I 
fournira,  comme  on  l'a  vu 
trois  équations  expi'imant 
mant  de  la  décomposition  df 
pliquée  au  point  fixe  et  un 
dVquaiions  que  d'inconnuef 
sera  rairiejié  à  un  problèmf. 

316.  11  y  a  maintenant  une  observation  impoiiame  à 
faire  sur  le  choix  des  axes  suivant  lesquels  on  f'eia  la  dé- 
composition des  ibrces.  Quels  qu'ils  soient,  l'équilibre  est 


lème,  on    exprimera  qu  il   y  a 

sons,  entre  les 

forces  doi.iiées 

s  les  points  m 

atérie's;  ce  qui 

dans  la  théorie 

de  l'équinlire. 

l'équilibre  des 

couples  prove- 

ehaque  force  e 

n  une  foiee  ap- 

couple.  On  au 

ra  ainsi  autant 

,  el  /e  prohlèiin 

■lie  moiiuciiierit 

'la  calcul. 
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assuré  en  égalant  à  zéro  chacun  des  couples  composants 
ajaiit  leurs  axes  suivant  ces  trois  droites.  On  pourra  prendre 
certaines  droites  à  une  époque  du  mouvement  et  d'autres 
à  une  autre  époque;  les  équations  aïiiaî  obienues  exprime- 
ront toujours  l'équilibre  qui  doit  avoir  lieu,  et  par  consé- 
quent suffiront,  avec  plus  ou  moins  d'avantage,  à  la  déter- 
mination du  mouvement. 

Or  les  trois  directions  qu'il  est  le  plus  avantageux  de 
prendre  sont  celles  des  axes  fixés  au  corps,  et  pour  les- 
quelles on  choisit  les  axes  principaux  d'ineriJe  relativement 
au  point  fixe.  Seulement,  il  y  aura  quelques  attentions  à 
avoir  pour  l'expression  des  composantes  de  la  force  d'iner- 
tie, qui  est  fort  différente  de  ce  qu'elle  serait  reialivemenl 
à  des  axes  fixes.  Ainsi  ces  composantes,  estimées  par  rap- 
port aux  axes  fixes  X,  Y,  Z,  seront,  au  signe  près,  -— -  dm, 
-~  dm,  —-  dm,  ou  les  dérivées  des  composantes  de  la  vi- 


tesse, suivant  ces  mêmes  axes. 

On  voit  bien  qu'il  n'en  peut  être  de  même  pour  les  coor- 
données 3^1,  y^,  z,,  qui  sont  constantes  pour  une  même 
molécule;  mais  on  pourrait  croire,  au  premier  abord,  que 
les  dérivées  des  composantes  u,  i^,  w  de  la  vitesse  du  point 

parallèlement  aux  axes  X-,  Y,.  Z,,  ou  -—dm,  —-dm,  —-  dm, 

sont  bien  les  composantes  de  la  force  motrice  qui  agit 
sur  dm;  ce  qui  serait  une  très-grave  erreur,  comme  on  va 
le  voir. 

En  effet,  u,  f,  iv  sont  des  fonctions  du  temps  qui  expri- 
ment à  chaque  instant  les  composantes  de  la  vitesse  réelle 
du  point,  estimées  suivant  les  directions  qu'ont  les  axes  X, , 
Y,,  Z,  au  moment  où  l'on  fait  cette  décomposition,  et 
u-\-dii,    v-^dv,  w-^-div  sont  les  composantes  de  la  vi- 
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tessc  après  le  temps  dt,  estimée  suivant  les  nouvelles  di- 
rections des  mêmes  axes  après  ce  temps  rfï;  de  sorte  que 
du,  dv,  dwne  sont  pas  les  accroissements  des  composantes 
de  la  vitesse  réelle  du  point,  estimées  suivant  les  trois 
mêmes  axes  ;  ce  qu'il  faudrait  cependant  pour  que,  en  les 
divisant  par  dl,  on  eût  les  composantes  de  la  force  accélé- 
ratrice. 

Celle  remarque  bien  simple  étant  faîte,  on  voit  comment 
011  peut  obienir  ces  accroissements  des  composantes  de  la 
vitesse  suivant  les  ases  X,,  Y,,  Z,  restant  dans  la  position 
quils  occupent  au  commencement  de  l'intervalle  dt.  Il 
suffira,  en  ellel,  de  chercher  les  composantes,  suivant  ces 
mêmes  axes,  de  la  vitesse  à  la  fin  de  cet  intervalle,  et  d'en 
retrancher  respectivement  «,  v,  w;  on  aura  alors  les 
composantes  de  la  force  accélératrice  suivant  les  axes  X,, 
Y,,  Z,  dans  leur  première  position,  eu  divisant  les  restes 
par  dl.  Quant  aux  composantes  suivatit  Xi,  Yi,  Zi  de  la 
vitesse  après  le  temps  dt^  elles  s'obtiendront  en  projetant 
successivement  sur  ces  trois  axes  les  trois  composantes 
u  +  dit,  f  +  dv,  w  -H  dw  de  la  vitesse  après  le  temps  dt, 
suivant  les  dernières  directions  des  axes  mobiles. 

Connaissant  ainsi  les  composantes  des  forces  d'inertie  pa- 
rallèlement aux  axes  principaux  du  corps,  et  décomposant, 
suivant  les  mêmes  directions,  les  forces  extérieures  don- 
nées, on  formera  facilement  les  trois  équations  de  Té^tii- 
libre  de  l'euaemble  de  ces  forces,  qui  sei'ont  le^  équations 
du  mouvement  du  corps. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  ce  calcul,  et 
nous  nous  bornerons  à  en  donner  le  résultat.  En  représen- 
tant d'abord  par  «',  f',  w'  les  composantes  de  la  force  ac- 
célératrice parallèlement  aux  directions  des  ases  mobiles, 
et  par  Xi,  Yi,  Z,  les  composantes  parallèles  aux  axes  mo- 
biles de  la  force  motrice  appliquée  à  un  point  quelconque, 
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le  principe  de  d'Alembert  fournira  les  trois  équations  sui- 
vames  : 

Les  sommes  indiquées  dans  les  premiers  memljres  se  rap- 
porienl  à  la  masse  entière,  et  celles  du  second  aux  forces 
extérieures  qui  peuvent  être  appliquées,  soit  à  tous  les  points 
du  corps,  soit  à  certains  points  particuliers  en  nombre 
fini.  Ces  dernières  peuvent  être  exprimées  à  chaque  instant 
d'après  les  éléments  qui  déterminent  la  position  du  corps; 
ce  sont  donc  des  fonctions  connues  des  angles  f,  >^,  $,  et 
peut-être  de  (,  dans  le  cas  où  les  forces  dépendraient  du 
temps. 

Quant  aux  premiers  membres,  ils  auront  une  expression 
extrêmement  simple  si  l'on  choisit  les  axes  principaux 
d'inertie  du  corps  pour  les    axes  X,,  Y,,    Z,.   Alors  les 

sommes  \y,Zidm,  2^'  ^^  '^'"t'^^iXi  (^"i  sont  nulles  ; 
et  si  l'on  désigne  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  du 
corps  par  rapport  aux  axes  respectifs  des  0:^,^1^  z,,  et 
par  L,  M,  N  les  fonctions  connues,  qui  sont  les  expres- 
sions des  seconds  membres ,  ou  aura  les  trois  équi 
suivantes  : 

.*- 


»brcs , 

01s 

aura  les 

=  (B- 

-C) 

«-■-n.. 

=  (C- 

-a; 

trf  +  m, 

=  (A- 

-b; 

IM  +  N. 
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Ces  irois  équations  doivent  éire  jointes  à  celtes  qui  déter- 
minent p,  (j,  r  en  fonction  des  angles  «,  &,  c,  a',..,  .  Ces 
dernières  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  trois  angles  ©, 
ijj,  9  {Cours  de  Mécanique).  En  faisant  celte  transforma- 
lion,  on  trouve 

d6        .        .    ,  d-b 


On  a  ainsi  un  système  de  six  équations  différentielles  du 
premier  ordre,  qui  déterminera  les  six  fonctions  />,  q,  r, 
y,  ifi,  6  en  fonction  de  (.  Les  six  constantes  arbitraires  se 
détermineront  par  les  positions  et  les  vitesses  initiales. 

317.  Ces  équations  ne  peuvent  être  intégrées  que  dans 
des  cas  particuliers. 

S'il  n'existe  aucune  force  extérieure,  les  équations  (i) 
se  réduisent  à 


1^1 

=  (B-C) 

ç*-. 

(3) 

=  S 

=  (C-A) 

'■/'' 

k 

=  (A-B) 

P9- 

On 

tire 

facilemeiii 

l  de  ces 

équations 

les  deux 

kp 

1- 

^S-- 

dt  ~"°' 

A-p 

S-B. 

7?  +  C=, 
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d'où 


k  ei  k  étant  des  constantes  qui  seront  déterminées  par  l'état 
initial.  Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  p  et  ç,  et  les 
reportant  dans  la  troisième,  on  anra 


(4)  '1^  =  ^^ 


Cy/ABA' 


B/i-i-C{B  —  C)r^\/A/i  —  /-=  +  C(C  — A)/-' 

Cette  expression  ne  peut  être  intégrée  sous  forme  finie 
que  si  deux  des  trois  moments  d'inertie  Â,B,C  sont  égaux, 
ou  si  fi*  est  égal  à  l'une  des  trois  quantités  Ah,  B/t,  C/j. 
Effectuant  alors  l'intégration,  on  aura  l  en  fonction  de  r, 
d'où  /■  en  fonction  do  (,  et,  par  suite  aussi,  p  et  q.  II  ne 
restera  plus  alors  qu'à  déduire  des  équations  (s)  les  valeurs 
de  y,  ij.,  6. 

Mais  il  sera  plus  avantageux  de  faire  usage  du  principe 
des  aires,  et  de  prendre  pour  plan  des  x  et  j' le  plan  inva- 
riable du  maximum,  ou,  en  d'autres  termes,  celui  du  couple 
résultant  des  quaniîlés  de  mouvement,  lequel  est  constant 
en  direction  et  en  grandeur,  puisque  les  forces  extérieures 
sont  nulles. 

De  là  résuheront  les  équations  suivantes  {Cours  de  Mé- 
■caniqiie)  : 


h  désignant  la  valeur  constante  connue   du   moment  du 
couple  résultant  \l&?p^  +-  l}'ç^4-C*y*. 

Ces  trois  dernières  équations  se  réduisent  à  deux,  parce 
que  la  somme  de  leurs  carrés  est  une  identité.  On  ne  pourra 
donc  en  tirer  que  les  valeurs  de  deux  des  angles.  On  obtien- 
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dra  ainsi 

Au  Cr 

et  l'on  n'aura  recours  aux  équations  (2)  que  pour  la  déter- 
mina lion  de  1^. 

Pour  cela,  on  éliminera  —  des  deux  premières,  et  l'on 
aura 

■   .d^ 
/-sinç  +  îcosç  =  sine— , 

ou,  d'après  les  équations  (5), 

Afi'  -t-  B7' .    .  '^'1' 

A  sine      "^'"    'dï' 
ou 

remplaçant  Ap^-f- Biy*  par  son  égal /i  —  Cr',  on  aura 
j,       i{h  —  Cr') 

■•■i=  1.-CV  ■"• 

Si  l'on  remet  maintenant  pour  rfi  son  expression  (4))  on 
aura  à  effectuer  une  quadrature  qui  sera  possible  sous  forme 
finie  dans  les  mêmes  cas  que  celle  de  dt. 

Nous  renvoyons,  pour  les  détails,  au  Cours  de  Méca- 
nique, où  l'on  trouvera  la  démonstration  de  quelques-uns 
des  beaux  théorèmes  que  Poinsot  a  fait  connaître. 

DU    DOUBLE    MOUVEMENT    D  UN    COUPS    SOLIDE    LIBRE. 

318.  Lorsqu'un  système  rigide  est  passé  d'une  position  à 
une  autre,  on  auraitpu  l'y  faire  arriver  en  lui  donnant  un 
mouvement  de  translation  par  lequel  tous  les  points  décri- 
raient des  droites  égales  et  parallèles  à  celle  qui  joindrait  la 
première  et  la  seconde  position  d'un  de  ses  points,  choisi  à 
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volonté;  puis  en  donnant  au  système  un  mouvement  con- 
venable autour  de  ce  point  fixe. 

Le  point  choisi  poui-  opérer  la  translation  est  arbitraire, 
et  il  y  a  par  conséquent  une  infinité  de  manières  de  faire 
passer  un  corps  d'une  position  à  une  autre  par  une  trans- 
lation et  une  rotation  :  ce  n'est  là  qu'une  question  de  Géo- 
métrie, dans  laquelle  la  considération  des  forces  n'entre 
pas.  Mais  lorsque  le  mouvement  est  continu  et  produit 
par  des  forces  données,  il  n'y  a  plus  rien  d'arbitraire,  et  il 
s'agit  de  déterminer  toules  les  positions  successives  dans 
lesquelles  se  trouve,  effectivement ,  le  corps  à  chaque  in- 
stant. 

La  méthode  qui  conduira  aux  équations  du  mouvemenl 
consistera  toujours  à  exprimer  l'équilibre  entre  les  forces 
extérieures  appliquées  au  corps,  et  les  forces  d'inertie  dé- 
veloppées par  tous  ses  points  ;  ces  équations  seront  au 
nombre  de  six,  puisque  le  corps  est  entièrement  libre. 
Quant  au  mode  de  détermination  du  corps,  on  considérera, 
comme  dans  le  problème  précédent,  trois  axes  qui  lui 
soient  invariablement  liés,  et  l'on  verra  bientôt  l'avantage 
qu'il  y  aura  à  choisir  le  centre  de  gravité  pour  leur  point 
de  renconlre.  On  prendra  alors  pour  inconnues  les  coor- 
données du  centre  de  gravité,  et  les  angles  que  les  direc- 
tions de  ces  axes  font  avec  celles  d'a;ses  fixes;  ou  sim- 
plement trois  angles  analogues  à  ceux  que  nous  avons 
employés  dans  la  question  précédente.  On  aura  ainsi  six 
équations  et  six  inconnues,  et  le  problème  sera  déterminé. 

On  voit  que  la  question  est  beaucoup  plus  compliquée 
que  la  précédente,  dans  laquelle  le  point  de  rencontre  des 
axes  mobiles  était  fixe.  Aussi  nous  bornerons-nous  à  faire 
connaître  une  décomposition  remarquable  de  ce  mouve- 
menl, dont  la  démontration  n'exige  aucun  calcul. 

A^ous  nous  occuperons  d'abord  de  la  détermination  de 
l'état  initial,  résultant  de  forces  instantanées  appliquées 
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au  corps  à  l'etai  de  repos.  Nous  consîtiereioiis  ensuite  les 
^tats  résullantiie  l'état  iuilial  et  de  Taciion  des  forces  con- 
liuues. 

319.  Moui'ement  inilial  produit  par  des  forces  insian- 
tanées.  —  Toutes  ces  forces  peuvent  être  réduites  à  une  ré- 
sultante appliquée  au  centre  de  gravite  et  à  un  couple;  et 
nous  avons  démontré  qu'où  peut  calculer  séparément  l'effet 
produit  par  l'une  et  l'autre  sur  le  corps  panant  du  repos, 
puis  composer  les  vitesses  acquises  dans  ces  deux  cas. 
Examinons  successivement  ces  deux  effets. 

Nous  savons  d'abord  que  le  centre  de  gravité  prendra 
le  même  mouvement  que  si  toute  la  masse  y  était  réunie  et 
que  toutes  les  forces  y  fussent  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes;  ce  qui  donnerait  ainsi  la  résultante  même, 
puisque  les  deux  forces  du  couple  s'y  détruiraient.  Cette 
force  étant  connue  ainsi  que  la  masse  totale,  la  vitesse  ini- 
tiale du  centre  de  gravité  le  sera  par  suite. 

Reste  à  connaître  les  vitesses  initiales  produites  sur  tous 
les  atitres  points  par  l'action  de  cette  même  force, 

320.  Effet  d'une  force  appliquée  au  centre  de  gravité 
d\in  corps.  —  Si  l'on  décompose  le  corps  en  éléinenls  in- 
finiment petits  en  tous  sens,  la  force  donnée  pourra  être 
décomposée  en  forces  parallèles,  appliquées  à  ces  éléments 
proportionnellement  à  leurs  masses.  Si  tous  ces  éléments 
étaient  libres,  ils  se  mouvraient  parallèlement  à  la  force 
donnée,  avec  une  vitesse  égale  au  rapport  de  la  force  qui 
leur  est  appliquée,  à  leur  masse,  et  par  conséquent  au  rap- 
port de  la  force  totale  à  la  masse  totale  ;  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  la  vitesse  dn  centre  de  gravité.  D'où  l'on  conclut 
qu'une_/b/'ce  quelconque ,  appliquée  au  centre  de  gravité 
d'un  corps  solide,  fait  acquérir  à  tousses  points  une  vitesse 
égale,  parallèle  à  la  force,  et  la  mdine  que  si  toute  la 
niasse  était  réunie  au  centre. 
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Si  la  force  est  de  celles  qu'on  appelle  instantanées,  la 
vitesse  acquise  pendant  le  temps  extrèjnemeol  petit  de  son 
action,  sera  une  vitesse  finie.  Si  au  contraire  c'est  une  force 
finie,  la  vitesse  acquise  dans  un  temps  infiniment  petit 
sera  infiniment  petite,  et  la  proposition  précéîlenie  subsis- 
tera toujours.  Dans  le  cas  où  cette  force  finie  agirait  pen- 
dant un  temps  fini,  dans  une  direction  constante,  les  vi- 
tesses acquises  s'ajouteraient  et  produiraient  une  vitesse 
finie,  déterminée  toujours  par  le  même  lliéorèmc. 

321.  Maintenant  que  nous  connaissons  l'effet  d'une  force 
quelconque  appliquée  au  centre  de  gravité  d'un  corps  libre, 
et  dans  le  cas  actuel  cette  force  étant  la  résultante  de  toutes 
les  forces  instantanées  qui  doivent  produire  l'état  initial, 
nous  pouvons  énoncer  cette  proposition  : 

L'effet  produit  par  la  résultante  des  forces  instanta- 
nées transportées  au  centre  de  gravité^  est  de  faire  ac~ 
quérir  à  tous  les  points  des  vitesses  parallèles  à  cette 
force  et  égales  à  celle  qui  aurait  lieu  si  toute  la  masse 
était  réunie^  et  toutes  les  forces  transportées^  au  centre  de 
gravité. 

322.  £ff'et  du  couple  instantané.  — Passons  à  l'cflet  du 
couple  instantané,  appliqué  au  corps  en  repos. 

Le  centre  de  gravité  ne  sera  pas  déplacé,  puisque  les 
deux  forces  du  couple  transportées  en  ce  point  se  détrui- 
raient; d'où  l'on  conclui  que  rien  ne  serait  changé  dans 
l'effet  produit,  si  l'on  fixait  invariablement  ce  point. 

Mais  alors  on  pourrait  introduire  en  ce  point  la  résul- 
tante générale,  puisqu'elle  serait  détruite  par  la  résistance 
du  point  fixe  :  on  peut  donc  dire  que  l'effet  du  couple  est 
le  même  que  serait  celui  de  tontes  les  forces  données,  si 
Von  fixait  le  centre  de  gravité.  D'où  résulte  enfin  cette 
proposition  générale  qui  donne  la  détermination  de  l'e'tat 
initial  : 
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Les  vitesses  que  prennent  instantanément  les  différents 
points  d'un  corps  solide  libre,  peuvent  être  consiJcrées 
comme  les  résultantes  de  celles  qui  se  rapporteraient  à 
deux  mouvements  distincts  :  l'un  de  translation,  produit 
par  les  forces  d^ impulsion  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité  j  l'autre  de  rotation, 
produit  parlesystème  même  desjorces  données,  agissant 
sur  le  corf?s  dont  le  centre  de  gravité  aurait  été  invaria~ 
hlement  fixé . 

Au  moyen  de  cette  proposition,  le  mouvement  initiai  du 
corps  est  entièrement  connu,  puisque  l'on  sait  déterminer 
celui  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe.  Quant  à  ce  qu'il 
deviendra  par  la  suîle,  nous  savons  <jue  le  centre  de  gra- 
vité se  mouvra  de  la  même  manière  que  si  toute  la  masse  y 
était  réunie,  et  que  toutes  les  forces  continues  y  fussent 
transportées,  sans  changer  de  grandeur  et  de  direction.  Mais 
ces  forces,  dépendant,  en  général,  de  la  position  des  points, 
se  trouvent,  par  cela  même,  dépendantes  du  mouvement  de 
rotation  ;  de  sorte  que  l'on  ne  peut  calculer  séparément  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  du  corps,  excepte  dans  le 
cas  particulier  où  les  forces  auraient  des  directions  et  des 
intensités  constantes,  comme  par  exemple  dans  le  cas  de  la 
pesanteur. 

Au  reste,  on  peut  toujours  établir  la  même  proposition 
relativement  aux  forces  continues,  que  relativement  aux 
forces  instantanées.  En  effet,  considérons  le  corps  à  un 
instant  quelconque  ;  on  peut  supposer  qu'il  part  du  repos 
et  qu'il  est  sollicité,  d'itn  côté,  par  des  forces  instantanées 
qui  donneraient  à  chaque  point  la  vitesse  qu'il  a  ;  d'un  autre 
côté,  par  les  forces  continues  qui  ne  peuvent  produire  que 
des  vitesses  inliniment  petites  dans  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit,  et  que  l'on  peut  regarder  comme  des 
forces  instantanées  agissant  au  commencement  de  cet  in* 
tervallede  temps  infiniment  petit.  Or,  d'après  le  principe 
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que  nous  avons  rappfilé,  on  peut  déterminer  séparément 
les  vitesses  produites  par  ces  deux  systèmes,  et  les  composer 
ensuite.  Le  premier  produira  l'effet  qui  avait  réellement 
lieu  à  l'instant  considéré;  le  second  est  identique  avec  celui 
que  nous  avons  discuté  d'abord,  et,  par  conséquent,  il  pro- 
duira une  vitesse  de  translation  infiniment  petite,  due  à 
toutes  les  forces  continues  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité,  et  un  mouvement  de 
rotation  autour  du  centre  de  gravité  rendu  fixe,  produit 
par  toutes  ces  forces  dans  leur  véritable  position. 

Ainsi  donc,  si  Von  conçoit  par  le  centre  de  gravité  du 
corps  trois  axes  rectangulaires  qui  se  meuvent  parallèle- 
ment à  eux-mêmes,  leur  point  de  rencontre  se  mouvra 
comme  si  toute  la  niasse  du  corps  y  était  réunie,  et  que 
toutes  les  force/s,  instantanées  ou  continues,  j  fussent  ap- 
pliquées; et  le  mouvement  du  corps,  par  rapport  à  ces 
axes,  sera  le  même  que  si  lew  point  de  rencontre  était 
invariablement  fixé,  et  que  toutes  les  forces  qui  sollicitent 
à  chaque  instant  les  différents  points  dans  le  mouvement 
réel  fussent  appliquées  de  la  même  manière  à  ces  mêmes 
points. 

323.  ^application  à  l'ellipsoïde  pesant.  —  Supposons 
qu'un  ellipsoïde  homogène  reçoive  une  impulsion  dont  la 
direction  soit  comprise  dans  le  plan  de  deux  de  ses  axes 
principaux  relatifs  à  son  centre  de  gravité,  et  soit  ensuite 
abandonné  A  l'action  de  la  pesanteur.  Désignons  par  f^c  la 
quantité  de  mouvement  qui  mesure  la  force  instantanée, 
par /la  distance  de  cette  force  au  centre,  par  h  cl  c  les 
deux  demi-axes  qui  sont  dans  le  plan  de  la  force,  et  par  n 
le  troisième;  enfin  par  M  la  masse  de  l'ellipsoïde,  et  par  V 
la  vitesse  initiale  de  son  centre  de  gravité. 

Le  centre  de  gravité,  qui  est  le  centre  de  l'ellipsoïde,  de- 
vant se  mouvoir  comme  si  la  masse  M  y  était  concentrée, 
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et  fût  sollicitée  an  premier  instant  par  la  force  fie,  puis 
par  son  poids,  ce  point  prendra  d'abord,  dans  une  direc- 
tion parallèle  à  celle  de  l'impulsion,  une  vitesse  dont  la 
valeur  sera 

M 

et  il  décrira  une  parabole  tangente  à  cette  direction  ini- 
tiale, et  dont  réqualion  se  calculera  comme  dans  le  cas  d'un 
point  libre.  Pour  connaître  son  mouvement  par  rapport  à 
trois  axes  passant  par  son  centre  et  parallèles  à  des  direc- 
tions fixes,  il  faut  supposer  que  le  centre  soit  fixe  et  que 
la  force  d'impulsion  ainsi  que  lapesanteuragîssent  sur  l'el- 
lipsoide  ainsi  assujetti.  Mais  on  peut  faire  abstraction  de 
la  pesanteur,  puisque  le  centre  de  gravité  est  fixe,  et  il  suffit 
de  déterminer  la  rotation  produite  par  l'impulsion.  Cette 
force  étant  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite,  qui  est  un  ase  principal  relativement  au  point  où 
elle  est  coupée  par  ce  plan,  et  de  plus  ce  point  étant  fixe, 
il  s'ensuit  que  le  mouvement  aura  lien  indéfiniment  autour 
de  cet  axe.  La  vitesse  angulaire  w  s'obtiendra  en  divisant  le 
moment  fti^de  la  force  par  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  l'i  l'axe  fixe;  on  aura  donc 


On  voit  donc  que  l'axe  de  rotation  se  transporte  parallèle- 
ment à  lui-même,  et  que  le  corps  tourne  tiniformément 
autour  de  celte  droite,  que  l'on  pourra  déterminer  à  cliaque 
instant,  puisqu'on  connaît  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité qui  en  est  le  milieu.  On  déterminera  donc  facilement 
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la  position  de  tous  les  poiiils  de  rellipsoïde,  à  iiit  instant 
quelconque. 

Dans  le  cas  où  il  serait  réduit  à  une  sphère  pleine  ou 
creuse,  homogène  ou  seulement  formée  de  couches  homo- 
gènes, toni  diamètre  serait  un  axe  principal  ;  le  mouvement 
de  rotation  aurait  lieu  autour  de  celui  qui  serait  perpendicu- 
laire au  plan  mené  par  )e  centre  et  par  la  direction  de  la 
force  d'impulsion,  et  la  direction  de  cet  ase  serait  constam- 
ment parallèle  à  elle-même. 

Le  mouvement  de  rotation  de  cette  sphère  ne  serait  pas 
altéré  si  tous  les  points  étaient  attirés  vers  d'autres  points 
par  des  forées  proportionnelles  aux  masses  et  à  une  fonc- 
tion de  la  dislance,  parce  que  la  résultante  des  actions 
exercées  par  uu  point  quelconque  sur  la  masse  entière  de 
la  sphère,  passerait  par  son  centre  de  gravité.  Mais  si  le 
corps  était  tant  soit  peu  dllféretit  d'une  sphère,  il  n'en  se- 
rait phis  ainsi  ;  et  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  dans  le 
cas  de  la  terre. 
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DU  MOUVEMENT  D'UN  SYSTÈME  DE  POINTS  LIBRES 
SOUMIS  A  LEUR  ACTION  MUTUELLE. 


324.  Celte  question  est  une  des  plus  imporianles  de  la 
mécanique  céleste,  et  constitue  la  première  et  la  plus 
grande  partie  du  problème  du  système  du  monde. 

En  effet,  nous  avons  reconnu  que  toutes  les  motécules 
de  la  matière  s'attirent  mutuellement  dans  le  rapport  des 
masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Dans 
celle  loi  d'attraction  des  aplières  composées  de  couches  con- 
centriques homogènes,  s'attirent  comme  si  leurs  masses 
étaient  réunies  en  leurs  centres  respectifs;  et,  de  plus, 
d'après  un  principe  généra!, leurs  centres  de  gravité  doivent 
se  mouvoir  de  la  même  manière  que  si  cette  concentration 
de  la  matière  avait  lieu. 

Or  les  planètes  et  leurs  satellites  ont  une  forme  sensible- 
ment sphérique,  et  leur  formation  vraisemblable  donne 
lieu  de  croire  qu'elles  sont  composées  de  couebes  coucen- 
Iriques  homogènes.  On  peut  donc  dans  la  recliercbe  du 
mouvement  de  leurs  centres  de  gravité,  qui  sont  leurs 
centres  de  figure,  les  considérer  comme  réduites  à  de 
simples  points,  ayant  la  masse  de  ces  corps  eux-mêmes, 
et  s'attîranl  mutuellement,  proportionnellement  à  leurs 
masses  et  en  raison  inverse  du  carre  de  leurs  dislances, 

Si  l'on  pouvait  résoudre  ce  premier  problème,  il  reste- 
rait encore  à  connaître,  pour  chacun  de  ces  corps,  son 
mouvement  de  rotation  autour  de  son  centre  de  gravité. 
Or  on  connaîtrait  à  chaque  instant  la  position  de  tous  ces 
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cenires,  que  l'on  penl  regarder  comme  les  poinls  d'ap- 
pliralioD  des  forces  qui  agissent  sur  tous  les  points  d'un 
quetcouque  de  ces  corps;  le  mouvement  de  rotation  de 
chacun  d'eux  rentrerait  donc  dans  la  question  examinée 
précédemment. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  former  les  trois  équations 
du  mouvemeul  de  chacun  des  points  libres  qui  s'attirent 
ou  se  repoussent  muiuclletnent,  proportionuellcment  à 
leurs  masses  et  à  une  fonction  donnée  (f(/')  de  leur  dis- 
tance r.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  {x^j,  z),  (x',j',  z'), 
(x",j",  z"), .  • ..,  les  coordonnées  de  ces  différents  points, 
par  m,  m',  m",, . .  leurs  masses,  les  composantes  de  la 
force  totale  qui  s'exerce  sur  le  premier  sera,  eu  désignant 
par  /■',  (■", . . .  ses  distances  aux  autres  et  supposant  toutes 
les  actions  attractives, 


Si  l'une  des  actions  était  répulsive,  il  faudrait  changer 
de  signes  les  termes  qui  renferment  la  distance  correspon- 
dante. 

Égalant  respectivement  ces  trois  expressions  à  nt~r-, 
m  —r-  )  m  —r-  >  on  aura  les  trois  équations  du  mouvement 

du  premier  point. 

En  agissant  de  même  pour  tous  les  autres,  on  aura  au- 
tant d'équations  que  de  coordoiiiiëes,  et  comme  les  variables 
r',  /'",...  s'expriment  au  moyen  des  coordonnées,  il  ne 
reste  qu'une  seule  variable  indépendante,  qui  est  le  temps, 
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et  le  problème  du  mon  vprneiu  de  tous  les  poinis  est  ramené 
au  problème  de  l'iniégraiion  d'un  système  d'équations  dif- 
férenlielles. 

325.  Mais  ces  équations  n'étant  pas  linéaires,  nepenvent 
généralement  être  intégrées,  sous  forme  finie,  même  en 
acceptant  les  quadratures  comme  des  opérations  toujours 
praticables.  Les  principes  généraux  eu  donneront  bien 
quelques  intégrales;  mais  elles  sont  insuffisantes,  même 
dans  le  cas  où  le  système  ne  se  compose  que  de  trois 
points. 

Ainsi,  le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
apprend  que  ce  point  se  mouvra  uniformément,  en  ligne 
droite,  puisque  toutes  les  forces  étant  deux  à  deux  égales 
et  opposées,  se  détruisent  quai 
même  point;  et,  comme  l'état  i; 
connaître  la  direction  et  la  grau' 
de  gravité,  son  mouvement  est  complètement  déierminé. 
Ses  coordonnées  sont  donc  des  fonctions  linéaires  connues  du 
temps  ;  or  elles  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  linéaires 
de  celles  des  points  donnés;  il  résultera  donc  de  là  trois 
équations  linéaires  entre  les  coordonnées  de  tous  les  points 
et  le  temps. 

Le  principe  des  aires  en  donne  trois  autres  entre  ces 
coordonnées  et  leurs  premières  dérivées. 

Enfin  le  principe  des  forces  vives  qui  a  lieu,  puisque  les 
actions  mutuelles  ne  sont  fonctions  que  de  la  distance, 
donnera  une  nouvelle  équation  entre  ces  mêmes  quantités. 

On  aura  donc  ainsi  sept  équations,  dont  quatre  encore 
renferment  des  différentielles  du  premier  ordre. 

Mais  le  nombre  des  coordonnées  est  plus  grand  que 
sept  dès  qu^'il  y  a  plus  de  deux  poinis,  et  l'intégration 
devient  impossible  d'une  manière  générale. 

Quand  il  n'y  a  que  deux  points,  c'est  Je  problème  du 
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soleil  et  d'une  planète,   supposés  complètement  isolés  : 
nous  l'avons  traité  précédemment. 

Quand  il  y  a  trois  poîtils,  la  cjuestion  est  celle  du  soleil, 
de  la  terre  et  de  ia  lune,  sans  aucune  action  étrangère  :  c'est 
le  célèbre  problème  des  trois  corps,  qui  a  tant  occupé  les 
géomètres,  et  dont  on  n'a  pu  trouver  la  solution  exacte. 

On  peut  juger  par  là  de  la  difficulté  du  problème  <]ui 
embrasserait  tout  le  système  solaire,  dont  le  nombre  des 
corps  est  déjà  si  considérable,  et  s'accroit  encore  tous  les 
jours.  Heureusement  qu'il  y  a  quelques  circonstances  qui 
rendent  un  peu  plus  facile  le  calcul  des  approximations, 
comme  nous  allons  le  faire  concevoir  sommairement. 

En  effet,  parmi  tous  ces  corps  il  y  en  a  un  d'une  masse 
beaucoup  plus  grande,  non-seulement  que  chacun  des 
autres,  mais  même  que  leur  ensemble  :  c'est  le  soleil.  Les 
autres  sont  en  général  à  de  très-grandes  distances  les  uns 
des  autres,  et  leur  action,  étant  proporiionnelle  à  la  masse 
et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  est  incompara- 
blement moindre  que  celle  que  le  soleil  exerce  sur  eux; 
on  peut  donc  la  négliger  dans  une  première  approxima- 
tion :  ce  qui  ramène  à  la  considération  de  deux  corps  seu- 
lement. 

Toutefois,  il  y  a  quelques  groupes  composés  de  eorps 
beaucoup  plus  voisins  les  uns  des  autres,  et  dont  il  sem- 
blerait qu'on  ne  peut  négliger  ainsi  les  actions  mutuelles; 
mais  il  se  trouve  que  l'un  d'eux  est  beaucoup  plus  grand 
que  tous  les  autres  eusembîe,  cl  par  conséquent  encore 
on  peut  commencer  par  faire  abstraction  de  ces  derniers, 
et  calculer  le  mouvement  du  plus  considérable  soumis  à 
l'action  seule  du  soleil  :c'est  le  cas,  par  exemple,  de  Jupiter 
et  de  ses  satellites. 

Quant  au  mouvement  de  ces  derniers,  on  remarquera 
d'abord  que,  vu  la  presque  égalité  des  distances  de  tous  les 
points  du  groupe  au  centre  du  soleil,  les  forces  accéléra- 
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trices  provenant  de  ce  dernier  peuvent  èlre  considérées 
comme  égales  ei  parallèles,  et,  parconsécjuent,  ne  changent 
rien  au  mouvement  relatif  de  tous  ces  points  soumis  à  leur 
action  mutuelle.  On  est  donc  ainsi  ramené  à  la  détermina- 
tion du  mouvement  relatif  de  points  en  beaucoup  moindre 
nombre,  et  dont  l'un  est  d'une  masse  très-considérable  par 
rapport  aux  autres  :  problème  analogue  à  celui  du  soleil  et 
des  planètes,  et  qui  donnera  lieu  aux  mêmes  simpliScations 
dans  une  première  approximation. 

Après  ce  premier  travail,  il  faut  passer  à  un  autre  beau- 
coup plus  pénible  :  il  faut  tenir  compte  des  forces  négli- 
gées, qui  modifient  les  résultats  et  produiseJit  dans  les 
mouvements  ce  que  l'on  appelle  des  perturbations.  Nous 
n'essayerons  pas  de  donner  une  idée  des  méthodes  em- 
ployées à  cet  effet;  notre  unique  but  est  de  tracer  la  marche 
générale  suivie  dans  la  solution  d'une  question  si  compli- 
quée. 

326.  Mais  le  problème  du  système  solaire  ne  serait  pas 
résolu,  lors  même  qu'on  parviendrait  à  connaître  suffisam- 
ment le  mouvement  des  centres  des  corps  qui  composent 
le  système  tout  entier  :  il  resterait  encore  à  déterminer 
leurs  mouvements  de  rotation  autour  de  leurs  centres  de 
gravité,  et  surtout  celui  de  la  terre,  qui  est  pour  l'homme 
d'un  intérêt  si  particulier.  Quoique  cette  question  rentre 
dans  celle  qui  a  été  traitée  dans  les  Chapitres  précédents, 
nous  ne  pouvous  nous  empêcher  d'en  dire  quelques  mots  à 
propos  du  système  du  monde. 

C'est  Newton  qui  s'est  occupé  le  premier  de  cette  im- 
portante question.  Il  a  d'abord  remarqué  que,  la  terre 
n'étant  pas  parfaitement  sphérique,  la  résultanie  des  actions 
exercées  sur  elle  par  les  différents  points  du  soleil  ne  devait 
pas  passer  par  son  centre,  et,  par  des  considérations  que 
nous  ne  pouvous  développer,  il  a  calculé  l'effet  produit 
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par  le  snleil  sur  la  portion  (le  la  lerre  qui  dépasse  la  spliêre. 
(lonl  le  diainèlfe  est  la  distance  de  ses  deux  pôles.  Il 
parvenu,  malgré  le  peu  de  ressources  que  lui  offrait  l'étal 
de  la  science,  à  ce  grand  résultat  :  que  celte  action  devaii 
produire  sur  l'axe  de  la  terre  un  mouvement  Irès-leni 
autour  de  l'axe  de  l'écîiplique.  Ainsi  l'équateur  terrestre, 
toujours  également  incliné  sur  le  plan  de  récliptiqi 
devait  le  couper  suivant  une  ligne  variable  faisant  une 
révolution  entière  dans  un  intervalle  de  plus  de  vingt-six 
mille  années.  Les  points  d'intersection  de  cette  ligne  avec 
la  circonférence  de  l'écliptique  étant  les  points  équi- 
noxiaux,  il  en  résulterait  pour  ces  points  le  mouvement 
régulier  de  précession  que  l'on  connaissait  depuis  si  long- 
temps, et  dont  on  ne  soupçonnait  inôme  pas  la  cause. 

Mais  la  loi  delà  précessi-on  des  équinoxes  est  légèrement 
troublée  par  l'action  de  la  lune,  qui ,  par  un  effet  semblable 
à  celui  du  soleil  sur  le  ménisque  terrestre,  produit  sur  l'axe 
de  la  terre  une  légère  déviation  qui  s'accomplit  dans  une 
période  d'environ  dix-huit  ans,  et  à  laquelle  on  a  donné 
le  nom  de  nutation. 

La  théorie  de  Newton  l'a  ainsi  conduit  à  l'explication 
des  mouvements  du  globe  lerresii-e,  considéré  dans  son 
ensemble  comme  un  corps  de  figure  invariable;  mais  il  lui 
a  été  donné  encore  de  reconnaiire  les  causes  des  mouve- 
ments périodiques  qui  ont  lieu  à  la  surface  de  l'Océan,  et 
que  Galilée  lui-même  n'avait  pas  soupçonnées.  11  a  reconnu 
que  cette  sorte  de  perturbation,  que  l'on  nomme  flux  et 
reflux,  élaîl  due  à  l'inégalité  de  l'attraction  exercée  sur 
les  différents  points  de  la  terre,  tant  par  le  soleil  que  par 
la  lune.  Galilée,  après  avoir  réfuté  différentes  explications 
de  ce  remarquable  phénomène,  en  a  donné  lui-même  une 
tout  aussi  inadmitisible;  mais,  ne  connaissant  pas  la  gra- 
vitation universelle,  il  ne  pouvait  en  trouver  la  vraie 
théoi'ie. 
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Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  lo  grand  problème 
du  mouvement  d'un  système  de  corps  libre  ;  pour  les  détails 
et  les  calculs  tjni  s'y  rapportent,  nous  ne  pouvons  que  ren- 
voyer aux  Mémoires  ei  aux  Traités  spéciaux  de  mécanique 
céleste . 

JNons  n'avons  voulu  que  poser  la  question  et  en  indiquer 
les  grandes  divisions  :  nous  ne  pouvons  faire  plus,  d'après 
l'objet  de  cet  Ouvrage;  mais  nous  n'avons  pas  cru  devoir 
faire  moins. 
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1,  Dans  celle  Partie  de  notre  Ouvrage,  nous  nous  sommes 
proposé  de  donner  un  exemple  de  l'application  de  nos  mé- 
thodes générales  à  la  furmalion  d'une  science  de  raisonne- 
ment, dont  les  éléments  dépendraient  du  système  matériel 
au  milieu  duquel  nous  vivons. 

rVous  avons  choisi  à  cet  ellet  la  propriété  la  plus  simple 
et  lu  plus  générale  de  la  malièrc,  qui  joue  un  rôle  dans 
presque  tous  les  pliénomènes  que  nous  oilrent  les  corps, 
indépendamment  de  l'espèce  particulière  de  la  matière  qui 
les  compose,  et  se  piésenle  par  conséquent  la  première  à 
notre  étude  :  celle  propriété  est  la  mobilité. 


2.  On  reconnaît  bicnlôl  que  le  plus  ordir 
déplacement  d'une  portion  quelconque  de  matière  n'est 
pas  spontané,  et  est  dû  à  quelque  chose  en  dehors  d'elle; 
et  celle  observation  est  si  générale,  que,  lors  même  que 
celle  cause  nous  est  cachée,  nous  sommes  portés  à  admettre 
qu'elle  existe.  Ces  causes  de  mouvement,  que  nous  trou- 
vons en  nous-mêmes,  el  dont  nous  avons  le  sentiment  toutes 
les  fois  que  nous  déplaçons  un  corps,  nous  les  nommons 
des  forces. 

Une  force  met  un  corps  libre  en  mouvement;  mais  plu- 
sieurs forces  agissant  sur  un  même  corps,  pourraient  se  dé- 
truire mutuellement,  et  le  corps  ne  serait  pas  déplacé.  Dana 
ce  cas,  on  dit  que  ces  forces  sont  en  équilibre.  L'objet  tjue 
nous  avons  eu  en  vue  a  été  l'étude  de  ces  mouvements  ou 
de  ces  équilibres^  et  l'ensemble  de  leurs  lois,  c'est-à-dire 
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des  rapporls  nécessaires  résullant  de  Tactiou  des  forces  sur 
les  corps,  constitue  la  science  des  forces. 

3.  Pour  qu'elle  devienne  une  science  de  raisonuemeni, 
il  faut,  comme  nous  l'avons  dit  pre'cédemmcnt,  connaître 
]a  nature  des  forces,  c'est-à-dire  connaître  assez  de  pro- 
priétés des  forces,  pour  que  tous  leurs  effets  en  soient  des 
conséquences  nécessaires. 

Ces  propriétés  fondamentales,  qui  renferment  viriuelle- 
ment  la  science  entière,  ne  peuvent  être  obtenues  que  par 
l'observation  des  phénomènes;  car  le  monde  matériel  au- 
rait pu  être  soumis  à  des  lois  différentes  de  celles  qui  le 
régissent,  et,  par  conséquent,  ces  lois  ne  peuvent  être  dé- 
couvertes par  l'intelligence  de  l'homme  qui  se  placerait 
en  dehors  de  ce  monde  réel. 

C'est  l'établissement  de  ces  lois  fondamentales  qui  a  dû 
nous  occuper  d'abord. 

4.  Les  forces  sont  de  ces  choses  qui  ne  peuvent  être 
définies-,  dire  que  ce  sont  des  causes  de  mouvement,  n'est 
pas  réellement  les  définir,  puisque  ces  causes  n'étant  pas 
connues  d'avance,  ce  ne  serait  que  substituer  un  mot  à  un 
autre.  Mais,  ce  qui  est  essentiel,  c'est  que  leur  égalité  cl 
leur  addition  soient  définies  avec  précision  ;  et  c'est  par  là 
que  nous  avons  commencé. 

Quant  à  l'établissement  des  principes  fondamentaux, 
nous  nous  sommes  d'abord  occupé  de  ceux  qui  se  rap- 
portent à  l'équilibre,  parce  qu'ils  sont  plus  simples  et  moins 
nombreux  que  ceux  qui  se  rapportent  au  mouvement;  et 
nous  avons  exposé  complètement  la  science  de  l'équilibre, 
avant  de  nous  occuper  de  celle  du  mouvement,  non-seule- 
ment parce  que  la  première  est  plus  facile,  mais  encore 
parce  qu'elle  est  la  base  de  la  seconde. 

5.  Après  avoir  établi  avec  soin  ces  premiers  principes, 
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nous  avons  commencé  l'étude  de  l'équilibre  par  quelques 
cas  simples^  maïs  nous  nous  sommes  bientôt  élevé  à  la 
formule  générale  qui  renferme  virtuellement  les  conditions 
d'équilibre  de  tous  les  systèmes,  et  d'où  on  peut  les  tirer 
dans  chaque  cas  particulier,  par  des  procédés  de  calcul 
réguliers.  Cette  formule  est  l'expression  d'un  principe, 
entrevu  par  les  géomètres  qui  ont  précédé  Lagrange,  mais 
dont  il  a  le  premier  compris  toute  l'importance.  11  l'a 
admis  d'abord,  ïl  est  vrai,  sans  démonstration  générale,  et 
un  grand  nombre  des  conséquences  qu'il  en  a  tirées  poti- 
vant  ^ire  démontrées  directement  en  étaient  une  confirma- 
lion  frappante;  mais  la  rigueur  scientifique  exigeait  une 
démonstration  préalable  de  ce  célèbre  principe  des  vitesses 
'virtuelles;  et  elle  a  été  donnée  d'abord  par  Fourier,  puis 
par  Lagrange  lui-même,  par  Poinsot  et  quelques  autres 
encore. 

On  peut  donc  regarder  maintenant  la  science  de  l'équi- 
libre comme  rigoureusement  établie,  d'après  les  données 
premières  que  nous  avons  admises  comme  résultats  de 
l'observation;  elle  est  donc  ainsi  ce  que  nous  avons  nommé 
une  science  de  raisonnement. 

Il  faut  remarquer  toutefois  que  nous  ne  nous  sommes 
occupé  que  des  systèmes  de  points,  ou  de  corps  solides,  en 
nombre  fini,  liés  entre  eux,  ou  à  des  points  fixés  d'une 
manière  quelconque.  Nous  n'avons  pas  considéré  les  sys- 
tèmes composés  d'une  infinité  de  points,  tous  mobiles  les 
uns  par  rapport  aux  autres,  et  (ormani  ce  qu'on  appelle 
des  liquides  ou  des  gaz  ;  nous  en  parlerons  plus  tard. 

6,  Après  avoir  constitué  la  science  de  l'équilibre  des 
forces,noussommespasséà  l'étude  des  mouvements  qu'elles 
peuventproduire. 

Et  d'abord,  il  faut  bien  remarquer  que  le  mouvement, 
tel  que  nous  l'avons  défini,  est  toujours  relatif.  Le  mouve- 
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meut  absolu,  généralemenl  admis  jusqu'ici,  est  une  pure 
cliimère  fondrâ  sur  une  auire  chimère,  celle  d'un  espace 
éternel  et  absolu,  dont  chaque  point  aurait  une  existence 
personnelle,  et  serait  supposé  dans  un  élat  d'immobilité. 
Et  comme  11  est  tout  aussi  impossible  de  dire  ce  qu'on  en- 
tend par  l'immobilité  d'un  point  de  cet  espace,  que  par 
celle  d'un  point  matériel  quelconque,  ce  n'est  que  par  un 
cercle  vicieux  que  l'on  arrive  à  croire  que  l'on  a  donné 
une  définition  du  repos  et  du  mouvement. 

D'après  cela,  nous  n'avons  dû  nous  occuper  que  des 
mouvements  relatifs  des  points,  et  tous  les  principes  géné- 
raux que  nous  avons  établis  comme  bases  de  la  science  du 
mouvement,  sont  entendus  d'après  cetie  conception. 

7.  La  considération  du  mouvement  en  entraine  une 
autre,  celle  du  temps.  Nous  avons  encore  eu  à  combattre  à 
ee  sujet  une  conceplion  aussi  chimérique  que  celle  de  l'es- 
pace, celle  qui  fait  du  temps  un  être  réel,  nécessaire,  in- 
dépendant de  toute  création,  comme  l'espace,  et  sur  lequel 
viennent  s'échelonner  les  époques,  comme  les  points  sur 
une  ligne  indéfinie.  Nous  avons  admis  évidemment  l'idée 
de  succession  comme  résultat  de  notre  expérience,  mais 
nous  n'avons  pas  dit  qu'il  existait  un  être  dans  lequel  s'o- 
pérait cette  succession,  Néanmoins,  pour  la  commodité  du 
langage,  nous  avons  parlé  de  temps  égaux,  ou  dans  un  rap- 
port quelconque,  et  par  consé([uent  exprimables  par  des 
nombres,  en  définissant  rigoureusement  ce  que  nous  en- 
tendions par  là. 

8.  Il  est  encore  une  autre  notion  nécessaire  à  intro- 
duire dans  la  science  du  mouvement,  et  qui  ne  se  trouve 
pas  dans  celle  de  l'équilibre  ;  c'est  la  notion  de  la  masse. 
L'expérience  montre  que  ta  même  force  ne  produit  pas  le 
même  mouvement  quand  elle  est  appliquée  à  des  corps 
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formés  de  la  même  sutstance,  ayant  des  volumes  dilTéreiils, 
et  par  conséquent  renfermant  des  quantités  différentes  de 
matière.  Mais,  comme  on  ne  peut  attacher  aucuu  sens  pré- 
cis à  la  comparaison  des  quantités  de  matière  renfermées 
dans  des  corps  d'espèces  différentes,  et  que  notre  objet  n'est 
pas  de  tenir   compte  de  la  composition    particulière  des 


corps,  mais  ; 


^ulement  de  la  manière  dont  ils  sont  r 


mouvement  par  les  forces,  nous  avons  considéré  comme 
identiques,  sous  ce  rapport,  deux  corps  qui,  soumis  à  l'ac- 
tion d'une  même  force,  prennent  le  même  mouvement.  On 
dit  alors,  non  qu'ils  renferment  la  même  quantité  de  ma- 
tière, mais  qu'ils  ont  la  même  masse. 

Lorsque  deux  corps  proviennent  de  la  réunion  de  corps 
ayant  des  masses  égales,  on  dit  que  leurs  masses  sont  dans 
le  rapport  des  nombres  respectifs  de  ces  corps  partiels.  Dé 
là  résulte  l'expression  de  tomes  les  masses  en  nombres,  en 
prenant  pour  terme  de  comparaison  celle  d'un  volume  dé- 
terminé d'une  substance  choisie  arbitrairement. 

Deux  corps  sollicités  par  des  forces  proportionnelles  à 
leurs  masses  prennent  un  même  mouvement,  parce  qu'en 
les  décomposant  en  parties  égales  à  leur  commune  me- 
sure, toutes  ces  masses  égales  sont  sollicitées  par  des  forces 
égales.  Et  réciproquement,  si  le  mouvement  est  le  même, 
les  forces  sont  dans  le  rapport  des  masses.  De  là  résulte  un 
moyen  simple  de  comparer  les  masses.  En  effet,  l'expé- 
rience a  montré  que  tous  les  corps  soumis  à  l'action  seule 
de  la  pesanteur  prennent  des  mouvements  identiques;  leurs 
masses  sont  donc  proportionnelles  ans  forces  qui  les  solli- 
citent, c'est-à-dire  à  leurs  poids  ;  et  comme  la  comparaison 
des  poids  est  très-facile,  celle  des  masses  le  sera  égale- 
ment, ainsi  que  leur  expression  en  nombres. 

9.  Ces  premières  notions  étant  acquises,  nous  avons 
indiqué  comment  on  a  pu  établir  expérimentalement  les 
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principes  foiidameiilaux  du  mouvement  produit  par  les 
forces. 

Le  premier  consiste  en  ce  que,  dans  un  système  dont 
toiîs  les  points  ont  des  vitesses  constantes  égales  et  paral- 
lèles, si  un  de  ces  points  vient  à  être  sollicité  par  une 
certaine  force,  son  mouvement ,  par  rapport  au  système, 
sera  le  même  que  si  le  mouvement  commun  n'avait  pas 
existé. 

Une  des  premières  conséquences  de  ce  principe  général 
est  qu'une  force  constante,  agissant  d'une  manière  conti- 
nue sur  un  point  matériel  partant  du  repos,  lui  donne  un 
mouvement  uniformément  accéléré;  et  réciproquement. 

10.  Le  second  principe  général  consiste  en  ce  que  deux 
forces  constantes,  appliquées  à  des  masses  égales  pendant 
un  même  temps,  leur  font  acquérir  des  vitesses  proportion- 
nelles à  ces  forces. 

De  là  résulte  le  rapport  des  vitesses  acquises  dans  des 
intervalles  quelconques  de  temps  par  des  corps  dont  les 
masses  sont  dans  un  rapport  quelconque,  et  sont  sollicitées 
par  des  forces  quelconques. 

On  déduit  de  là  la  mesure  des  forces  constantes  au 
moyen  des  vitesses  qu'elles  font  acquérir  à  des  masses 
connues . 

La  mesure  des  forces  constantes  conduit  à  celle  des 
forces  variables  au  moyen  des  considérations  infinitési- 
males. II  suffit,  en  effet,  de  remarquer  que,  si  l'on  consi- 
dère la  vitesse  produite  par  une  force  variable  dans  un 
temps  infiniment  petit,  elle  ne  diffère  que  d'une  quantité 
infiniment  petite,  par  rapport  à  elle-même,  de  celle  qui 
aurait  lieu  si  cette  force  conservait  pendant  ce  temps  sa  pre- 
mière valeur;  d'où  il  suit  que  le  rapport  de  celle-ci  à  une 
force  constante  choisie  arbitrairement  et  appliquée  h  la 
même  masse  est  la  limite  du  rapport  de  la  vitesse  produite 
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par  la  première  dans  un  temps  infiniment  pelil  à  celle  que 
produirail  la  force  constante.  On  tire  de  là  cette  consé- 
quence qu'une  force  variable  quelconque,  agissant  dans  le 
sens  du  mouvement  rectiligne  d'un  point,  est  mesurée  par 
le  produit  de  la  masse  de  ce  point  par  la  dérivée  de  sa  vi- 
tesse par  rapport  au  temps,  en  entendant  qu'on  a  pris  pour 
unité  la  force  constante  qui,  dans  l'unité  de  temps,  fait 
acquérir  à  l'unité  de  masse  une  vitesse  égale  à  l'unité. 

H.  Après  avoir  fait  quelques  applications  de  celle  for- 
mule, nous  sommes  passé  à  l'étude  du  mouvement  curvi- 
ligne d'un  point. 

Galilée,  le  premier,  a  résolu  la  question  du  mouvem.ent 
d'un  point  libre  sollieîlé  par  une  force  constante  en  gran- 
deur et  en  direction. 

Hughens  a  donné  sans  démonstration  des  propositions 
importantes  sur  le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  resier 
sur  un  cercle  donné. 

Enfin,  Newton,  en  vue  surtout  des  mouvements  plané- 
taires, s'est  occupé  du  mouvement  produit  par  une  force 
dont  la  direction  passe  par  un  point  use.  Il  en  a  démontré 
d'abord  une  importante  propriété,  connue  sous  le  nom  de 
principe  des  aires,  el  est  parvenu  ensuite  à  l'expression  de 
la  force  au  moyen  de  certains  éléments  infloittsimaux  dé- 
pendant de  la  courbe  que  décrit  le  point.  Cette  grande  dé- 
couverte l'a  conduit,  comme  nous  le  montrons  plus  tard, 
à  celle  de  la  gravitation  universelle. 

Mais  il  restait  encore  à  donner  l'expression  générale  de 
la  force  quand  elle  n'est  assujettie  à  aucune  restriction,  et 
nous  avons  montré  comment  on  y  parvient  en  faisant  usage 
du  premier  principe  énoncé  précédemment  et  de  la  théo- 
rie du  mouvement  reciiligne  varié.  On  trouve  ainsi  que 
les  composantes  de  la  force  accélératrice  sont  les  dérivées 
secondes,  par  rapport  au  temps,  des  coordonnées  respec- 
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tives  du  point  considérées  comme  des  fonctions  du  lemps. 
Tous  les  problèmes  sur  le  mouvemeni  d'un  point  libre  de- 
viennent par  là  de  simples  questions  de  calcul  différentiel 
ou  intégra!. 

Nous  avons  examiné  le  cas  où  le  point  n'est  pas  entière- 
ment libre,  et  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  ou  une 
surface  donnée.  Nous  avons  montré  comment  ce  cas  se  ra- 
mène au  premier,  en  introduisant  la  force  inconnue  qui 
peut  représenter  l'action  de  la  surface  ou  de  la  courbe.  Le 
point  peut  alors  être  considéré  comme  libre,  et  les  équa- 
lioriS  relatives  h  ce  cas,  jointes  à  celles  de  la  courbe  ou  de 
la  surface,  déterminent  le  mouvement  du  point  et  les  in- 
connues introduites. 

12.  Après  avoir  ainsi  traité  le  cas  du  mouvement  absolu 
d'un  point,  nous  sommes  passé  à  l'étude  du  mouvement 
relatif,  ces  deux  expressions  étant  entendues  comme  nous 
l'avons  suffisamment  expliqué  en  parlant  du  mouvement 
en  général. 

Le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  est  celui-ci  : 

Etant,  donné  le  mouvement  d'un  système  rigide,  trou- 
ver, par  rapport  à  ce  système,  le  mouvement  d'un  point 
sollicité  par  une  force  donnée. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  concevons  trois  ascs  liés 
invariablement  au  système;  la  position  du  point  par  rap- 
port à  ces  axes  détermine  ïa  position  relative  au  système, 
dont  on  peut  alors  faire  abstraction,  en  ne  conservant  que 
ces  axes,  dont  le  mouvement  sera  regardé  comme  donné. 
Nous  supposerons  donc  que  les  trois  coordonnées  de  leur 
origine  et  les  angles  que  leur  direction  font  avec  les  ases 
fixes  sont  des  fonctions  connues  du  temps.  Les  trois  équa- 
tions qui  ont  lieu  entre  les  coordonnées  d'un  point,  par 
rapport  aux  axes  fixes  et  aux  ases  mobiles,  permet  d'expri- 
mer les  unes,   ainsi  que  leurs  dérivées ,   au  moyen  des 
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autres,  de  leurs  dérîyées  et  du  temps.  El  comme  les  com- 
posantes de  la  force  appliquée  au  point  mobile  sont  don- 
nées, les  dérivées  secondes  de  ses  coordonnées,  par  rapport 
aux  axes  fixes,  sont  données,  et  l'on  aura  alors  trois  équa- 
tions entre  les  dérivées  secondes  des  coordonnées  par  rap- 
port ans  axes  mobiles,  ces  coordonnées  elles-mêmes  el  le 
temps.  L'inlêgraiion  de  ces  équations  fera  donc  connaître 
ces  coordonnées  en  fonction  du  temps,  et  par  suite  le  mou- 
vement relatif.  Les  constantes  introduites  se  détermine- 
ront par  les  valeurs  initiales  de  ces  coordonnées  et  de  leurs 
dérivées,  et  ces  valeurs  se  déduiront  de  celles  des  coordon- 
nées absolues,  lesquelles  sont  connues  par  l'état  initial  du 
point. 


■13.  Le  mouvement  du  point,  relativement  aux  axes  mo- 
biles, peut  être  conçu  comme  identique  à  un  mouvement 
absolu  rapporté  à  des  axes  fixes;  il  suffit  de  considérer  à 
chaque  instant  un  point  dont  les  coordonnées  auraient  les 
mêmes  valeurs  par  rapport  à  ceux-ci,  que  le  point  mo- 
bile a  par  rapport  aux  autres  au  même  instant.  Toutes 
les  propriétés  déduites  des  équations  du  mouvement  par 
rapport  à  des  axes  fixes,  pourront  donc  être  appliquées 
au  mouvement  relatif;  et  nous  avons  fait  l'application  de 
cette  remarque  au  principe  des  aires  et  à  celui  des  forces 

■I-t,  On  appelleybrt'e  relative  du  point  celle  qui  produi- 
rait, par  rapport  a  des  axes  fixes,  le  mouvement  identique 
à  son  mouvement  relatif.  Sa  valeur  peut  s'exprimer  au 
moyen  de  \a  force  absolue  appliquée  réellement  au  point, 
et  de  certaines  autres  forces  fictives.  Le  principe  général 
sur  lequel  repose  cette  conception  est  dû  à  Newton,  et 
c'est  lui  qui,  le  premier,  a  ramené  la  théorie  du  mouve- 
ment relatif  de  deux  points  mobiles  à  celle  du  mouvement 
d'un  point  par  rapport  à  un  poîol  fixe. 
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15.  Une  des  plus  grandes  qiicslions  de  mouvement  est 

celJe  du  système  solaire,  et  nous  ne  pouvions  nous  dispen- 
ser de  rions  en  occuper,  surtout  parce  que  nous  y  avons 
trouvé  l'occasion  de  monlrer  comment  une  science  cVoh- 
servaiion  a  pu  devenir  une  science  de  raisonnement. 

Nous  avons  pensé  qu'il  était  bon  d'exposer  la  marche 
par  laquelle  on  a  pu  déduire  de  l'obsei'vation  des  aslres 
des  faits  généraux  assez  constanis  pour  pouvoir  être  re- 
gardés, au  moins  dans  une  première  apprositnaiion  , 
comme  des  lois  immuables  des  mouvements  de  ces  corps. 
Ces  lois,  découvertes  par  Kepler,  ont  été  le  point  de  départ 
de  Newion,  La  théorie  qu'il  avait  créée,  surtout  pour  l'ap- 
pliquer à  ces  grands  phénomènes,  lui  a  fait  connaître  les 
forces  auxquelles  ils  étaient  dus,  et  ces  forces  étant  dé- 
terminées, toutes  les  lois  du  système  du  monde  en  décou- 
laient. 

C'est  ainsi  que  Newton  a  élevé  au  rang  de  scie.ncft  de 
raisonncinfut  l'Astronomie,  qui  n'était  avant  lui  qu'une 
science  d'' observation. 

16.  Mais  l'Astronomie  étant  ainsi  ramenée  à  n'être 
qu'une  simple  branche  de  la  science  des  forces,  ses  limites 
étaient  celles  de  celle  dernière,  qui  sont  eîlcs-niènies  celles 
de  la  science  des  nombres  et  de  l'clendue.  Newion  avait 
ébauché  les  solutions  des  grands  problèmes  de  la  rotation 
des  corps  célestes,  et  des  perturbations  de  leurs  mouve- 
ments; elles  ont  été  bien  avancées  par  ses  successeurs, 
mais  elles  laissent  encore  beaucoup  à  désirer.  11  n'entrait 
pas  dans  notre  objel  de  nous  occuper  de  ces  questions,  où 
il  s'agit  principalement  du  perfectionnement  des  méthodes 
de  calcul. 


17.  Après  avoir  exposé  la  théorie  du  mouvement  d'un 
point  matériel ,  nous  avons  Iraïlé  la  question  générale  du 
mouvement  d'un  système  queloaque  de  points  liés  entre 
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eux  (l'une  nianicie  quelconque,  et  sollîchiîs  par  des  furccs 
qui'lconqucs.  Ce  grand  prolilème  se  ramène  immédiate- 
ment à  ctlui  de  l'équilibre  a»  moyen  d'un  principe* entrevu 
par  Jacques  BernouUi  à  propos  du  pendule  composé,  et 
généralisé  par  d'Alemberl,  dont  il  porte  le  nom. 

Cet  équilibre  est  celui  du  sysième  même  considéré 
comme  soilicilé  par  les  foi  ces  qui  lui  sont  appliquées, 
et  par  les  forces  d'inertie  développées  à  chaque  instant 
par  lous  les  points  maléricls  qui  le  composent.  Cette 
coHsidéraliou  donne  aulani  d'équations  qu'il  y  a  de  quan- 
tités à  déierminer  en  foiiciion  du  temps.  De  celle  ma- 
nière, le  problème  géiiéiai  du  mouvement  est  ramené  à  un 
problème  de  calcul,  et  la  science  des  forces  rentre  complè- 
tement dans  les  sciences  de  i  ai  sonne  ment  précédemment 
étudiées. 

nous  arrêter  1^,  puisque  tous  les 
et  que  la  science  élaii  ramenée  à 
i;alcul;  mais  nous  avons  cru  de- 
■onséqucuccs  générales  de  la  for- 
irluillemcnt  toute  la  science  du 
i  dcmoiiiré  les  tbéorèmes  sur  le 
!  i;raïité,  et  sur  les  aires  décrites 
;  libre  quelconque,  sur  les  forces 
de  la  moindre  action  dans  des  cas 
.  Enfin,  en  vue  de  l'application  au  système 
5  occupé  sommairement  du 
mouvement  d'un  corps  solide  libre  ou  lié  à  un  axe  fixe  ou 
à  un  point  fixe,  et  du  mouvement  d'un  système  de  points 
libres  soumis  à  leurs  actions  mutuelles. 

Nous  croyons  avoir  accompli  la  -lâche  que  nous  nous 
étions  imposée.  Nous  voulions  fonder  la  science  générale 
des  fo;ces  rigoureuseiiiciit  définies  et  donjiées  par  leur 
point  d'application,  leur  direction  et  leur  intensité.  Nous 
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devions  donc  nous  interdire  l'étude  de  l'équilibre  et  du 
mouvement  des  liquides  et  des  gaz,  ainsi  que  des  petits 
mouvements  inférieurs  des  molécules  des  corps  qu'on  ap- 
pelle solides.  Ces  phénomènes  sont  produits  par  des  Ibrces 
en  nombre  infini  dont  les  intensités  et  même  les  direc- 
tions ne  sont  pas  données,  et  sur  lesquelles  il  faut  faire  des 
bypotVièses  si  l'on  veut  les  soumettre  au  calcul.  Peut-être 
nous  en  occuper  on  s- non  s  plus  tard,  en  essayant  d'en  indi- 
quer le  vériiable  caractère;  mais,  dans  cet  Ouvrage,  dont 
l'objet  était  l'csposûion  rigoureuse  d'une  science  de  rai- 
sonnement, nous  avons  cru  ne  devoir  admettre  que  des 
données  simples,  et  immédiatement  vérîfiables  au  moyen 
d'expériences  directes  et  précises. 
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L'Auteur  el  l'Éditeur  de  cet  Ouvrage  se  réservent  la  droit  de  le  traduire 
ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en  vertu  des 
Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toules  contrefaçons,  soit  du  teste, 
soit  des  graTures,  ou  toutes  traduetions  faites  au  mépris  de  leurs  droits. 

Le  dépdt  légal  do  cot  Ouvrage  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours  de  187g, 
et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  remplies  dans  les  divers 
États  avec  lesquels  la  France  a  conclu 
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AVANT-PROPOS. 


Les  anciens  élèves  de  M.  Duhamel  et  les  admirateurs 
de  ses  Ouvrages  accueilleront  avec  un  vif  intérêt  la 
publication  du  fragment  qu'on  va  lire. 

C'est  sur  un  terrain  tout  nouveau  qu'il  a  voulu 
porter  cette  fois  l'esprit  d'ordre,  de  précision  et  de 
rigueur  qui,  dans  ses  travaux  scientifiques,  fut  sa 
constante  préoccupation. 

U Essai  sur  la  science  de  l'homme  moral  devait  être, 
dans  la  pensée  de  l'éminent  auteur,  l'application  der- 
nière des  principes  exposés  dans  son  grand  Ouvrage 
sur  les  méthodes.  «  L'esprit  scientifique,  dit-il,  peut 
diriger  dans  l'étude  de  tous  les  sujets  dont  les  élé- 
ments ont  entre  eux  des  liaisons  qui  permettent  l'em- 
ploi de  raisonnements.  » 

Parmi  ceux-là,  M.  Duhamel  choisit  le  plus  com- 
plexe et  le  plus  périlleux  à  bien  des  égards.  Le  rai- 
sonnement, fondé  sur  des  définitions  précises,  est  le 
seul  guide  qu'il  accepte  pour  ces  études  plus  habi- 
tuellement placées  dans  le  domaine  mystérieux  du 
sentiment  et  de  la  foi.  C'est  avec  son  esprit  seulement 
qu'il  veut  les  aborder,  c'est  à  l'esprit  seul  du  lecteur 
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XII  AVANT-PHOPOS. 

qu'il  s'adresse.  Les  amis  de  M.  Duhamel,  cependant, 
retrouveront  dans  ces  pages  cet  amour  actif  pour  le 
bien,  cette  haine  vigoureuse  pour  le  mal,  qui  chez  lui 
ont  été  des  sentiments  constants,  profonds,  sincères 
et  apparents,  souvent  à  son  insu,  dans  toutes  les  oc- 
casions sérieuses.  On  les  retrouvera  dans  ce  Livre,  dont 
ils  sont  la  base,  présentés,  par  un  dernier  trait  de  cet 
esprit  dont  les  principes  n'ont  jamais  varié  ni  fléchi, 
sous  la  forme  de  vérités  scientifiques  rigoureusement 
déduites  des  définitions  proposées  et  des  axiomes 
humblement  acceptés  au  début, 

Joseph  BERTRAND. 
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ESSAI 

APPLICATION  DES  MÉTHODES 

SCIENCE  DE  L'HOMME  MORAL. 
OBJET  DE  CET  OUVRAGE. 


La  science  d'une  chose  est  l'ensemble  des  lois  de  cette 
chose.  Pour  qu'elle  soit  ce  que  nous  avons  appelé  une 
Science  de  raisonnement,  il  faut  que  toutes  ces  lois  puis- 
sent se  déduire  comme  conséquences  nécessaires  de  vérités 
admises,  înconte stables,  et  déterminant  complètement  ce 
qu'on  peut  appeler  la  nature  de  la  chose. 

Dans  notre  Ouvrage  sur  les  méthodes,  nous  avons  dit 
comment  on  procédait  à  la  formation  des  Sciences  qui  peu- 
vent être  élevées  à  ce  rang,  et  nous  n'avons  cru  pouvoir 
faire  l'application  de  nos  principes  qu'à  trois  Sciences  seu- 
lement :  la  première,  des  nombres;  la  seconde,  de  l'éten- 
due; la  troisième,  des  Jbrces. 

Cependant,  quelques  branches  d'autres  Sciences,  parti- 
culièrement de  la  Physique,  peuvent  être  traitées  de  la 
même  manière  que  les  trois  que  nous  venons  de  nommer, 
en  considérant  certaines  hypothèses  très  -  vraisemblables 

Duji.  —  Mélh.,  V.  I 
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comme  étant  l'expression  exacte  de  la  vérité  ;  et  générale- 
ment l'esprit  de  cette  méthode  peut  diriger  dans  l'étude  de 
tous  les  sujets  dont  les  éléments  ont  entre  eux  des  liaisons 
qui  permettent  l'emploi  du  raisonnement.  C'est  ce  que  nous 
nous  proposons  de  montrer  ici,  en  prenant  pour  exemples 
la  Science  qui  semble  le  moins  susceptible  de  se  prêter  à  la 
rigueur  du  raisonnement,  et  qu'on  serait  même  tenté  de 
regarder  comme  étant  entièrement  du  domaine  du  sentiment 
et  de  la  foi,  la  Science  de  l'homme  moral. 

Ce  que  nous  entendons  par  l'homme  moral ,  c'est 
l'homme  considéré  principalement  sous  le  rapport  du  bien 
et  du  mxil,  tant  à  l'égard  de  lui-même  qu'à  l'égard  de  ses 
semblables.  D  est  inutile  de  dire  que  nous  ne  ferons  pas 
abstraction  de  son  intelligence,  qui  joue  un  rôle  important 
dans  presque  tous  ses  actes  ;  mais  elle  ne  sera  pas  l'objet 
spécial  de  notre  étude,  qui  n'est  pas  la  recherche  de  la  vé- 
rité en  général,  mais  de  la  vérité  en  ce  qui  concerne  les 
sentiments  et  les  actes  des  hommes. 

D'après  la  méthode  dont  nous  voulons  faire  ici  l'applica- 
tion, nos  premières  recherches  devront  avoir  pour  objet  la 
connaissance  des  données  propres  à  déterminer  la  nature 
de  l'homme.  Elles  se  diviseront  en  deux  Parties  bien  dis- 
tinctes :  la  première,  relative  à  l'homme  individuel,  la  se- 
conde, à  l'homme  social. 

Ce  premier  objet  étant  rempli,  le  moins  imparfaitement 
qu'il  nous  sera  possible,  nous  essayerons  d'en  déduire  les 
conséquences  les  plus  générales  et  les  moins  incontestables. 
Cette  ébauche  sera  bien  loin  sans  doute  de  constituer  une 
Science  de  raisonnement;  mais  elle  sera  quelque  chose  de 
plus  qu'une  croyance  aveugle  à  des  vérités  imposées,  autre 
chose  surtout  qu'un  ensemble  de  règles  de  pure  conven- 
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PREMIÈRE  SECTION. 

DES 

DONNÉES  RELATIVES  A  L'HOMME 

CONSIDÉRÉ  INDIVIDUELLEMENT. 
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DONNEES  RELATIVES  A  L'HOMME 

CONSIDÉRÉ  INDIVIDUELLEMENT. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L'ORIGINE  DE  L'ESPÈCE  HUMAINE. 


1 ,  L'homme  n'a  pas  existé  de  tout  temps  sur  la  Terre. 
Tant  que  ce  globe  a  été  incandescent  et  fluide,  ni  les  ani- 
maux ni  les  végétaux  n'y  avaient  pu  exister;  ce  n'est  que 
lorsqu'un  long  rayonnement  dans  l'espace  en  a  refroidi  et 
solidifié  la  surface,  que  la  vie  végétale  et  animale  j  a  été 

Ils  étaient  donc  bien  insensés  ceux  qui,  pour  écliapper 
au  mystère  de  la  Création,  ont  prétendu  que  le  monde  a 
toujours  été  ce  qu'il  est.  Ils  ignoraient  le  passé  de  la  Terre, 
que  personne  ne  peut  méconnaître  aujourd'hui  :  il  n'est 
plus  possible  de  douter  que  les  Êtres  vivants  ont  com- 
mencé; mais  comment,  et  à  quelle  époque?  Les  lois  du 
refroidissement  et  l'observation  de  l'intérieur  de  la  Terre 
peuvent  bien  donner  quelques  indications  sur  ce  dernier 
point,  mais  le  premier  est  couvert  d'un  voile  impénétrable 
à  l'homme;  il  est  inaccessible  au  raisonnement  et  à  l'ob- 
servation. 

Nous  voyons  tous  les  jours  les  végétaux  elles  animaux 
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naître  de  végétaux  et  d'animaux  de  même  espèce;  mais  ]cs 
premiers-nés  n'ont  pu  venir  au  monde  de  la  même  manière  ; 
il  y  a  donc  eu  pour  eux  une  création  particulière  sur  la- 
quelle aucune  analogie  ne  peut  nous  donner  le  moindre 
indice. 

Quel  qui!  soit  l'intérêt  qui  puisse  s'attacher  à  ces  ques- 
tions, nous  ne  nous  occuperons  ni  des  conjectures  ni  des 
croyances  auxquelles  elles  ont  donné  lieu.  Nous  nous  pro- 
posons simplement  d'étudier  l'iiomme  moral  tel  qu'il  est 
aujourd'hui,  au  milieu  de  la  civilisation  actuelle,  en  appe- 
lant à  notre  aide  l'observation  du  présent  et  du  passé  pour 
ti'icher  de  découvrir  les  lois  générales  auxquelles  il  est  sou- 
mis, soit  dans  le  présent,  soit  dans  l'avenir. 
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CHAPITRE  II. 

SENSATIONS,  SENTIMENTS,  PENSÉES,  ATTENTION,  MÉMOIRE. 


2.  Sensations.  —  Les  objets  extérieurs  font  éprouver  à 
l'homme  des  sensations  très-diverses.  Il  les  a  bientôt  divisées 
en  cinc[  grandes  classes,  qui  se  rapportent  à  des  organes 
différents,  constituant  chacun  ce  qu'on  appelle  un  sens.  On 
distingue  ainsi  cinq  sens  :  le  toucher,  la  vue,  VouiCj  V odorat 
elle  goût.  Ces  sens  ne  sont  point  des  êtres  particuliers  ; 
c'est  l'homme,  susceptible  d'être  mis  de  cinq  manières  en 
communication  immédiate  avec  les  objets  extérieurs,  dont 
il  a  ainsi  connaissance. 

Ces  sensations  peuvent  lui  procurer  du  plaisir  ou  de  la 
peine,  et  il  les  partage  ainsi  d'abord  en  deux  classes,  quelque 
variété  qu'il  puisse  y  avoir  dans  la  nature  du  plaisir  ou  de 


peine. 


3.  Sentiments.  —  Les  objets  en  dehors  de  l'homme  peu- 
vent encore  lui  faire  éprouver  des  sentiments  :  de  l'amour, 
de  la  haine,  de  la  crainte.  Le  plaisir  ou  la  peine  qu'il  en 
retire  sont  d'une  autre  nature  que  les  plaisirs  et  les  peines 
provenant  des  sensations  ;  ils  peuvent  quelquefois  coexister, 
mais  il  ne  les  confond  pas,  et  il  distinguera  toujours  une 
sensation  d'un  sentiment. 

-i.  Pensée.  —  Enfin  l'homme  pense  et  ne  confond  nul- 
lement une  pensée  avec  un  sentiment  ou  une  sensation. 
Cette  propriété  ou  faculté,  que  l'on  désigne  quelquefois 
sous  le  nom  d'intelligence  ou  d'esprit,  est  d'une  application 
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8  SENS.1TI0NS  SENTIMENTS,   PENSEES,  ATTENTION,   MEMOIRE. 

si  universelle,  et  tous  les  hommes  la  connaissent  si  bien  et 
l'ont  tant  de  fois  nommée  en  en  faisant  usage,  que  tout 
développement  ne  pourrait  qu'en  obscurcir  la  notion.  Elle 
s'exerce  sur  les  objets  extérieurs,  comme  sur  nos  senti- 
ments, nos  sensations  et  nos  pensées  mêmes. 

^attention  est  l'état  d'esprit  d'un  homme  qui  pense  à 
une  ou  plusieurs  choses,  d'une  manière  continue,  et  à 
l'exclusion  de  toute  autre. 

Ces  trois  ordres  de  choses  si  différents  se  rapportent  à  un 
seul  être  :  c'est  l'homme  même  considéré  sous  trois  aspects 
divers;  c'est  une  trinité  dans  l'unité, 

S.  Mémoire.  —  Une  observation  importante  à  faire  est 
qu'après  avoir  cessé  d'exister,  et  en  l'absence  des  circon- 
stances qui  y  ont  donné  lieu,  les  sensations,  les  sentiments 
et  les  pensées  peuvent  renaître  dans  l'homme  ;  cette  pré- 
cieuse faculté  se  nomme  la  mémoire.  C'est  elle  qui  permet 
de  rapprocher  des  pensées  que  l'on  a  eues  à  des  époques 
différentes,  de  les  considérer  simultanément  et  d'en  tirer 
des  conséquences,  s'il  y  a  lieu.  Sans  elle,  tout  raisonnement 
serait  impossible,  et  l'homjne  serait  réduit  à  n'avoir  que 
des  pensées  successives,  sans  liaison  ;  il  ne  différerait  pas 
sensiblement  des  autres  a 


6.  Quelques  philosophes  prétendent  que  c'est  par  la 
pCMsée  que  l'homme  acquiert  la  certitude  de  son  existence; 
ils  pourraient  dire  avec  autant  de  raison  que  c'est  parla 
sensation,  ou  le  sentiment.  Mais  c'est  là  une  question  qu'il 
ne  faut  pas  poser.  Celui  qui  se  demande  s'il  existe  le  sait 
déjà  ;  les  raisonnements  qu'il  fait  pour  se  le  prouver  ne  lui 
apprennent  rien,  et  il  pourrait  bien  arriver  qu'il  en  fût 
moins  certain  après  la  preuve  qu'avant. 
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CHAPITRE  III. 

VOLONTÉ,  INTENTION,  BUT.  -  LIBERTÉ.  -  DÉSIR,  INSTINCT. 


7.  J^olonté,  intention,  but.  —  Si  les  objets  extérieurs 
agissent  sur  l'homme,  réciproquement  l'homme  agit  sur  eux 
quelquefois  sans  le  savoir,  quelquefois  avec  connaissance. 
Quand  il  a  aperçu  un  objet,  qu'il  a  p<;nsé  à  le  saisir,  qu'en- 
suite il  l'a  saisi,  on  dît  qu'il  a  eu  d'abord  V intention,  puis 
la  volonté  de  le  saisir. 

La  cliose  voulue  s'appelle  le  hiit  qu'il  s'est  proposé. 

On  parle  si  souvent  des  actes  de  la  volonté  qu'on  pour- 
rait donner  à  penser  qu'on  la  regarde  comme  un  être  réel, 
tandis  que  ce  n'est  qu'un  état  de  l'esprit  de  l'homme  qui  se 
porte  avec  connaissance  à  un  acte  quelconque.  Cette  obser- 
vation paraîtra  peut-être  superflue  à  ceux  qui  ne  connais- 
sent pas  toutes  les  subtilités  et  toutes  les  bizarreries  émises 
par  les  sophistes.  Nous  ne  craindrons  pas  de  nous  répéter 
en  ramenant  sans  cesse  à  l'unité  dans  l'homme,  et  ne  lais- 
sant pas  croire  que  ses  facultés  soient  autre  chose  que  lui- 
même  considéré  sous  divers  aspects. 

8.  Liberté.  —  Ce  que  nous  venons  de  dire  à  propos 
d'un  acte  très-simple  se  reproduirait  toutes  les  fois  que 
l'homme  s'est  porté  avec  connaissance  à  un  acte  quel- 
conque. 

Il  a  commencé  par  penser  aux  choses  dont  il  est  ques- 
tion, c'est-à-dire  à  délibérer;  il  en  est  résulté  Vintention 
d'arriver  à  un  certain  but,  puis  la  volonté  d'j  parvenir  et 
enfin  l'acte  qui  le  lui  fait  obtenir. 
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Ces  diverses  opérations  se  passent  dans  l'esprit  de 
l'homme,  ses  appréciations  dépendent  de  sa  sagacité,  de  ses 
goûts,  de  ce  qu'il  est  enfin;  il  a  délibéré  en  tenant  compte 
de  tout,  de  ses  sensations  comme  de  ses  sentiments,  et  il  a 
agi  conformément  à  sa  délibération  :  et  c'est  cela  que  nous 
exprimerons  en  disant  qu'en  exécutant  sa  volonté  il  a  agi 
librement.  Ainsi  nous  entendons  par  liheité  la  propriété 
qu'a  l'homme  d'agir  par  des  motifs  appréciés  par  lui  d'après 


la  nature  qui  lui  a  été  donni 


squ 


vention  étrangère  influence  les  actes  qui  résulteront  de 
cette  nature,  abandonnée  à  elle-même. 

Cette  notion  si  simple  a  été  obscurcie  par  les  subtilités 
des  sophistes.  Ils  ont  dit  que  l'homme  n'était  pas  libre, 
parée  que  sa  volonté  était  une  conséquence  forcée  de  l'ac- 
tion des  objets  extérieurs  sur  lui,  et  que,  lors  même  qu'il 
délibère  sur  ces  impressions,  sa  volonté  est  toujours  déter- 
minée par  un  motif  qu'il  n'a  pas  créé,  ne  fùl-il  même 
qu'une  fantaisie  ou  un  caprice. 

Est-ce  donc  à  dire  qu'ils  ne  reconnaissent  de  liberté  que 
dans  une  volonté  sans  motifs,  qui  livrerait  les  actions  des 
hommes  au  plus  burlesque  hasard? Nous  serions  bien  heu- 
reux alors  que  le  Créateur  ne  nous  ait  pas  fait  un  don  si 
funeste.  Et  si  ce  n  est  pas  là  leur  pensée,  qu'ils  disent  ce 
qu'ils  entendent  par  liberté;  je  crois  pouvoir  affirmer  alors 
que,  si  leur  définition  n'accorde  pas  la  liberté  à  l'homme, 
elle  ne  l'accordera  pas  à  Dieu  même. 

Quelques  défenseurs  du  libre  arbitre  ont  répondu  que 
l'homme  n'avait  pas  besoin  de  motifs  en  dehors  de  lui  pour 
avoir  une  volonté  quelconque,  et  qu'il  pouvait  se  la  donner 
lui-même.  Ils  ne  réfléchissaient  pas  que,  pour  se  donner 
une  volonté,  il  faudrait  déjà  l'avoir;  mais  cela  ne  ferait 
d'ailleurs  que  reculer  la  difficulté,  puisqu'il  aurait  fallu 
dire  comment  était  venue  la  volonté  de  se  créer  la  volonté 
en  question;  et  l'on  tomberait  dans  la  niaiserie  en  disant 
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qu'on  peut  se  créer  cette  volonté  antérieure,  et  ainsi  de 
suite  indéfiniment. 

Malheureusement  tout  ce  qui  est  étrange  et  obscur  séduit 
le  vulgaire,  et  Lien  des  questions  logiquement  absurdes  ou 
au-dessus  de  l'intelligence  humaine  ont  troublé  des  esprits 
faibles  cliercliant  la  vérité  de  bonne  foi,  s'obstinant  à  la 
découverte  de  l'impossible,  et  ne  trouvant  pour  terme  de 
leurs  orgueilleuses  rêveries  que  le  désespoir  ou  la  folie. 
Heureux  les  simples  d'esprit  qui  ne  cherchent  pas  à  se  figu- 
rer un  être  doué  d'intelligence,  dont  les  actions  n'auraient 
aucun  motif  apprécié  par  lui,  et  qui  se  donnerait  à  lui- 
même  la  volonté  d'agir  sans  raison! 

9.  Désir.  — Sans  arriver  à  l'état  de  volonté,  l'homme 
peut  se  sentir  porté  vers  une  certaine  chose,  et  penser 
qu'elle  lui  procurerait  du  plaisir.  S'il  ne  dépend  pas  de  lui 
de  l'obtenir,  il  ne  passe  pas  à  son  égard  à  l'état  de  volonté, 
mais  simplement  de  désir.  Si  la  réalisation  de  son  désir 
ne  lui  parait  pas  impossible,  il  éprouve  ce  qu'on  appelle 
espérance. 

10.  Instinct.  —  Il  est  aussi  des  actes  produits  par 
l'homme  sans  que  son  intelligence  et  sa  volonté  y  soient 
pour  rien,  comme  par  exemple  les  mouvements  des  lèvres 
de  l'enfant  qui  vient  de  naître,  au  moyen  desquels  il  lire 
sa  nourriture  du  sein  de  sa  mère,  et  qu'il  produit  avant 
même  qu'ils  lui  soient  utiles.  Tous  les  actes  extérieurs 
qui,  comme  celui  que  nous  venons  de  citer,  concourent  à 
la  conservation  de  l'homme,  et  qu'il  fait  sans  volonté,  de 
quelque  genre  qu'ils  soient,  sont  appelés  instinctifs,  et  la 
faculté  d'en  produire  de  tels  se  nomme  instinct. 

Dans  cette  définition,  il  n'est  question  que  d'actes  exté- 
rieurs à  l'homme  ;  ainsi  tout  ce  qui  se  passe  dans  l'intérieur 
de  son  corps,  tous  les  actes  produits  par  ses  divers  organes 
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et  dont  il  n'a  aucune  connaissance  ne  seront  pas  regardés 
comme  appartenant  à  l'instinct  :  il  faut  pour  cela,  nous  le 
répétons,  que  l'acte  soît  extérieur,  et  de  ceux  que  la  volonté 
pourrait  produire,  mais  ne  produit  pas.  Non  pas  toutefois 
que  la  volonté  soit  étrangère  à  tous  les  détails  de  l'acte, 
mais  elle  l'est  au  but, 

Ce  ne  sont  pas  seulement  les  actes  qui  peuvent  être  du 
domaine  de  l'instinct;  et  nous  en  avons  parlé  immédiate- 
ment après  ceux  qui  sont  produits  avec  volonté,  parce 
qu'ils  ne  sont  que  des  exceptions  à  ces  derniers.  Mais  ce 
sont  surtout  les  sentiments  qui  sont  du  ressort  de  cette  fa- 
tuité, car  la  volonté  n'est  en  général  pour  rien  dans  leur 
production  :  ce  n'est  pas  la  volonté  qui  fait  aimer,  haïr, 
craindre,  etc.,  etc.  L'intelligence  n'est  pas  toujours  étran- 
gère à  la  production  de  ces  sentiments,  ni  par  suite  la  vo- 
lonté :  elle  peut  étudier  les  circonstances  qui  influeront  sur 
leur  production  i  mais,  toutes  les  lumières  étant  rassem- 
blées, la  volonté  de  l'homme  n'influera  pas  sur  la  production 
du  sentiment;  il  aimera  ou  haïra  fatalement.  C'est  pour  cela 
que  nous  plaçons  ces  sentiments  dans  le  domaine  de  l'in- 
stinct. Du  reste,  une  fois  que  les  choses  sont  bien  reconnues, 
les  divisions  ne  sont  pas  d'une  importance  majeure, 

H.  Enlîn  il  V  a  des  actes  qui  sembleraient  ne  pouvoir 
être  rapportés  ni  à  la  volonté  ni  à  l'instinct,  et  qui  tiennent 
souvent  un  peu  de  l'un  et  de  l'autre  :  ce  sont  ceux  que  pro- 
duit une  longue  habitude,  une  répétition  multipliée.  En  y 
réfléchissant,  on  peut  faire  la  part  de  l'un  et  de  l'autre, 
comme  dans  tous  les  autres  actes. 

12.  En  résumant  ce  qui  précède,  nous  dirons  que 
l'homme  possède  des  organes  par  lesquels  il  est  en  com- 
munication avec  les  objets  extérieurs,  animés  ou  inani- 
més; qu'à  un  instant  quelconque  ces   objets  produisent 
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en  lui  des  impressions  dépendant  de  ce  t/u'il  pst  à  cet 
instant;  et  qu'il  a  reçu  en  même  temps  une  intelligence 
pow  délibérer  et  une  conscience  pour  apprécier.  Il  a  été 
ensuite  abandonné  à  lui-même  pour  ses  actes,  c'est-à-dire 
qu'il  lui  a  été  laissé  la  liberté  d'action  sans  laquelle  il 
n'eût  été  autre  chose  qu'une  machine  habilement  orga- 
nisée. 
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DES  SIGNES  POUR  REPRÉSENTER  LES  CHOSES.  - 
VÉRITÉ;  ÉVIDENCE;  CERTITUDE. 


13.  Des  signes.  —  Les  signes  verbaux  ou  les  mois  ser- 
vent à  désigner  et  rappeler  les  clioses.  Lorsqu'il  s'agit 
d'objets  matériels,  c'est  en  les  montrant  et  répétant  à 
chaque  fois  le  même  mot  que  les  hommes  eonviennent  des 
signes  destinés  à  désigner  chacun  de  ces  objets.  Les  mots 
ont  dû  être  différents  pour  des  peuplades  éloignées  et  sans 
communication,  les  unes  avec  les  autres  ;  ils  ont  dépendu 
de  l'organisation  générale  de  ces  peuples,  du  plus  ou  moins 
de  flexibilité  des  muscles  qui  concourent  à  la  production 
du  son,  des  consonnes  surtout.  C'est  ce  qui  explique  com- 
ment certaines  langues  sont  d'une  prononciation  facile  et 
harmonieuse,  et  d'autres  rauques  et  gutturales. 

Lorsqu'il  s'agit  de  choses  immatérielles,  comme  de  sensa- 
tions, de  sentiments  ou  de  pensées,  il  n'est  pas  aussi  facile 
de  les  représenter  avec  exactitude  par  des  signes  ;  mais  c'est 
toujours  en  se  plaçant,  autant  que  possible,  dans  des  con- 
ditions semblables,  et  produisant  toujours  le  même  signe, 
que  les  hommes  finissent  par  comprendre  quelle  est  la 
chose  qui  se  retrouve  dans  tous  ces  cas  analogues  et  que 
l'on  veut  désigner  par  ce  signe. 

Ainsi,  comme  nous  l'avons  expliqué  dans  notre  Ouvrage 
sur  les  méthodes,  si  un  homme  veut  faire  comprendre  à  un 
autre  ce  qu'il  entend  par  beau,  il  lui  présentera  d'abord 
des  objets  de  diverses  natures,  capables  d'exciter  en  lui  les 
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sentiments  que  lui  fait  éprouver  à  lui-même  ce  qu'il  appelle 
beau  :  il  le  mettra  en  présence  d'une  nature  splendide;  il 
lui  fera  entendre  une  musique  grandiose,  lui  racontera  des 
actes  de  sublime  dévouement,  et  lui  fera  ainsi  successive- 
ment éprouver  le  même  sentiment  d'enthousiasme,  qu'il 
saura  démêler  et  reconnaître,  malgré  la  diversité  des  cir- 
constances qui  l'auront  produit.  Arrivé  à  ce  point,  il  lui 
dira  :  tout  ce  que  vient  de  vous  faire  éprouver  ce  sentiment 
est  ce  que  j'appelle  beau. 

Cet  exemple  sufSt  pour  faire  comprendre  comment  les 
hommes  peuvent  se  communiquer  les  sentiments  les  plus 
compliqués,  et  les  désigner  par  des  signes  verbaux,  ou  vi- 
sibles. 

On  agirait  de  même  pour  les  sensations  et  les  pensées. 
Nous  venons  de  faire  voir  comment  on  doit  procéder  quand 
il  s'agit  de  choses  qui  ne  peuvent  être  ramenées  à  d'autres, 
et  qu'on  ne  peut  faire  connaître  qu'en  les  montrant.  Quant 
à  celles  qui  dépendent  d'autres,  et  fjue  l'on  veut  désigner 
par  tm  mot,  il  suffit  d'exprimer  avec  précision  cette  dépen- 
dance, et  elles  seront  connues  avec  toute  l'exactitude  que 
comportent  les  données. 

4-4.  Existence.  —  Parmi  les  choses  dont  les  hommes  se 
communiquent  la  connaissance  en  les  montrant,  nous  cite- 
rons Yexistenve  des  corps.  En  en  variant  indéfiniment 
l'espèce,  et  répétant  toujours  cela  est,  cela  existe,  on  s'en- 
tendra bientôt  sur  la  signification  de  ces  mots,  qui  ne  font 
nullement  nailre  la  notion  en  elle-même,  mais  serviront  à 
la  rappeler,  comme  font  tous  les  mots  du  langage.  On  se 
comprendra  quand  on  dira  :  tel  objet  est  dans  tel  lieu;  il 
est  de  telle  couleur,  de  telle  grandeur.  On  étendra  bientôt 
la  signification  de  ces  mots  à  d'autres  choses  que  les  objets 
matériels,  aux  sensations,  aux  sentiments  et  ans  pensées, 
et  l'on  s'en  servira  avec  un  grand  avantage,  sans  se  croire 
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jamais  obligé  de  répondre  aux  sopliîsles  qui  demanderaient 
de  définir  l'existence  ou  Vêtre. 

IS,  Vérité.  —  Ceci  donne  lieu  à  la  création  d'un  nou- 
veau mot,  dont  l'emploi  est  fort  utile  :  c'est  celui  de  'vérité; 
il  désigne  l'existence  d'une  chose  ,  de  quelque  nature 
qu'elle  soit,  mais  non  la  chose  elle-même.  Ainsi,  quand  un 
corps  existe,  son  existence  est  une  vérité;  mais  ce  corps 
n'en  est  pas  une.  Quand  une  sensation,  un  sentiment,  une 
pensée  existent,  il  est  vrai  qu'ils  existent,  leur  existence 
est  une  vérité,  mais  non  pas  eux-mêmes.  Si  je  pense  que 
la  somme  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux  droits, 
c'est  d'abord  une  vérité  que  je  le  pense;  et  comme  en  effet 
cette  égalité  existe ,  son  existence  constitue  une  autre 
vérité. 

Ce  que  l'esprit  admet  sans  aucune  difficulté  comme  vrai 
est  Ail  évident,  et  l'état  de  l'esprit  produit  par  l'évidence 
est  ce  qu'on  appelle  certitude.  Cet  élat,  étant  subjectif, 
n'entraîne  pas  la  vérité  de  la  chose. 
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16.  Rapports.  —  Une  vérité  dont  l'expression  renferme 
la  considération  de  plusieurs  choses  s'appelle  un  rapport 
entre  ces  choses,  de  quelque  nature  qu'elles  soient.  Ainsi 
c'est  un  rapport  entre  le  fer  et  l'aimant  qu'étant  mis  en 
présence  ils  niarelient  l'un  vers  l'autre  si  aucun  obstacle 
ne  les  en  empêche.  C'est  un  rapport  entre  les  trois  côtés 
d'un  triangle  rectangle  que  le  carré  construit  sur  le  plus 
grand  est  égal  à  la  somme  des  carrés  construits  sur  les  deux 
autres.  C'est  un  rapport  entre  le  maître  et  l'ouvrier  que  le 
premier  prescrive  l'ouvrage  et  que  le  second  l'exécute. 
C'est  un  rapport  entre  les  corps  à  la  surface  de  la  terre 
qu'abandonnés  à  eux-mêmes  dans  le  vide  ils  tombent  tous 
avec  la  même  vitesse.  Il  est  inutile  de  multiplier  davantage 
les  exemples  ;  ceux-ci  suffisent  pour  faire  concevoir  toute 
■l'étendue  de  la  signification  de  ce  mot. 

17.  Faits.  —  Il  est  encore  un  autre  ensemble  de  choses 
d'une  diversité  infinie,  et  qui  ont  un  point  commun  qui 
permet  de  les  renfermer  sous  une  dénomination  générale 
que  nous  allons  faire  connaître. 

Si  nous  considérons  un  élat  de  choses  quelconque,  dans 
lequel  sont  des  corps  inanimés  et  des  êtres  animés  de  toute 
espèce,  et  qu'il  y  survienne  un  changement  quel  qu'il  soit, 
simple  ou  compliqué,  nous  désignerons  ce  changement 
par  la  dénomination  à' événement  ou  défait. 
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Amsi,lorsqu'un  corps  du  système  s'est  déplacépar rapport 
aux  autres,  c'est  unjait  ;  si  un  homme  découvre  une  vé- 
rité géométrique,  il  y  a  un  changement  opéré  dans  les  con- 
naissances des  hommes  :  c'est  encore  xmfait.  S'il  se  produit 
une  éclipse  do  soleil,  c'est  un  fait;  s'il  se  produit  une  ré- 
volution dans  un  empire,  c'est  encore  uafait.  Il  est  inutile 
de  multiplier  les  exemples  pour  une  chose  qui  se  com- 
prend si  facilement  dans  sa  généralité  indéfinie. 

18.  Idées.  —  Il  est  encore  un  autre  mot  dont  la  signi- 
fication est  si  générale  et  si  étendue  que  nous  croyons  de- 
voir fixer  avec  précision  le  sens  dans  lequel  nous  l'em- 
ploierons :  c'est  le  mot  idée. 

Nous  entendons  par  Vidée  d'une  chose  la  représentation 
de  cette  chose  dans  notre  esprit;  l'idée  est  donc  simple  ou 
complexe  suivant  que  la  chose  l'est  eile-mènie.  Ainsi  l'idée 
d'un  chêne  sera  l'image  de  ce  chêne  que  la  mémoire  fera 
en  quelque  sorte  renaître  dans  notre  esprit;  l'idée  d  un 
combat  sera  le  tableau  que  notre  mémoire  ou  notre  imagi- 
nation en  tracera  dans  notre  esprit.  Si  l'on  fait  cette  ques- 
tion :  quelle  idée  vous  faites-vous  d'un  bon  gouvernement? 
Cela  veut  dire  :  en  quoi  pensez-vous  que  consiste  un  bon 
gouvernementP  Quel  tableau  d'institutions  et  de  rouages 
de  toute  espèce  le  figure  et  le  représente  à  votre  esprit? 

i9.  Une  idée  générale  est  une  abstraction  qui  repré- 
sente à  notre  esprit  tout  ce  qu'il  y  a  de  conunun  aux  diffé- 
rents individus  qui  composent  une  même  classe. 

Ainsi  l'idée  générale  d'un  triangle  est  la  représentation 
dans  notre  esprit  d'un  triangle  dont  la  longueur  des  côtés 
n'est  pas  déterminée  ;  et  les  raisonnements  que  nous  faisons 
si[r  cette  image,  et  que  nous  pourrions  m6me  dessinei'  aux 
yeux  en  y  concevant  cette  même  indétermination  et  en  vue 
seulement  de  soulager  notre  mémoire,  s'appliqueront  à  tous 
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les  individus  renfermés  dans  celle  idée  générale  ;  et  c'est 
pour  eux  tous  qu'il  sera  démontré,  par  exemple,  que  la 
somme  de  leurs  angles  est  égale  à  deux  droits. 

De  môme  l'idée  générale  du  chêne  est  la  représentation 
de  toutes  les  propriétés  communes  à  tous  les  individus  dont 
on  a  composé  la  classe  à  laquelle  on  a  donné  ce  nom.  Il  est 
bien  vrai  que  notre  esprit,  qui  a  le  soin  de  s'attacher  à 
quelque  chose  de  réel,  se  représentera  àcet  effet  une  figure 
particulière  de  ch^ne,  plus  ou  moins  vague;  mais  cette 
image  particulière  ne  doit  pas  être  prise  pour  l'idée  géné- 
rale qui  est  la  l'éunion  de  toutes  les  propriétés  des  chênes, 
qui  sont  susceptibles    d'être  énoncées  de   la  môme    ma- 
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20.  L'homme,  au  milieu  d'éïénements  de  tout  genre  qui 
se  passent  sous  ses  yeux,  n'a  pas  tardé  à  s'apercevoir  que  le 
plus  souvent  ils  naissent  les  uns  dos  autres  d'une  manière 
plus  ou  moins  sensible.  Ainsi,  par  cxempie,  il  voit  un  corps 
en  mouvement  déplacer  un  corps  en  repos  qu'il  vlcntcliû- 
quer;  il  recommence  l'expérience  un  grand  nombre  de 
fois,  dans  des  conditions  identiques,  et  le  résultat  est  tou- 
)ours  le  même  :  il  ne  peut  douter  alors  que  le  déplacement 
du  second  corps  ne  doive  être  attribué  au  premier.  Il  serait 
par  trop  étrange  que  ce  déplacement  en  fût  indépendant, 
et  qu'il  n'eût  lieu  que  précisément  au  moment,  arbitrai- 
rement variable,  où  le  premier  corps  vient  rencontrer  le 
second. 

Supposons  maintenant  une  voiture  immobile  à  laquelle 
un  cheval  est  attelé.  Après  un  certain  temps,  le  maître 
donne  un  signal,  le  cheval  s'ébranle  et  la  voiture  se  met  en 
mouvement.  Les  mêmes  choses  se  reproduisent  un  grand 
nombre  defois  devant  un  spectateur  :  quedevra-t-il  penser? 
Évidemment  il  jugera  que  le  maitre  a  décidé  le  mouvement 
du  cheval,  et  celui-ci  le  mouvement  de  la  voiture;  en 
d'autres  termes,  il  dira  ;  le  commandement  du  maître  a 
produit  le  mouvement  du  cheval,  et  ce  dernier  a  produit 
celui  de  la  voiture. 

Si  l'on  présente  un  aimant  à  un  morceau  de  fer  libre,  on 
voit  ce  dernier  marcher  vers  le  premier,  et  ce  mouvement 
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se  reproduira  toujours  de  la  môme  manière,  dans  les 
mêmes  conditions;  comment  pourrait-on  douter  que  ce 
soit  l'aimant  <juî  le  produise,  quoiqu'il  n'existe  aucune 
liaison  matérielle  entre  ces  Jeux  corps.  Un  corps  peut  donc 
agir  sur  un  autre,  sans  que  le  mode  d'action  tombe  sous 
les  sens. 

Enfin  l'homme  peut  produire  luî-même  un  mouvement; 
il  sent  que  c'est  lui  qui  l'a  produit,  parce  qu'il  a  voulu  le 
produire,  et  ses  organes  ont  été  l'intermédiaire  entre  sa 
volonté  et  le  corps  mis  en  mouvement.  Il  apprend  en  même 
temps  ce  que  c'est  qu'un  eiFort  ou  une  force. 

Il  se  produit  donc  à  cliaque  instant  sous  les  yeux  de 
l'homme  des  faits  de  tout  genre,  où  il  est  tantôt  acteur, 
tantôt  simple  spectateur,  qui  lui  montrent  que  des  phéno- 
mènes peuvent  être  produits  par  des  agents  visihles  ou  in- 
visibles, dépendant  ou  non  de  la  volonté  d'èlres  animés. 

Ce  rapport  entre  ce  qui  a  produit  et  ce  qui  a  été  produit 
méritait  par  son  importance  qa'ou  donnât  des  noms  à  ses 
deux  termes  ;  on  a  nommé  le  premier  cause,  et  le  second 
effet. 

2t.  Une  cause  peut  agir  directement  ou  par  intermé- 
diaires. Un  effet  peut  devenir  cause;  l'eircl  de  cette  der- 
nière peut  le  devenir  aussi,  et  cet  enchaînement  de  causes 
et  d'eflêts  se  reconnaît  à  chaque  instant  :  ce  qu'il  est  inté- 
ressant, mais  souvent  difficile  de  trouver,  c'est  la  première 
cause  des  événements  dont  on  s'occupe. 

Les  progrès  de  la  Science  ont  permis  de  remonter  très- 
iiaut  vers  la  source  d'une  multitude  de  grands  phénomènes 
restés  longtemps  sans  explication,  c'est-à-dire,  sans  être 
rattachés  à  un  même  fait  général,  considéré  comme  cause 
relativement  à  eux.  Ainsi  la  chute  des  corps  à  la  surface 
de  la  Terre,  le  mouvement  des  planètes  autour  du  SoleQ  et 
des  satellites  autour  de  leurs  planètes  ont  été  ramenés  à  un 
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fait  général,  qui  est  l'aUraction  mutuelle  de  tous  les  élé- 
ments de  la  matière.  Ce  fait  a  été  admis,  comme  consé- 
quence d'autres  faits  auxquels  on  a  appliqué  les  lois  des 
forces  que  l'expérience  a  fait  découvrir  à  la  surface  de  la 
Terre  ;  et  il  est  devenu  une  cause  générale,  produisant  tous 
les  mouvementé  connus,  et  en  faisant  prévoir  auxquels  on 
ne  pensait  pas.  La  curiosité  insatiable  de  l'iiomme  l'a 
porté  à  reclierclier  la  cause  de  ce  grand  fait  de  l'attraction, 
mais  jusqu'ici  il  lui  a  été  impossible  de  remonter  plus 
haut. 

Les  phénomènes  de  la  vie  ont  aussi  beaucoup  exercé  sa 
sagacité;  plus  compliqués  que  ceux  du  mouvement,  ils  sont 
plus  difficiles  à  ramener  à  un  principe  unique.  L'homme 
peut  bien  découvrir  ce  qui  se  passe  dans  ses  organes,  quelles 
fonctions  ils  remplissent,  comment  ils  concourent  à  entre- 
tenir la  vie  matérielle  et  à  la  produire  dans  des  êtres  sem- 
blables ;  mais  la  cause  de  tous  ces  pliénomènes  lui  échap- 
pera toujours  :  l'union  du  principe  matériel  et  du  principe 
spirituel  ne  lui  sera  jamais  connue  que  par  ses  effets  ;  il  lui 
est  interdit  de  pénétrer  le  mystère  de  la  création. 
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CHAPITRE  VU. 

DE  DIEU. 


22.  L'iionime,  ayanL  attjuis  la  comiaissaiicc  de  l'état  an- 
térieur de  la  Terre,  n'a  pu  se  refuser  à  admettre  pourl'espècc 
humaineune  création  postérieure  à  celle  de  la  matière,  et  le 
sentiment  de  causalité  l'a  conduit  à  admettre  un  Créateur. 
L'immensité  de  ce  qu'il  connaît  de  l'Univers  le  porte  à  at- 
tribuer à  ce  Créateur  une  puissance  sans  bornes.  A  mesure 
qu'il  acquiert  plus  de  connaissances  sur  l'organisation  des 
êtres  vivants,  sur  la  constance  des  lois  auxquelles  sont  sou- 
mises les  fonctions  qui  entretiennent  la  vie,  et  qui  sont  si 
compliquées  dans  l'animal  m.Ème  qui  nous  parait  le  plus 
infime,  il  se  fait  une  idée  de  plus  en  plus  grande  de  l'intel- 
ligence qui  entretient  ce  qui  a  été  créé,  qui  fait  se  repro- 
duire les  êtres  d'une  même  espèce  par  une  création  diffé- 
rente de  la  première,  et  pourvoit  ainsi  à  la  continuité  de 
l'existence  de  cette  espèce. 

Mais  ce  n'est  pas  seulement  l'observation  de  la  nature- 
vivante  ou  inanimée  qui  conduit  l'homme  à  admettre  uni; 
cause  créatrice  et  directrice,  d'une  puissance  et  d'une  in- 
telligence sans  bornes  ;  il  y  a  été  porté  de  tout  temps  par  un 
sentiment  instinctif  qui  lui  a  d'abord  inspiré  des  croyances 
grossières  qui  se  sont  épurées  peu  à  peu,  se  sont  simplifiées 
de  plus  en  plus,  et  réduites  enfin  à  l'admission  d'une  seule 
cause  qui  a  créé  l'univers,  tant  animé  qu'inanimé,  et  lui  a 
imposé  les  lois  qui  le  régissent  et  le  conservent 

Cette  cause  unique  et  universelle,  nous  lui  donnerons  li; 
nomdeZ>[e«. 
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CHAPITRE  VIII. 

DU  BIEN  ET  DU  MAL. 


23.  L'iiomme  ayant  reconnu  dans  la  plupart  de  ses  actes 
un  but  déterminant,  une  volonté,  a  dû  nécessairement 
admettre,  dans  l'Etre  qui  a  créé  l'Univers,  une  'volonté  et 
lin  but. 

La  conformité  à  cette  volonté  est  ce  que  j'appelle  le 
Inen;  l'opposition,  le  mal. 

L'obéissance  à  cette  volonté  est  ce  que  j'appelle  le  rfevo»- 
de  riiomme. 

L'iiomme  a  donc  le  devoir  ou  Yohligation  de  ne  faire 
que  des  actes  conformes  au  bien.  Cela  ne  veut  pas  dire 
qu'il  doive  faire  tout  ce  qui  est  bien  et  possible  ;  mais  il  y 
a  des  cas  où  l'abstention  est  un  mal;  de  sorte  que  ce  n'est 
pas  seulement  par  des  actes  qu'on  peut  être  en  opposition 
avec  la  volonté  de  Dieu,  mais  encore  par  des  omissions. 

Le  but  de  l'espèce  humaine  est  celui  que  lui  a  assigné  la 
volonié  du  Créateur.  Il  est  donc  nécessairement  bon;  mais 
tous  les  moyens  ne  doivent  pas  être  employés  par  l'homme 
pour  y  parvenir  ■,  ils  sont  assujettis,  comme  tous  ses  actes,  à 
être  conformes  au  bien. 

La  matière  inerte  obéit  sans  résistance  aux  lois  qui  lui 
ont  été  assignées  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'homme, 
à  qui  Dieu  a  donné  l'intelligence  et  le  sentiment,  et  dont 
les  actes,  tout  eu  dépendant  à  un  certain  degré  de  son  or- 
ganisation matérielle,  résultent  de  la  délibération  du  prin- 
cipe immatériel  qui  est  en  lui. 
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Les  actes  des  hommes  ne  pouvaient  dond  être  déterminés 
par  un  principe  régulier  et  fatal  comme  l'attraction  :  il 
fallait  que  chaque  individu  eût  une  connaissance  suffisante 
du  bien  ou  de  la  volonté  de  Dieu;  et  c'est  ce  qui  lui  a  été 
(Sonné  par  une  rèwélaîion ,  qui  ne  manque  à  aucun  homme. 
La  connaissance  ainsi  acquise  du  bien  et  du  mal  est  ce 
qu'on  appelle  la  conscience. 

La  science  du  bien  et  du  mal  se  nomme  la  morale.  Elle 
dirige  le  sentiment  qui  pourrait  quelquefois  s'égarer. 

La  connaissance  du  bien,  indispensable  pour  le  faire, 
n'était  pas  suffisante,  il  fallait  le  faire  aimer  et  faire  haïr 
le  mal  :  ce  sentiment  a  été  profondément  imprimé  dans 
tous  les  hommes,  et  les  plus  dépravés  ne  peuvent  parvenir 
à  l'éteindre  complètement  en  eux. 

Dieu  a  donc  voulu  que  l'homme  éprouvât  de  la  satisfac- 
tion à  faire  le  bien,  et  c'est  en  cela  principalement  que 
consiste  ce  qu'on  appelle  sa  bonté  ;  car  il  pouvait  se  faire 
obéir  par  la  souffrance  aussi  bien  que  par  le  plaisir.  Quant 
au  mal,  si  l'on  est  souvent  entraîné  à  le  faire  par  un  intérêt 
quelconque,  le  souvenir  en  est  douloureux,  et  le  coupable 
est  puni  parle  remords. 

24.  L'homme,  amené,  tant  par  l'intelligence  que  par  le 
sentiment,  à  la  croyance  à  un  Créateur,  dont  sa  conscience 
lui  indique  la  volonté  générale,  ne  peut  croire  que  ce  Créa- 
teur ait  voulu  l'induire  en  des  erreurs  et  des  illusions  per- 
pétuelles. Ce  sentiment  est  profondément  gravé  dans  le 
cœur  de  tous  les  hommes;  et,  bien  qu'ils  se  trompent  quel- 
quefois, ils  ne  doutent  pas  qu'un  sentiment  ou  une  croyance 
que  tous  les  hommes  ont  partagée  en  tout  temps  ne  soit 
la  vérité  :  «  C'est  pour  cela,  dit  Descartes,  que  je  crois  à 
la  vérité  des  théorèmes  de  Géométrie,  admis  par  tout  le 
monde.  C'est  pour  cela  que  nous  croyons  à  l'existence  des 
corps  extérieurs,  malgré  les  égarements  fortuits  des  sens. 
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Et  nous  n'escepVms  pas  celle  de  notre  propre  corps  :  car 
rhomme  est  tout  entier  dans  la  pensée,  le  sentiment  et  la 

sensation,  et  tout  cela  n' entraîne  pas  nécessairement  l'exis- 
tence des  molécules  physiques,  auxquelles  cependant  nous 
croyons,  d'abord  instinctivement,  et  ensuite  par  la  raison 
que  nous  venons  de  donner.  Il  est  des  philosophes  qui,  par 
des  considérations  purement  humaines  appréciées  par  leur 
raison  seule,  se  sont  créé  un  type  de  ce  qu'ils  appellent  le 
bi<in,  sans  que  Dieu  y  intervienne  en  aucune  manière.  Ils 
scmhlcnt  ignorer  qu'ils  ne  sont  parvenus  à  cette  notion,  si 
toutefois  ils  sont  dans  le  vrai,  que  parce  qu'ils  ont  suivi  les 
indications  de  leur  conscience,  qui  leur  a  été  donnée  par 
Dieu  pour  leur  faire  connaître  sa  volonté.  Ils  se  figurent 
avoir  établi  le  bien,  et,  s'ils  croient  en  Dieu,  ils  déclarent, 
dans  leur  orgueil,  qu'il  ne  peut  vouloir  autre  chose.   » 

Celte  opinion  est,  comme  on  le  voit,  l'inverse  delà  nôtre. 
îNous  prenons  pour  principe  du  bien  la  volonté  de  Dieu, 
et  nous  le  connaissons  par  la  révélation  qu'il  nous  en  fait, 
et  que  nous  appelons  la  conscience. 
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CHAPITRE  IX. 

DES  DEUX  PRINCIPES  QUI  CONSTITUENT  L'HOMME. 


2S.  La  partie  matérielle  de  l'homme,  dont  nous  venons 
de  reconnaître  l'existence,  est  composée  des  mêmes  élé- 
ments cliiniiques  qu'mie  multitude  de  corps  inertes  que  l'on 
rencontre  dans  la  nature  :  on  y  trouve  de  l'oxygène,  de 
l'hydrogène,  du  carbone,  de  l'azolo,  du  phosphore,  de  la 
chaux,  etc.,  etc.  Ces  divers  éléments,  considérés  séparé- 
ment, ne  présentent  rien  qui  donne  l'idée  de  sensation, 
de  sentiment  ou  de  pensée  ;  et  l'on  ne  se  figure  pas  facile- 
ment que  leur  réunion,  dans  les  proportions  mêmes  où  ils 
se  trouvent  dans  le  genre  humain,  put  produire  rtcn  de 
semblable,  en  supposant  même  qu'ils  fussent  disposés  de 
manière  à  en  former  les  différents  organes.  C'est  pour  cela 
que  de  tout  temps  on  a  admis  qu'il  y  a  autre  chose  dans 
l'homme  que  les  éléments  matériels  que  l'on  peut  mesurer 
et  peser;  qu'il  y  a  un  autre  principe,  invisible  et  impondé- 
rable, une  àme  qui  sent  et  pense,  qui  a  besoin  des  organes 
matériels  pour  entrer  en  relation  avec  la  nature,  et  qui, 
par  son  union  mystérieuse  avec  le  corps,  constitue  l'ôtre 
humain.  Ce  second  principe,  qui  ne  tombe  pas  sous  nos 
sens,  est  rejeté  par  ceux  qui  ne  croient  que  sur  le  témoi- 
gnage des  sens.  Cependant,  ne  serait-ce  pas  insensé  à 
l'homme  de  déclarer  qu'il  ne  peut  exister  que  de  la  ma- 
tière ;  et  si  l'on  admet  qu'il  peut  esister  des  êtres  immaté- 
riels, qui  par  cela  même  ne  peuvent  être  aperçus  au  moyen 
des  sens  matériels,  comment  pourrait-on  déclarer  impos- 
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siLIc  l'union  d'un  pareil  être  et  de  la  matière  gui  forme  le 
corps  humain  !' 

26.  Amour  de  soi.  —  Vous  admette/,  autour  des  atomes 
qui  composent  les  corps  des  fluides  impondérables  qui,  par 
leur  séparation  ou  leur  réunion,  produisent  des  effets  pro- 
digieux, et  cependant  vous  ne  les  voyez,  ni  ne  les  touchez; 
devez-vous  regarder  comme  impossible  l'existence  d'êtres 
encore  moins  matériels  que  les  fluides  impondérables  aux- 
quels vous  croyez  sans  scrupule  ?  Et  si  vous  trouvez  quelque 
difficulté  à  les  admettre,  trouvez-vous  plus  naturel  de  croire 
aux  découvertes  géométriques  faites  par  des  molécules 
tbimiques  convenablement  groupées? 

Vous  dites  que  les  forces  qui  sollicilenl  toutes  les  molé- 
cules solides  ou  liquides  qui  composent  le  corps  liumain 
déterminent  l'action  des  organes,  font  circuler  le  sang  et 
toutes  les  humeurs,  et  produisent  tous  les  phénomènes  que 
l'on  observe  dans  l'homme.  Mais  d'abord  que  sont  ces 
forces?  Vous  ne  direz  pas  que  c'est  de  la  matière  comme 
peut-être  les  corps  impondérables  auxquels  vous  croyez  : 
ce  ne  serait  que  reculer  la  difficulté  et  la  reporter  aux  forces 
produites  par  ces  fluides  subtils;  vous  croirez  donc  à  l'exis- 
tence des  choses  immatérielles.  Pourquoi  ne  pas  aller  plus 
loin  dans  cette  voie  ? 

Vous  voyez  des  organes  matériels  sécréter  certaines  ma- 
tières, et  il  vous  semble  naturel  d'admettre  que  leur  rôle 
ne  doit  pas  se  borner  là;  que,  par  exemple,  le  cerveau 
doit  sécréter  la  pensée  comme  le  foie  sécrète  la  bile. 
Croyez-vous  alors  que  la  pensée  est  quelque  chose  de  ma- 
tériel ?  sinon,  comme  vous  croyez  qu'elle  est  quelque  chose 
que  vous  dites  sécrété,  vous  croyez  donc  à  un  être  immaté- 
riel et  vivant?Le  nier  :  par  quelle  suite  de  subtils  non-sens 
pourrez-vous  seulement  expliquer  ce  que  vous  entendez  par 
cette  ridicule  sécrétion? 
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Votre  théorie  vous  jelte  à  chaque  instant  dans  des  con- 
tradictions inévitables,  parce  que  vous  rencontrez  malgré 
vous  des  causes  ou  des  effets  immatériels.  Il  serait  bien 
plus  simple  de  marcter  hardiment  dans  cette  voie,  d'ad- 
mettre dans  l'homme  une  àme  imm.atérielle  qui  sent  et 
pense,  qui  conduit  le  corps  par  une  action,  invisible  à  nos 
yeux,  sur  les  nerfs  qui,  à  leur  tour,  par  des  actions  que 
nous  pouvons  mieux  suivre,  déterminent  les  mouvements 
de  tout  genre  compatibles  avec  la  constitution  du  corps 
humain . 
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CHAPITRE  X. 

MOUR   DE  SOI.   ÉGOÏSME. 


27.  Il  est  dans  la  nature  de  l'homme  de  clierclier  le  plai- 
sir et  d'éviter  la  peine,  d'aimer  la  vie  et  de  redouter  la 
mort,  même  quand  elle  serait  une  délivrance  pour  lui.  Il  a 
été  porté,  tant  par  le  besoin  que  par  le  plaisir,  à  l'alimen- 
tation matérielle,  sans  laquelle  son  corps  périrait  prompte- 
ment  ;  à  la  satisfaction  de  ses  sentiments  par  les  joies  qu'ils 
lui  proeurent  ;  à  l'exercice  de  son  intelligence  par  le  plaisir 
que  lui  donnent  les  résultats  de  ses  reclierches  et  l'ennui 
inséparable  de  son  inaction.  Tout  cela  est  dans  les  vues  de 
la  Providence,  et  l'homme  est  heureux  des  moyens  qu'elle 
a  employés  à  les  accomplir.  La  recherche  de  ce  bonheur 
étant  conforme  à  la  volonté  du  Créateur,  c'est  donc  un 
bien;  elle  constitue  ce  qu'on  appelle  amour  de  soi. 

28.  Mais  cet  amour  ne  doit  pas  anéantir  l'amour  de  ses 
semblables,  qui  est  aussi  dans  les  desseins  de  la  Provi- 
dence; et  l'extinction  de  ce  dernier  au  profit  du  premier 
est  ce  qu'on  nomme  cgoïsme. 

Il  est  des  sophistes  qui,  à  force  de  subtiliser,  sont  arri- 
vés à  prétendre  que  tous  les  actes  des  hommes  sont  dictés 
par  l'égoïsme.  «  On  ne  fait  une  chose,  disent-ils,  que  parce 
qu'elle  plaif,  on  n'y  cherche  donc  que  le  plaisir,  sans  s'in- 
quiéter des  autres  :  on  la  fait  donc  par  égoïsme.  » 

Ceux  qui  raisonnent  ainsi  semblent  ignorer  que  l'homme 
est  porté  instinctivement  au  Lien,  qu'il  le  fait  souvent  sans 
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CHAPITRE   X.  3l 

son  acte  autrement  que  dans  les  détails  d'exécu- 
tion et  sans  retour  sur  lui-même.  Ce  n'est  pas  le  plaisir  de 
l'acte  qui  le  décide,  il  n'y  pense  qu'après;  quelquefois  même 
il  n'existe  pas.  Or  ce  sentiment  instinctif  auquel  on  obéit 
sans  réflexion,  qui  vous  fait  exposer  votre  vie  pour  sauver 
celle  de  votre  semblable,  n'a  aucun  rapport,  je  ne  dirai  pas 
avec  l'égoïsme,  mais  même  avec  l'amour  de  soi  ;  c'est  une 
étrange  erreur  que  de  les  confondre. 

Il  arrive  quelquefois  sans  doute  qu'on  fait  le  Lien  par 
ostentation  et  pour  en  tirer  de  la  considération  auprès  des 
hommes;  dans  ce  cas,  c'est  l'amour  de  soi  qui  est  le  mo- 
bile.- Et  il  le  serait  môme  encore,  mais  d'une  manière  plus 
noble,  si  l'on  faisait  le  bien  pour  le  plaisir  qu'on  saurait  de-, 
voir  en  retirer  dans  sou  for  intérieur,  et  non  pour  satisfaire 
le  sentiment  méprisable  de  la  vanité. 

L'amour  de  soi  a  été  donné  à  chaque  homme  pour  que  le 
sentiment  du  plaisir  fût  un  stimulant  pour  lui  vers  l'obéis- 
sance à  Dieu  qui  veut  la  conservation  de  l'espcee  humaine, 
et,  par  conséquent,  d'abord  celle  de  chaque  individu.  Mais 
ce  sentiment,  même  lorsqu'il  ne  porte  pas  à  nuire  aux 
autres,  ne  doit  pas  être  écouté  sans  réserve  ;  et  les  plaisirs 
que  l'homme  peut  se  donner  sont  soumis  à  la  condition 
qu'ils  n'altèrent  pas  en  lui  l'œuvre  de  Dieu,  et  ne  le 
mettent  pas,  par  sa  dégradation  physique  et  morale,  hors 
d'état  de  remplir  dignement  le  rôle  qu'il  a  été  appelé  à 
jouer  sur  la  terre.  Il  a  des  devoirs  envers  lui-même  comnn: 
envers  ses  semblables. 
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DEUXIEME  SECTION. 
DES  DONNÉES  RELATIVES 

A  L'HOMME  SOCIAL. 


Diu.  —  Méih.,  V. 
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DES  DONNEES  RELATIVES 

A  L'HOMME  SOCIAL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L'ASSOCIATION. 


29.  La  plupart  des  animaux  parvenus  au  degrû  de  déve- 
loppement où.  ils  n'ont  plus  besoin  du  seeours  de  leurs 
parents  les  abandonnent  et  vont  chercher  loin  d'eux  leur 
subsistance,  sans  conserver  avec  eux  aucune  relation  Iiabi- 
tuelle.  11  n'en  est  pas  ainsi  des  liommes  :  les  sentiments 
d'affection  entre  les  enfants  et  les  parents  se  prolongent 
indéfiniment  après  le  moment  oii  les  premiers  peuvent  se 
suffire  à  eux-mêmes,  et,  ce  moment  aiTivant  beaucoup  plus 
tard,  à  cause  du  développement  plus  lent  de  la  force  et  de 
l'intelligence,  ces  sentiments  ont  plus  de  temps  pour  s'en- 
raciner en  eux.  Ce  fait,  qui  ne  souffre  pas  d'exception, 
prouve  que  les  liens  durables  de  la  famille  sont  œuvre  de 
Dieu. 

Le  temps  amenant  les  générations  successives,  une  fa- 
mille peut  prendre  un  grand  développement,  et  les  liens 
qui  les  unissent,  tout  en  s 'affaiblissant  par  l'éloignement 
de  l'origine  commune,  sont  toujours  assez  forts  pour  que 
tous  ses  membres  soient  disposés  à  s'enlr'aider,  soit  pour 
la  défense,  soit  pour  l'accomplissement  d'un  Lut  commun. 

3. 
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36  D 

Mais  les  différentes  l'amillcs  vivant  sur  un  même  point, 
ayant  des  moyens  d'existence  semblables,  quels  qu'ils  soient 
d'ailleurs,  n'ont  pas  tardé  à  s'apercevoir  que  les  avantages 
obtenus  dans  les  secours  mutuels  des  membres  d'une  même 
famille  seraient  augmentes  par  l'union  des  familles  entr<! 
elles;  et  c'est  ainsi  qu'ont  pu  se  former  naturellement,  et 
sans  conventions  bien  développées,  les  associations  eonstî- 
tuant  des  peuplades  plus  ou  moins  nombreuses,  reconnais- 
sant un  chef  unique,  ou  se  faisant  gouverner  par  les  cliei's 
de  famille. 

Cet  état  de  choses  se  présentant  partout  où  il  y  a  des 
agglomérations  d'hommes,  on  peut  dire  que  l'état  de  so- 
ciété est  dans  la  nature  de  l'espèce  humaine,  c  'est-à-dire 
dans  les  vues  du  Créateur. 

Ce  dessein,  qui  se  manifeste  ainsi  dans  les  sociétés  les 
moins  avancées,  devient  de  plus  eu  plus  sensible  à  mesure 
qu'elles  se  développent;  mais  les  froissements  provenant 
d'intérêts  oppose's  augmentent  aussi  et  auraient  pu  s'op- 
poser à  l'établissement  durable  d'une  société  dont  les 
membres  n'étaient  pas  tous  attachés  par  les  liens  du  sang. 
Pour  atténuer  les  elfets  inévitables  de  l'amour  de  soi,  dégé- 
nérant souvent  en  égoïsme,  il  fallait  un  lien  plus  puissant 
que  l'intérêt  bien  entendu  ;  il  fallait  établir  entre  tous  les 
hommes  un  sentiment  d'affection  mutuelle  qui  portât  cha- 
cun d'eus  à  se  trouver  heureux  du  bonheur  des  autres  et 
à  souflrlr  de  leurs  souffrances;  ce  sentiment  a  été  donné  à 
l'homme  :  c'est  la  charité. 

Quoiqu'on  l'ait  plus  particulièrement  recommandé  dans 
les  sociétés  modernes,  il  n'était  pas  méconnu  des  anciens, 
comme  l'atteste  ce  vers  de  Térence  : 


Ce  sentiment  est  donc  de  tous  les  temps,  et  il  a  été  enra- 
iné  dans  le  cœur  de  tous  les  hommes.    Les  plus  froids 
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ôgoïstes  n'en  sont  pas  entièrement  dépourvus,  et  tel  scé- 
iijrat  qui  vient  d'égorger  un  de  ses  semblables  pour  le  dé- 
pouiller pourra,  s'il  voit  un  enfant  tomber  à  la  mer,  se 
précipiter  à  son  secours  et  périr  en  essayant  de  lo  sauver. 

30.  En  résumant  ce  qui  précède,  nous  regarderons 
comme  incontestable  que  les  hommes  sont  destinés  à  vivre 
en  société,  et  que  cet  état  est  maintenu  non-seulement  par 
un  intérêt  commun,  mais  surtout  par  le  sentiment  de  cha- 
rité, c'est-à-dire  d'une  bienveillance  instinctive  qu'ils 
éprouvent  les  uns  pour  les  autres,  sans  même  se  connaître, 
et  par  cela  seul  qu'ils  sont  hommes  les  uns  comme  les 
autres. 
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CHAPITRE  IL 

QUE  L'HUMANITÉ  MARCHE  VERS  UN  BUT  ASSIGNÉ 
PAR  LE  CRÉATEUR. 


31 .  La  conscience  fait  connaître  à  l'homme  le  bien  el  le 
mal,  mais  elle  le  laisse  libre  de  ses  actes.  Une  société  dont 
tous  les  membres,  même  en  évitant  le  mal,  peuvent  se 
livrer  à  leurs  goûts  parliculiers  et  à  leur  caprice  peut-elle 
se  développer  d'une  manière  régulière,  ou  est-elle  destinée 
à  passer  par  une  série  d'états  sans  liaison,  résultant  des 
volontés  capricieuses  et  indépendantes  de  tous  ses 
membres  ? 

Cette  question  est  intéressante,  maïs  sa  solution  n'a  pas 
été  révélée  à  l'homme;  la  connaissance  seule  du  bien  ne 
peuty  conduire  :  il  est  nécessaire  pour  cela  d'interroger  le 
passé  et  de  comparer  entre  eux  les  états  successifs  par  les- 
quels sont  passées  les  différentes  sociétés  dont  nous  con- 
naissons suffisamment  l'histoire,  11  faut  procéder  ici  comme 
dans  toutes  les  sciences  de  la  nature  :  observer. 

32.  Sur  bien  des  points  de  la  Terre,  il  existe  encore  des 
peuplades  qui  ne  vivent  que  de  la  chasse  et  de  la  pêche,  et 
il  a  dû  en  être  de  même  primitivement  partout  où  il  y  avait 
des  hommes.  De  cet  état  ils  sont  passés  sans  peine  à  celui 
de  pasteurs,  vivant  des  troupeaux  qu'ils  rassemblaient,  et 
les  transportant  d'un  lieu  à  un  autre,  quand  les  moyens 
d'existence  devenaient  insuffisants.  Enfin  a  eu  Heu  le  pas- 
sage important  de  l'état  de  pasteurs  nomades  à  celui  d'agri- 
culteiu-s.  Les  hommes,  ayant  remarqué  comment  les  végé- 
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taux  se  reproduisaient  naturellement ,  ont  eu  l'idée  de 
multiplier  cette  production,  tant  pour  les  arbres  dont  les 
fruits  leur  avaient  servi  de  nourriture  que  pour  les  plantes 
dont  le  hasard  leur  avait  montré  l'uiilitê.  Cette  culture  les 
a  attaeliés  à  la  terre,  et  les  services  qu'ils  pouvaient  se 
rendre  dans  tous  les  travaux  qu'elle  comporte  ont  contribué 
à  les  lier  les  uns  aux  autres  par  l'intérêt  et  l'affection.  La 
nécessité  de  se  défendre  des  animaux  féroces,  eux  et  leurs 
troupeaux,  leur  a  fait  inventer  les  armes  ;  les  instruments 
d'agriculture  et  de  construction  ont  été  le  résultat  de  nou- 
veaux efforts  d'intelligence.  A  défaut  de  métaux,  ces  armes 
et  ces  instruments  de  culture  ont  été  fabriques  avec  la 
pierre  :  on  en  possède  encore  un  très-grand  nombre,  con- 
struits très-babilement  et  merveilleusement  appropriés  à 
leur  objet. 

Laissons  maintenant  s'écouler  quelques  siècles,  et  voyons 
ce  qu'est  devenu  l'état  de  cette  société. 

Des  habitations  spacieuses  et  confortables  ont  remplacé 
des  cabanes  étroites  et  malsaines;  la  découverte  des  métaux 
a  perfectionné  la  fabrication  des  instruments  de  travail  et 
de  mille  objets  d'utilité,  dont  il  serait  trop  long  de  détailler 
l'usage;  l'amélioration  des  routes,  les  canaux,  la  navigation 
rendent  plus  faciles  le  transport  et  par  suite  l'échange  des 
objets  fabriqués  et  des  produits  de  la  terre;  les  sciences  de 
tout  genre  se  sont  perfectionnées,  et  leur  application  aux 
arts  en  a  augmenté  les  produits,  tout  en  rendant  le  tra- 
vail plus  facile.  Cet  accroissement  dans  la  quantité  et  la 
nature  des  produits  a  nécessité  une  division  du  travail 
par  laquelle,  chacun  s'occupant  d'un  seul  objet,  les  travaux 
les  plus  compliqués  ont  pu  être  exécutés,  à  l'avantage  de 
la  société  tout  entière-  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'examiner 
par  quel  mécanisme  tout  cela  a  pu  s'opérer;  nous  ne  vou- 
lons que  constater  les  faits,  et  montrer  comment  l'union 
des  efforts  est  devenue  de  plus  en  plus  intime  et  comment 


Hosted  by 


Google 


4o  QUE  l'huïhnité  marche  vers  ux  rut  assigné,  etc. 

le  retour  des  hommes  à  leur  indépendance  primitive,  en 
entraînant  la  mort  de  la  société,  entraînerait  celle  de 
presque  tous  ses  membres. 

Mais  ce  sera  bien  autre  chose  encore  si  nous  comparons 
ces  états  intermédiaires  à  l'état  actuel  des  sociétés  ,  si  l'on 
met  cm  regard  ce  qu'étaient  l'Europe  et  l'Amérique  il  y  a 
un  siècle  et  ce  qu'elles  sont  aujourd'hui.  Ce  parallèle 
montre  avec  quelle  rapidité  croissante  se  font  actuellement 
les  progrès  dans  les  arts,  les  sciences  et  la  production  ma- 
térielle. 11  montre  aussi  de  plus  en  plus  la  nécessité  de 
l'harmonie  entre  les  travailleurs  de  toute  nature,  les  sa- 
vants, les  artistes  et  les  industriels.  On  a  fait  assez  souvent 
la  triste  expérience  des  soufl'rances  produites  par  la 
déstmion,  et  plus  les  rouages  se  compliquent,  plus  les 
embarras  deviennent  nuisibles  à  ceux-là  mêmes  qui  les  ont 
suscités  dans  un  intérêt  mal  entendu. 

33.  Il  serait  intéressant  sans  doulc  de  développer  ce  que 
nous  ne  faisons  qu'indiquer  et  de  suivre  d'une  manière 
presque  continue  les  états  successifs  par  lesquels  est  passée 
une  société  dans  un  assez  long  intervalle;  mais  c'est  là 
l'objet  d'Ouvrages  spéciaux  auxquels  nous  renvoyons  le 
lecteur.  Nous  nous  proposons  seulement  ici  d'établir  une 
proposition  générale,  dont  nous  étudierons  plus  tard  les 
conséquences.  Cette  proposition,  nous  croyons  en  avoir 
assez  dit  pour  en  faire  reconnaître  la  vérité,  et  nous  la  for- 
mulons de  la  manière  suivante  ; 

«  L'observation  du  passé  prouve  que  les  hommes  sont 
destinés  à  vivre  en  société,  que  le  désir  naturel  du  bien- 
être,  secondé  par  leur  intelligence  et  la  liberté  de  leurs 
actes,  imprime  à  la  société  un  mouvement  continu  qui  a 
existé  en  tout  temps  et  en  tout  lieu ,  que  le  caractère  de  ce 
mouvement  est  un  accroissement  dans  la  production,  dans 
les  connaissances,    dans  le  bien-être  général  et  dans  la 
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liaison  intelleclucJle  et  morale  des  liomuies  les  uns  avec 
les  autres.  » 

34.  Ce  mouvement  universel  est  nécessairement  dans 
les  desseins  du  Créateiu',  ainsi  que  le  but  vers  lequel  il 
fait  marclier  l'immanîté.  Poureel  être  collectif,  le  bien  est 
la  conformité  à  ce  but,  le  devoir  est  de  marcher  dans  la 
voie  qui  y  conduit,  et  il  a  une  tendance  à  marcher  dans 
la  voie  du  bien,  parce  que  l'instinct  de  chaque  homme  le 
porte,  sans  qu'il  s'en  rende  compte,  à  agir  dans  le  sens  du 
bien  général  comme  dans  le  sens  du  bien  particulier. 

C'est  ainsi  que  le  Créateur  a  pourvu  à  ce  que  l'espèce 
humaine  marchât  dans  la  voie  qu'il  lui  a  assignée. 
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DU  JUSTE  ET  DE  L'INJUSTE. 


35.  Imaginons,  concevons  l'humanité  parvenue  au  de- 
gré de  perfection  finale  auquel  elle  est  appelée  par  la  vo- 
lonté du  Créateur,  et  que  nul  ne  peut  assigner  aujoui-d'hui. 
En  tenant  compte  de  tous  les  éléments  qui  composent  ce 
système  social,  tous  les  rapports  nécessaires  qui  dérivent 
de  sa  nature,  ou  les  lois  de  ce  systènie,  sont  complètement 
déterminés.  Dans  cet  état  de  choses,  le  juste  est  la  con- 
formité à  ces  lois;  l'injuste,  l'opposition. 

L'humanité  étant  arrivée  à  son  point  de  perfection  sur 
la  terre,  le  juste  dans  ce  système  sera  dit  le  juste  absolu 
pour  les  hommes. 

Mais,  avant  d'arriver  à  cet  état  définitif,  l'espèce  humaine 
passera  par  bien  des  états  imparfaits,  dont  les  données,  tant 
humaines  que  matérielles,  seront  inférieures  à  celles  de 
l'état  parfait.  Néanmoins,  dans  chacun  de  ces  états,  il  existe 
une  organisation  dépendant  de  ces  données,  et  gui  serait 
le  plus  conforme  possible  à  la  volonté  du  Créateur,  qui  y 
serait  même  entièrement  conforme,  sous  les  conditions  ac- 
tuelles de  la  société  :  ce  serait  la  perfection  relative  d'après 
ces  données.  Son  existence  est  purement  idéale  et  n'est 
comprise  que  de  Dieu,  qrfi  seul  connaît  les  lois  qui  la  régi- 
raient. 

C'est  la  conformité'  à  ces  lois  qui  est  le  juste  dans  cette 
société.  On  voit  donc  que  ce  qu'il  y  a  d'immuable  dans  la 
justice,  c'est  d'être  la  conformité  aux  lois  divines  de  la 
société;  ce  qu'il  y  a  de  variable,  ce  sont  ces  lois 
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Le  devoir  de  chaque  individu  consiste  à  conformer  ses 
actes  à  ces  lois.  Son  droit  est  que  les  aulres  remplissent 
leur  devoir  à  son  égard.  Pour  tout  ce  qui  n'est  pas  contraire 
aux  lois,  il  est  entièrement  libre. 

36.  Les  hommes  ne  connaissant  pas  ces  vraies  lois  n'ap- 
pellent pas  juste  ce  qui  y  est  conforme,  mais  Lien  ce  qui 
est  conforme  aux  rapports  ou  lois  qu'ils  ont  établis.  Ils 
reconnaissent  bien  quelquefois,  par  le  sentiment  des  véri- 
tables lois  qui  les  éclaire  alors,  que  leur  loi  n'est  pas  con- 
forme à  la  justice,  mais  ils  n'en  maintiennent  pas  moins 
qu'elle  J'est;  seulement,  ils  disent  qu'elle  n'est  pas  con- 
forme à  l'équité.  Ils  appellent  ainsi  équité  ce  qui  est  devant 
Dieu  la  justice  dans  ce  système  social. 
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QOE  LE  JUSTE  ET  LE  BIEN  KE  SONT  PAS  IDENTIQUES. 


37.  La  justice,  dans  une  socîé  té  quelconque,  est,  comme 
nous  l'avons  dît,  la  conformité  aux  lois  divines  de  celte 
société,  c'est-à-dire  aux  rapports  nécessaires  qui  dérivent 
de  sa  nature,  en  tenant  compte  de  tous  les  intérêts.  Mais 
un  membre  peut  renoncer  à  une  partie  de  ses  droits  dans 
l'intérêt  des  autres  et  accomplir  ainsi  des  actes  en  dehors 
(lu  cercle  de  la  stricte  justice.  Le  sentiment  de  la  pilié  et  de 
la  cliarilé  peuvent  conduire  à  des  sacrifices  que  la  justice 
n'exigerait  pas,  et  dont  par  conséquent  on  pourrait  se  dis- 
penser sans  injustice.  Le  juste  est  le  bien  relatif  .i  la  so- 
ciété; il  peut  quelquefois  différer  beaucoup  du  foien  absolu, 
mais  alors  même  on  ne  peut  dire  que,  en  s'y  conformant,  on 
ait  fait  le  mal;  seulement,  on  aurait  pu  faire  mieux.  La 
distinction  du  juste  et  du  bien  absolu  a  été  faîte  de  tous 
tempi,  comme  le  témoignent  les  aphorismes  suivants  : 

Chei  tes  Anciens  :  Snmmnm  m  siimma  injuria. 
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QU'IL  FAUT  DES  INTERPRÈTES  DU  JUSTE  ET  DU  BIEN. 


38,  La  conscience  nous  éclaire  d'une  manière  ge'nérale 
sur  le  bien  et  le  mal,  et  l'iustîncl  nous  porte  vers  le  pre- 
mier et  nous  éloigne  du  second.  Ce  même  sentiment  nous 
porte  aussi  vers,  le  juste  quand  il  est  manifeste,  qu  il  se 
confond  avec  le  bien. 

Mais,  à  mesure  que  les  rapports  des  hommes  entre  eux  se 
compliquent,  il  devient  de  plus  en  plus  difficile  de  distin- 
guer dans  chaque  cas  particulier  de  quel  coté  est  la  jus- 
tice lorsqu'il  y  a  conflit  entre  les  droits  de  deux  membres 
de  la  société.  Nous  ne  parlons  en  ce  moment  que  au  juste, 
parce  que  la  société  ne  peut  exiger  davantage. 

On  reconnaîtra  d'abord  que,  pour  l'exiger,  il  faut  qu'elle 
le  fasse  connaître,  et  par  conséquent  qu'elle  publie  la  col- 
lection complète  de  ses  lois,  c'est-à-dire  des  rapports  que 
doivent  avoir  entre  eux  ses  membres  dans  toutes  les  ques- 
tions d'aifaires  publiques  ou  privées,  de  quelque  nature 
qu'elles  soient.  C'est  ainsi  que  se  trouveraient  bien  définis 
les  droits  et  les  devoirs  de  chacun. 

Mais  tous  les  hommes  n'ont  pas  l'aptitude  nécessaire  à 
l'intelligence  de  toutes  les  1  ois  renfermées  dans  ce  code,  où 
d'ailleurs  tout  ne  peut  èlre  prévu  :  bien  des  cas  particu- 
liers ne  peuvent  èlre  décidés  que  par  des  analogies  peu 
évidentes  avec  les  principes  explicitement  énoncés;  de  là 
naissent  des  contestations  entre  les  parties  intéressées,  qui 
peuvent  être  l'une  et  l'auti-e  de  la  plus  complète  bonne  foi. 
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Il  a  donc  été  nécessaire  de  créer  un  coi^s  de  magistrats 
éclairés  et  honaètes,  ayant  pour  mission  de  décider  de  quel 
côté  est  la  justice  et  de  la  iaire  exécuter. 

Quant  au  bien,  qui  est  au  delà  injuste,  nul  n'a  le  droit 
de  l'exiger,  et  la  société  n'y  peut  intervenir,  puisqu'elle  ne 
prescrit  rien  en  dehors  du  juste.  Mais  il  est  utile  d'en  dé- 
velopper le  plus  possible  le  sentiment  chez  les  hommes  par 
la  prédication  et  l'exemple,  de  leur  rappeler  souvent  que, 
si  la  société  ne  leur  prescrit  pas  la  eharité  et  le  dévouement, 
ce  n'est  pas  qu'elle  y  soit  indifférente ,  mais  bien  impuis- 
sante et  sans  action  possible  sur  les  sentiments.  Il  est  donc 
bon  de  créer  aussi  un  corps  de  prédicateurs  moralistes, 
ayant  pour  mission  spéciale  de  développer  le  sentiment  du 
bien  en  portant  au  peuple  assemblé  ce  qu'on  peut  appe- 
ler la  parole  de  Dieu. 
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DE  LA  FORCE  DES  CHOSES. 


39.  Il  y  a  des  gens  qui  appcUcnt/ôrce  des  choses  une 
sorte  de  fatalité  aveugle  qui  conduit  les  événements  indé- 
pendamment de  tous  les  eÙbrts  des  hommes,  et  contre  la- 
quelle il  est  inutile  de  lutter.  D'autres  disent  :  La  force 
des  choses  n'est  que  la  force  des  /tommes,  ce  sont  les 
hommes  qui  font  marcher  la  société  dans  le  sens  où  ils 
dirigent  leurs  efforts  ;  il  suffit  donc  de  connaître  l'avenir 
par  l'étude  du  passé  et  de  se  réunir  pour  pousser  l'Iiiuna- 
nité  dans  cette  voie. 

Qu'y  a-t-îl  de  vrai  ou  de  faux  dans  ces  différentes  opi- 
nions? Essayons  de  le  préciser. 

40.  Nous  avons  admis  que  les  hommes,  en  cherchant  à 
améliorer  leur  position  et  à  satisfaire  leurs  goûts,  ensui- 
vant, à  l'égard  de  leurs  semhlables,  les  indications  de  leur 
conscience,  faisaient  marcher  ia  société  vers  le  but  qui  lui 
a  été  assigné;  que  néanmoins  tous  les  actes  particuliers  ne 
concouraient  pas  à  ce  but,  parce  que  la  liberté  de  chaque 
homme  pouvait  l'écarter  de  ses  intérêts  véritables  et  le  faire 
agir  suivant  ses  passions  ou  ses  caprices.  En  d'autres  ter- 
mes, nous  avons  admis  qu'il  y  a  dans  tous  les  hommes  une 
tendance  à  produire  le  plus  souvent  des  actes  conformes 
aux  desseins  de  la  Providence,  mais  à  en  produire  aussi,  en 
bien  moindre  nombre,  de  contraires  à  ces  desseins. 

Cela  posé,  cherchons  à  apprécier  l'effet  de  cette  ten- 
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dance  dans  un  certain  intervalle  de  temps,  en  supposant, 
pour  plus  de  simplîeité,  que  tous  les  membres  de  la  société 
soient  dans  des  conditions  coniplélement  identiques. 

Dans  la  théorie  mathématique  des  probabilités,  on  dé- 
montre une  proposition  très -importante  qui  peut  être 
énoncée  à  peu  près  comme  il  suit  : 

«  Si  l'on  a  une  urne  renfermant  des  boules  blanches  cl 
(les  boules  noires,  et  que  l'on  fasse  un  nombre  indéfini  de 
tirages,  en  remettant  à  chaque  fois  la  boule  tirée,  il  sera 
de  plus  en  plus  probable  «jue  les  nombres  de  blanches  et  de 
noires  seront  dans  un  rapport  aussi  voisin  qu'on  voudra 
de  celui  des  nombres  de  boules  blanches  et  noires  dans 

En  langage  rapide,  on  dirait  : 

«  Après  un  nombre  infini  de  tirages,  le  rapport  des  nom- 


s  de  boiiles  blanches  et  noires  tirées  s 


1  au  rap- 


port des  nombres  do  ces  boules  dans  l'urne,  c'est-à-dire 
au  rapport  de  leurs  probabilités  simples.  Il  est  inutile  de 
faire  remarquer  que,  si  l'on  avait  plusieurs  urnes  compo- 
sées de  la  même  manière,  et  qu'on  puisât  arbitrairement 
dans  les  unes  et  les  autres,  ensemble  ou  séparément,  le  ré- 
sultat serait  le  même,  puisque  ce  serait  comme  si  l'on  tirait 
successivement  de  la  môme.  » 

Dans  la  théorie  des  probabilités,  on  représente  ordinai- 
rement les  sources  d'événements  par  des  urnes  renfermant 
des  boules  de  couleurs  différentes,  dont  les  nombres  sont 
proportionnels  aux  probabilités  des  divers  événements 
qui  peuvent  sortir  de  ces  sources.  On  pourrait  encore  les 
représenter  autrement;  mais  ce  moyen  est  le  plus  com- 
mode, et  les  raisonnements  qui  conduisent  à  la  solution  des 
questions  sont  indépendants  du  mode  de  représentation 
des  événcmcnls.  On  peut  donc,  dans  ce  qui  précède,  con- 
sidérer les  tirages  de  boules  comme  représentant  des  évé- 
nements quelconques  également  possibles. 
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Ai.  Voyons  mainteaant  comment  ces  considérations 
peuvent  s'appliquer  aux  événements  sociaux. 

Ici  les  sources  d'événements  sont  les  tendances  des  hoLn- 
mes,  supposées  les  mêmes  pour  tous  ;  les  boules  hlanclies 
et  noires  sont  les  actes,  conformes  ou  contraires  à  la  mar- 
che providentielle,  que  les  tommes  peuvent  produire,  et 
qu'on  peut  toujours  supposer  ramenés,  comme  les  boules, 
à  un  même  degré  de  possibilité.  Nous  pouvons  donc  con- 
clure du  théorème  éi 


que  : 

Les  hommes,  usant  de  leur  liberté  pour  satisfaire  leurs 
goûts,  leurs  besoins  et  même  leurs  caprices,  produisent, 
dans  un  intervalle  de  temps  suffisamment  long,  un  en- 
semble d'actes,  les  uns  favorables,  les  autres  opposés  à  la 
marche  providentielle  de  la  société,  ces  derniers  y  en- 
trant dans  un  rapport  extrêmement  petit  par  rapport  aux 
autres . 

On  peut  donc  regarder  comme  assuré  le  mouvement  de 
l'espèce  humaine  vers  le  but  qui  lui  est  assigné. 

■42.  On  objectera  peut-être  que  le  théorème  que  nous 
avons  invoqué  ne  donne  pas  la  certitude,  mais  une  proba- 
bilité qui  en  approche  indéfiniment;  que,  par  conséquent, 
il  ne  serait  pas  impossible  que,  dans  l'événement  composé 
d'un  nombre  immense  d'événements  simples,  le  rapport 
des  nombres  d'événements  des  deux  espèces  fût  très-diffé- 
rent de  celui  de  leurs  probabilités  simples;  que,  par 
exemple,  il  n'ait  été  tiré  que  des  boules  noires;  qu'ainsi, 
dans  la  question,  qui  nous  occupe,  il  serait  possible  que 
tous  les  hommes,  au  lieu  d'agir  suivant  leurs  goûts  et 
leur  intérêt  véritable,  ne  commissent  que  des  actes  oppo- 
sés :  d'où  résulterait  pour  la  société  une  marche  contraire 
Il  celle  qui  lui  a  été  assignée. 

Sans  doute  cela  est  possible,  mais  la  probabilité  que  cela 
arrive  est  si  faible,  que  l'on  peut  réellement  regarder  cet 
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événement  comme  impossible.  Il  faudrait  supposer  tous 
les  hommes  frappés  lîe  démence.  On  pourrait  dire,  par 
exemple,  qu'un  jour  tous  les  hommes  peuvent  mettre  fin 
à  leiu"  vie,  et  qu'alors  l'espèce  humaine  serait  anéantie; 
mais  personne  ne  regardera  cette  fantaisie  comme  possible, 
quoique,  à  la  rigueiu",  elle  le  soit. 

-43-  jVous  terminerons  ce  sujet  par  une  remarque  géné- 
rale :  c'est  que,  dans  les  crises  où  la  société  semble  ne  pou- 
voir échapper  à  sa  ruine,  la  réaction  contre  les  causes  de 
destruction  augmente  en  proportion  du  danger.  Si  la  so- 
ciété se  décompose  par  l'excès  de  l'immoralité,  c'est  un 
réformateur  qui  sera  suscité,  et,  prêchant  une  morale  nou- 
velle, entraînera  les  hommes  dans  la  voie  providentielle. 
Si  ce  sont  des  barbares  qui  envahissent  une  nation  civili- 
sée, ils  en  égorgeront  une  partie,  mais  seront  à  la  fin  sub- 
jugués par  l'influence  morale  de  l'autre  et  entreront  par 
elle  dans  la  voie  qu'ils  semblaient  destinés  à  détruire. 

Si,  au  contraire,  c'est  une  nation  civilisée  qui  en  en- 
vahit une  barbare,  elle  la  chasse  ou  la  convertit  peu  à  peu, 
et  cet  acte  criminel ,  loin  de  retarder  la  marche  générale, 
l'a  au  contraire  accélérée. 


a.  Tous  ces  événements  simples  ou  extraordinaires, 
qui  ne  sont  pas  le  résultat  des  combinaisons  des  hommes, 
mais  qui  proviennent  des  facultés  intellectuelles  et  surtout 
sentimentales,  qui  conduisent  la  société  dans  la  voie  pro- 
videntielle ou  l'y  ramènent  qvtand  elle  s'en  est  trop  écar- 
tée, nous  disons  qu'ils  arrivent  par  la  force  des  choses. 
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4f5.  La  société  marche  sans  que  les  hommes  s'occupent 
de  lui  imprimerie  mouvement;  mais  il  est  bon  néanmoins 
qu'ils  cherchent  à  le  connaître  pour  l'aider  et  le  diriger 
autant  qu'il  leur  est  permis  de  le  faire. 

C'csC  par  l'étude  du  passé  qu'il  faut  procéder  à  cette  re- 
cherche, qui  offre  un  grand  attrait  à  l'esprit,  indépendam- 
ment de  toute  utilité  sociale.  L'état  de  la  société  se  com- 
pose d'éléments  très-divers,  dont  il  faudra,  autant  que 
possible,  suivre  isolément  le  progrès  depuis  les  temps  les 
plus  reculés  jusqu'à  nos  jours.  On  pourra  alors  prévoir, 
jusqu'à  un  certain  point,  ce  qu'il  deviendra  dans  l'avenir; 
mais  il  faut  se  garder  des  illusions  à  cet  égard,  et,  pour 
mieux  faire  comprendre  notre  pensée,  nous  aurons  recours 
à  une  comparaison  très-simple. 

Supposons  que,  dans  un  lieu  donné,  on  veuille  connaître 
la  loi  des  températures  de  l'air  à  tous  les  instants  de  la 
journée,  indépendamment  de  toute  connaissance  des  causes 
auxquelles  elles  sont  dues.  On  notera  l'indication  du  ther- 
momètre, de  minute  en  minute  par  exemple,  et  l'on  en 
formera  une  Table,  que  l'on  pourra  même  remplacer  avec 
avantage  par  un  tracé  géométrique ,  de  la  manière  sui- 

Sur  une  ligne  droite,  à  partir  d'un  de  ses  points,  on 
prendra  des  parties  égales  pour  représenter  les  minutes 
écoulées,  et,  à  l'extrémité  de  chacune  de  ces  parties,  on 

4. 
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élèvera  uue  perpendiculaire  dont  la  longueur  représentera 
proportionnellement  la  température  à  chaque  époque  cor- 
respondante. On  formera  ainsi  une  suite  de  points  qui, 
joints  entre  eux  par  une  courbe  adroitement  construite, 
donneront  un  tableau  frappant  des  températures  succes- 
sives de  la  journée,  non-seulement  aux  époques  mêmes  où 
les  observations  auront  été  faites,  mais  à  toutes  les  époques 


Supposons  maintenant,  pour  que  l'analogie  soit  plus 
complète  avec  la  question  sociale,  qu'au  lieu  de  continuer 
les  observations  jusqu'à  l'accomplissement  de  la  journée 
entière  nous  les  arrêtions  à  un  certain  instant.  La  courbe 
se  trouvera  arrêtée  au  point  correspondant  et  ne  pourra 
servir  qu'à  représenter  les  températures  à  tous  les  instants 
de  cet  intervalle  par  les  ordonnées  correspondantes.  Les 
tangentes  en  ses  différents  points  feront  connaître  la  vitesse 
d'accroissement  ou  de  décroîssement  de  ces  températures  à 
chaque  instant,  et  pourront  servir  à  faire  connaître  ap- 
proximativement ces  variations  dans  un  petit  intervalle  à 
partir  de  chaque  point,  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe 
constante,  jusqu'à  son  dernier  point. 

Mais,  au  delà  de  ce  point,  la  courbe  ne  peut  être  déter- 
minée par  la  partie  construite.  Le  sens  de  la  variation  des 
ordonnées  peut  changer  sans  que  rien  l'annonce, puisqu'on 
lie  suppose  pas  les  causes  connues  ;  et  c'est  ce  qui  arrivera 
dans  notre  exemple,  où  les  températures,  après  avoir  crû 
pendant  un  certain  temps,  décroîtront  pour  croître  de  nou- 
veau. Tout  ce  que  l'on  peut  prévoir  au  delà  de  la  courbe 
construite,  c'est  la  variation  de  l'ordonnée,  et,  par  suite, 
l'ordonnée  elle-même  dans  un  très-court  intervalle  au  delà 
du  dernier  point  construit. 

■46.  Ces  considérations  s'appliquent  à  tous  les  phéno- 
mènes dont  on  veut  étudier  les  lois  par  l'observation,  sans 
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conoaitre  les  causes  qui  les  produisent.  Voyons  les  conclu- 
sions auxquelles  elles  conduisent  dans  la  question  du  mou- 
vement social. 

Quel  que  soit  l'élément  social  dont  on  étudie  la  marche, 
son  passé  ne  peut  apprendre  à  une  époque  donnée  que  sa 
tendance  à  ce  moment,  ou,  en  d'autres  termes,  que  ce  qu'il 
deviendra  après  un  intervalle  très-court,  mais  n'apprend 
rieu  pour  un  avenir  éloigné.  Les  philosophes,  qui  veulent 
déterminer  l'avenir  indéfini  de  l'espèce  humaine  par  la 
seule  observation  du  passé,  sont  donc  dans  une  grande  er- 
reur. Que  s'ils  prétendent  que  le  passé  de  cet  élément  en 
fait  connaître  les  causes  et  par  suite  les  elï'cts  subséquents, 
on  répondra  qu'une  série  de  faits  ne  peut  conduire  qu'à 
des  causes  hypotliéliques,  et  que  rien  ne  porte  à  croire  que 
de  nouveaux  faits  ne  les  modifieront  pas. 

47.  Rien  ne  serait  donc  plus  dangereux  que  de  conlier 
la  direction  de  la  société  à  des  chefs  qui  se  seraient  fait  un 
type  bien  arrêté  de  l'état  définitif  de  la  société  et  la  pous- 
seraient sans  ménagement  dans  cette  voie.  Lors  même  que 
le  but  leur  eût  été  révélé,  il  serait  indispensable  de  bien 
connaître  les  intermédiaires  et  de  ne  pas  avancer  au  hasard 
sans  sonder  les  écueils.  Mais  ceux  qui  se  croient  la  mission 
de  changer  la  face  du  monde  ne  s'occupent  pas  des  obsta- 
cles, et,  pressés  de  réaliser  leurs  théories,  sont  brisés  par 
les  réalités  qu'ils  n'ont  pas  su  voir,  et  conduisent  la  société 
à  des  catastrophes  qui  arrêtent  pour  longtemps  ses  pro- 
grès. 

A  quoi  donc  alors  peut  servir  l'étude  du  passé?  Nous 
répondrons  : 

A.  bien  connaître  le  présent  et  le  commencement  de 
l'avenir.  On  pourra  diriger  alors  les  actes  et  les  institu- 
tions dans  le  sens  de  ce  mouvement,  en  se  gardant  bien 
d  une  précipitation  imprudente.  Quand  l'épreuve  de  ces 
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changements  aura  été  faite,  si  elle  a  réussi,  on  partira  de 
ce  nouvel  état,  qui  servira  comme  le  précédent  à  déterminer 
approximativement  celui  qui  doit  le  suivre,  el  l'on  conti- 
nuera ainsi  indéfiniment  sans  risquer  de  s'égarer.  Si,  au 
contraire,  les  changements  que  l'on  a  essayés  ne  réussis- 
sent pas,  on  les  retirera  sans  secousse,  parce  qu'ils  n'au- 
ront pas  été  trop  brusques.  Voilà  en  quoi  la  prévision  de 
l'avenir  par  le  passé  peut  servir  à  aider  )e  mouvement 
social,  qui,  comme  nous  l'avons  dit,  ne  s'effectuerait  pas 
moins  sans  cela. 

Au  contraire,  les  philosophes  dont  nous  avons  parlé  ne 
s'occupent  du  présent  qu'après  avoir  découvert  l'avenir. 
Ils  affirment  que  c'est  le  seul  moyen  d'en  reconnaître  le 
véritable  caractère.  C'est  comme  si,  pour  connaître  les 
aiTectîons  de  la  courbe  des  observations,  en  son  dernier 
point,  on.  se  servait  du  prolongement  conjectural  de  cette 
courbe,  qui  peut  n'avoir  rien  de  commun  avec  celui  qui 
résulterait  de  la  loi  inconnue  du  phénomène.  Nos  lecteurs 
feront  aisément  justice  de  cette  singulière  prétention. 
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DES   DONNÉES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PREMIÈRE  ORGANISATION  D'UNE  SOCIÉTÉ. 


■48.  Je  suppose  une  famille  vivant  dans  une  contrée 
habitée  ou  non  par  d'autres  et  à-  l'existence  de  laquelle  ont 
suffi  jusqu'à  un  certain  moment  les  produits  de  ses  trou- 
peaux et  d'une  agriculture  peu  avancée.  L'accroissement 
continu  de  cette  famille  a  fini  par  rendre  ses  revenus  în- 
.suffisants  pour  ses  besoins  :  elle  émigré  avec  ses  troupeaux 
en  emportant  le  peu  d'ustensiles  et  d'instruments  de  tra- 
vail qu'elle  possède,  et  s'arrête  dans  un  pays  fertile  qui  lui 
promet  une  culture  facile  et  productive,  et  lui  olTre  d'abon- 
dants pâturages  pouvant  subvenir,  sans  travail,  à  la  nour- 
riture de  nombreux  troupeaux- 

Elle  se  fixe  en  ces  lieux,  construit  des  cabanes  simple; 


pour 


;lle  et  des  abris  pour  les  animaux.  Elle  ensemence  la 


terre,  et,  en  attendant  les  récoltes  de  diverses  espèces,  elle 
vit  des  réserves  qu'elle  avait  économisées. 

Après  un  certain  temps,  une  seconde  famille,  poussée 
par  les  mômes  nécessités  que  la  première,  peut-être  même 
par  son  invitation,  vient  s'établir  dans  le  même  lieu.  Elle 
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prend  possession  de  terres  contiguës  à  celles  qu'occupe  la 
première,  et  chacune,  prévoyant  l'arrivée  de  nouvelles  fa- 
milles, trace  les  limites  du  terrain  qu'elle  entend  garantir, 
tant  pour  les  membres  qui  la  composent  acluellemeut  que 
pour  ceux  dont  elle  pourra  s'accroître  dans  un  prochain 
avenir.  La  grande  étendue  des  terres  fertiles  permettra 
cette  prise  de  possession,  sans  qu'il  en  résulte  aucun  frois- 
sement ni  aucun  désir  de  s'emparer  de  ce  qui  a  été  choisi 
par  le  premier  occupant. 

Enfin,  après  un  temps  suffisant,  toutes  les  terres  jus- 
qu'à des  distances  considérables  sont  occupées  par  de  nom- 
breuses familles.  Chacune  a  passé  les  limites  de  ses  posses- 
sions ;  elles  sont  respectées  de  tous,  parce  que  personne 
n'est  poussé  par  la  nécessité  à  convoiter  le  bien  des  au- 
tres; et  c'est  ainsi  que  le  droit  de  propriété  s'établit  sans 
contestation. 

Après  l'aclièvement  des  travaux  de  défrichement  et  de 
premier  établissement,  la  culture  de  la  terre  et  le  soin  des 
troupeaux  n'exigeant  plus  la  coopération  de  tous  les  mem- 
bres de  la  société,  une  partie  d'entre  eux  pourra  donc  se 
livrer  à  d'autres  travaux  d'utilité  générale.  On  apprendra 
à  transformer  la  toison  des  troupeaux  d'abord  en  tjl,  puis 
en  étoffes  qui  procureront  des  vètemeiits  plus  commodes 
que  des  peaux  grossièrement  cousues  ;  la  culture  du  lin  four- 
nira des  étoffes  plus  délicates  encore  et  des  vêtements  plus 
légers.  Il  faudra  imaginer  des  moyens  d'exécution  pour  la 
fabrication  de  ces  étoffes,  et  le  travail  de  l'esprit  viendra 
ainsi  en  aide  au  travail  manuel.  On  fera  de  même  des  per- 
fectionnements dans  les  instruments  aratoires  et  dans  les 
outils  de  tous  genres.  La  construction  des  édifices  devien- 
dra par  là  plus  facile  ;  les  moyens  de  transport  par  terre  ou 
par  eau  seront  rendus  plus  commodes.  La  mouture  des  cé- 
réales, faite  d'abord  par  des  moyens  grossiers  exigeant  un 
temps  considérable,  se  fera  par  des  appareils,  compliqués 
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il  est  vrai,  demandant  un  grand  travail  d'intelligence  et 
d'exécution,  mais  qui,  une  fois  construits,  donneront  des 
résultats  infiniment  plus  rapides  et  plus  parfaits. 

Sans  aller  plus  loin  dans  le  détail  des  travaux  utiles  autres 
que  ceux  qui  se  rapportent  immédiatement  à  la  culture  de 
la  terre  et  au  soin  des  troupeaux,  on  comprend  qu'il  devra 
se  faire  nécessairement  une  division  du  travail  au  moyen 
de  laquelle  chaque  membre  de  la  société  aura  un  genre 
d'ouvrage  particulier,  dont  les  produits  serviront  à  tous  les 
autres  membres,  au  moyen  de  l'échange  qu'ils  eu  feront 
avec  les  leurs  propres.  C'est  ainsi  que  se  trouvera  résolu 
le  problème  de  la  production  variée  et  croissant  conti- 
nuellement, qui  aurait  présenté  une  impossibilité  complète 
s'il  avait  fallu  que  chacun  produisît  tous  les  objets  dont  il 
avait  besoin. 

■49.  Ainsi,  pour  donner  une  idée  rapide  de  la  composition 
de  cette  société,  en  nous  bornant  au  travail  manuel,  il  y  aura 
des  hommes  employés  à  construire,  au  moyen  de  pierres 
dures,  les  métaux  n'étant  pas  encore  supposés  découverts, 
des  instruments  destinés  à  tailler  le  bois  et  les  pierres  pro- 
pres aux  constructions  ;  d'autres  se  serviront  de  ces  instru- 
ments pour  exécuter  ces  constructions  ;  d'autres  feront  des 
meubles  pour  l'intérieur  des  maisons,  des  chariots  pour  le 
transport  des  matériaux  ou  des  hommes  sur  terre,  des  ba- 
teaux pour  le  transport  par  eau  ;  d'autres  confectionneront 
les  vêtements,  d'autres  les  chaussures;  les  moulins  étant 
inventés,  il  y  aura  des  hommes  dont  le  métier  sera  de 
moudre  les  céréales;  d'autres  s'occuperont  d'en,  faire  une 
nourriture  agréable  et  saine,  etc.,  etc.  Il  serait  superflu 
d'entrer  dans  plus  de  détails,  et  l'on  se  figurera  très-bîeu 
le  partage  du  travail  matériel  qui  se  fera  de  lui-même  entre 
tous  les  membres  d'une  société  devenue  considérable  et  à 
laquelle  la  nature  offre  des  ressources  indéfinies. 
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Nous  ne  parlerons  pas  ici  des  travaux  intellectuels  et  ar- 
tistiques, parce  que  les  travaux  manuels  s'organisent  les 
premiers  à  cause  de  leur  utilité  immédiate,  et  que  leur  dé- 
veloppement demande  déjà  un  commencement  d'organisa- 
tion civile  et  politique  dont  nous  allons  donner  une  pre- 
mière idée. 
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CHAPITRE  II. 

m  LA  NÉCESSITÉ  D'UNE  CONSTITUTION  CIVILE  ET  POLITIQUE 
DE  CETTE  SOCIÉTÉ. 


SO.  Lorsque  deux  propriétés  sont  contiguës,  il  est  diffi- 
cile qu'il  ne  s'élève  pas  quelquefois  des  contestations  entre 
les  riverains,  soit  à  l'occasion  des  limites,  soit  par  suite  de 
travaux  établis  sur  l'une  et  nuisibles  à  l'autre,  soit  pour 
toute  autre  raison.  L'intérêt  personnel  ne  cède  pas  toujours 
aux  indications  de  la  conscience,  et  d'ailleurs  chacun  peut 
se  croire  sincèrement  dans  son  droit  :  i!  est  donc  nécessaire 
<[ue  le  dilîérend  soit  jugé  par  des  arbitres. 

Mais  cela  devient  bien  plus  indispensable  lorsque  le 
travail  de  la  société  s'est  partagé  en  un  grand  nombre  de 
spécialités.  Chacun  alors  étant  obligé  d'échanger  ses  pro- 
duits contre  ceux  des  autres,  il  y  a  des  mesures  à  prendre 
pour  faciliter  ces  transactions  et  régler  équitablement  tous 
les  rapports  auxquels  donnent  lieu  soit  le  change,  soit  la 
production  méuie  de  ces  divers  objets. 

Une  autre  question  très-importante  à  régler  est  celle  de 
la  transmission  de  la  propriété.  Le  chef  de  famille,  qui  a 
pris  possession  d'un  terrain  inoccupé,  pourra-t-il  à  sa  mort 
le  laisser  à  ses  enfants,  ceux-ci  aux  leurs,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment  P  Pourra-t-il  en  donner  une  partie  à  des 
étrangers?  La  société  n'aura-t-eUe  aucun  droit  sur  l'héri- 
tage, et,  si  elle  en  a,  comment  seront-ils  réglés,  etc.,  etc.;' 

m.  Bien  d'autres  questions  se  présentent  encore  dans 
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une  société  parvenue  au  simple  développement  que  nous 
avons  admis.  Il  n'est  pas  nécessaire  d'entrer  dans  plus  de 
détails  pour  faire  sentir  la  nécessité  de  règlements  précis 
et  de  moyens  propres  à  en  assurer  l'exécution. 

Il  y  aura  aussi  à  s'occuper  des  rapports  de  cette  société 
avec  les  peuplades  voisines.  Si  elles  sont  moins  avancées, 
le  sentiment  du  bien  y  sera  peut-être  peu  développé  à 
l'égard  des  étrangers,  et  leur  intérêt  pourra  les  porter  à 
s'emparer  par  la  violence  des  produits  du  travail  de  leurs 
voisins,  H  faudra  donc  prendre  des  mesures  qui  garan- 
tissent de  leurs  attaques,  sans  exclure  cependant  tout  com- 
merce avec  elles. 

Comment  se  résoudront  toutes  ces  questions  et  bien 
d'autres  encore,  tant  d'intérêt  particulier  que  d'intérêt 
général.''  En  d'autres  termes,  quelle  est  l'autorité  qui  im- 
posera à  cette  société  les  lois  correspondant  à  son  état 
actuel,  et  modifiables  lorsque  des  données  nouvelles  vien- 
drontchanger  cet  état,  ou  même  lorsque  l'on  se  sera  aperçu 
de  quelques  défauts  ou  de  quelques  lacunes  dans  la  légis- 
lation établie.''  C'est  là  la  question  qui  doit  d'abord  nous 
occuper. 
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CHAPITRE  m. 

DE  L'AUTORITÉ  SOUVERAINE. 


52.  Tous  les  hommes  naissent  avec  les  mêmes  droits  au 
bonheur,  et,  s'ils  se  réunissent  en  société,  c'est  pour  s'en 
assurer  à  chacun  la  plus  grande  somme  possible. 

Ce  but  est  conforme  aux  desseins  du  Créateur,  qui  a 
voulu  que  les  hommes  fussent  heureux  en  obéissant  à  sa 
volonté.  Ce  n'est  qu'en  se  soumettant  à  cette  condition 
qu'une  société  devra  chercher  son  intérêt  et  celui  de  ses 
membres,  et  il  ne  suffit  pas  qu'un  acte  soit  dans  l'intérêt 
général  pour  être  légitime  :  il  faudra  toujours  qu'il  soit 
conforme  au  bien. 

Ce  n'est  donc  pas  un  dévouement  aveugle  à  la  société 
qu'il  faut  prêcher  à  chacun  de  ses  membres  :  c'est  l'obéis- 
sance il  la  volonté  de  Dieu.  En  supposant  remplir  cette 
condition  de  la  conformité  au  bien,  la  société  doit  cher- 
cher à  assurer  le  bonheur  de  tous  ses  membres  indistinc- 
tement ;  ils  y  ont  tous  les  mêmes  droits  et  sont  tous  égaux 
sous  ce  rapport  ;  mçîs  ce  n'est  pas  une  raison  pour  qu'ils 
soient  également  aptes  à  trouver  les  meilleurs  moyens  pour 
y  parvenir. 

On  comprend  d'abord  qu'on  ne  devra  consulter  à  cet 
égard  que  ceux  qui,  par  leur  âge,  seront  censés  avoir  ac- 
quis une  connaissance  suffisante  du  mécanisme  et  des  in- 
térêts de  la  société.  Il  y  aura  donc  une  limite  d'âge  au- 
dessous  de  laquelle  on  ne  pourra  prendre  part  aux  ailaires 
de  la  communauté.  Mais  la  spécialité  du  travail  n'intro- 
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duira  sous  ce  rapport  aucune  distinction  entre  les  mem- 
bres :  celui  qui  laboure  la  terre  est  l'égal  de  celui  qui  tra- 
vaille le  bois  et  la  pierre,  et  dans  tout  ee  qui  est  d'intérêt 
général  tous  les  travailleurs  sont  appelés  au  même  titre 
à  délibérer  et  à  voter,  sauf  les  conditions  d'âge  dont  nous 
avons  parlé. 

C'est  l'assemblée  de  tous  ces  membres  qui  constitue 
l'autorité  .louverainede  la  société.  Cette  assemblée,  repré- 
sentant la  société,  aurait  le  droit  d'établir  ses  lois  civiles  et 
politiques,  c'est-à-dire  les  lois  qui  concernent  les  relations 
individuelles  des  membres  et  celles  qui  regardent  l'en- 
semble même  de  la  société. 

Mais  le  droit  ne  donne  pas  l'aptitude  et  la  possibilité, 
et  l'assemblée  souveraine,  animée  du  sentiment  de  l'inté- 
rêt général,  comprendra  bientôt  qu'il  faut  confier  cette 
fonction  à  ceux  qui  peuvent  le  mieux  la  remplir.  Le  choix 
qu'il  en  faudra  faire  demande  sans  doute  du  discernement, 
mais  beaucoup  moins  que  pour  faire  les  lois  elles-mêmes, 
et  les  hommes  ne  peuvent  espérer  que  leurs  œuvres  seront 
sans  imperfection  ;  ils  doivent  viser  seulement  à  ce  qu'elles 
en  aient  le  moins  possible  et  à  les  corriger  quand  ils  les 
reconnaissent. 

L'assemblée  souveraine  ou  le  souverain  ayant  délégué 
ses  droits  à  une  autre  assemblée,  moindre  en  nombre,  mais 
supérieure  en  capacité,  celle-ci  fera  une  constitution,  poli- 
tique d'abord,  puis  civile,  par  laquelle  seront  régis  tous  les 
rapports  importants  des  individus  les  uns  avec  les  autres, 
en  même  temps  que  toutes  les  grandes  institutions  relatives 
à  la  société  entière,  soit  dans  son  intérieur  même,  soit 
dans  ses  rapports  avec  les  sociétés  étrangères. 

Comme  nous  ne  posons  ici  que  des  principes  généraux, 
nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  sur  la  composition  de 
cette  charte  générale  et  des  codes  particuliers  qui  en  éma- 
neront; nous  dirons  seulement  qu'ils  devront  être  s 
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au  moins  dans  leur  ensemble,  à  l'approbation  de  l'assem- 
blée souveraine,  qui  représente  la  société  entière. 

Et  tout  ce  qui  sera  conforme  à  ces  lois  sera  regardé 
comme  justa;  tout  ce  qui  y  sera  cou  traire  comme  injuste,  j  ! 
est  inutile  de  reproduire  ici  ce  que  nous  avons  dit  précé- 
demment sur  le  juste  absolu  et  le  bien. 


Dun.  —  Mcih..  V. 
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CHAPITRE  IV. 

QUE  LA  SOUVERAINETÉ  NE  SE  PERD  PAS, 


S3.  Une  société  organisée  est  un  être  collectif  qui , 
comme  l'individu,  a  ses  intérêts,  ses  volontés,  ses  caprices 
même.  Il  se  renouvelle  continuellement  avec  le  temps  ;  ses 
membres  disparaissent  successivement,  d'autres  naissent, 
et  en  plus  grand  nombre  si  les  moyens  de  subsistance  ne 
font  pas  défaut.  Au  bout  de  quelques  années,  aucun  de 
ceux  qui  vivent  à  un  certain  moment  n'existera,  mais  la 
société  ne  meurt  pas,  sa  personnalité  subsiste. 

C'est  ainsi  que  les  molécules  de  matière  qui  composent 
le  corps  de  l'homme  se  renouvellent  incessamment,  et 
qu'au  bout  d'un  certain  temps  aucune  de  celles  qui  s'y 
trouvaient  n'y  reste  plus,  au  dire  des  physiologistes;  mais 
le  principe  qui  les  animait  n'a  pas  cessé  d'être  et  de  sentir 
la  continuité  de  son  existence. 

La  société  est  donc  un  être  dont  la  vie  peut  être  considé- 
rée comme  indéfinie,  qui  se  perfectionne  successivement, 
et  a  la  conscience  de  sa  continuité  par  la  lenteur  avec  la- 
quelle s'opèrent  ses  transformations.  Les  causes  qui  l'ont 
fait  naître  subsistent  et  s'accroissent  de  plus  en  plus  ;  son 
existence  ne  pourrait  être  détruite  que  par  un  suicide  im- 
possible. Comment  donc  pourrait-on  admettre  qu'elle  per- 
dit jamais  le  droit  qu'elle  a  eu  d'abord  de  se  diriger  elle- 
même  et  de  prendre  les  mesures  qu'elle  jugera  favorables 
à  ses  intérêts  et  à  son  bonheur?  Lors  même  que,  dans  un 
moment  de  caprice  ou  d'erreur,  elle  se  serait  livrée  à  une 
direction  étrangère,  un  autre  caprice  si  l'on  veut,  ou  une 
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lumière  nouvelle  pourrait  l'ameuer  à  vouloir  reprendre 
possession  d'elle-même;  et  les  membres  nouveaux  qui  la 
composeraient  alors  ne  pourraient  être  Ije's  par  des  enga- 
gements auxquels  ils  n'ont  pas  pris  part,  nuls  d'ailleurs 
comme  contraires  à  la  dignité  humaine,  et  par  conséquent 
à  la  volonté  divine. 

l,a  souveraineté  de  la  société  est  donc  inaliénable,  et 
si  on  l'en  privait,   elle  a  le  droit  de  la  reprendre  dès 
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CHAPITRE  V. 

DU  CHEF  DES  SERVICES  DE  LA  SOCIÉTÉ. 


S4.  Ni  l'assemblée  nationale,  ni  même  l'assemblée  légis- 
lative qu'elle  a  instituée  ne  peuvent  s'occuper  de  diriger 
ou  seulement  de  surveiller  les  différents  services  <jui  fonc- 
tionnent dans  l'intérêt  de  la  communauté  :  chacun  d'eux 
devra  avoir  un  chef  d'une  aptitude  spéciale.  Lorsque  la 
société  a  pris  un  grand  développement,  l'étude  et  l'applica- 
tion des  lois,  la  direction  des  travaux  d'utilité  publique,  les 
relations  commerciales  ou  politiques  avec  les  États  voisins, 
le  soin  de  la  défense  en  cas  d'attaque  et  de  pillage,  le  main- 
tien de  l'ordre  à  l'intérieur,  l'emploi  des  deniers  publics, 
ne  peuvent  être  confiés  à  une  assemblée;  mais  chacun  de 
ces  services  devra  se  rattacher  à  un  chef  unique,  et  ces  diffé- 
rents chefs  se  réuniront  en  un  conseil,  sous  la  présidence 
d'un  chef  supérieur,  qui  aura  pour  mission  d'établir  l'har- 
monie entre  tous  les  services,  d'animer  chacun  d'eux  et  de 
faciliter  ses  moyens  d'action  dans  l'intérêt  général.  Ce  chef 
supérieur,  qui  commandera  et  représentera  tous  les  ser- 
vices, rendra  compte  à  l'assemblée  qui  l'a  nommé,  et  se 
soumettra  à  ses  décisions,  ou  se  retirera. 

Cette  division  du  gouvernement  de  la  société  en  diffé- 
rents ministères  réunis  sous  la  présidence  et  la  direction 
d'un  chef  supérieur,  qui  a  ce  qu'on  peut  appeler  le  pouvoir 
exécutif,  existe  actuellement  chez  presque  toutes  les  na- 
tions ;  mais  ce  chef  n'est  pas  chez  toutes  dans  les  mêmes 
conditions,  et  nous  allons  faire  quelques  observations  à  ce 
sujet. 

Tous  ces  chefs  de  service  ne  sont,  comme  leurs  subor- 
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doDnés,  que  des  serviteurs  de  la  société;  l'importance  de 
leurs  fonctions  n'en  change  pas  le  caractère.  11  en  est  de 
même  du  chef  supérieur  qui  les  dirige  et  les  commande  :  il 
n'est  que  le  premier  agent  de  la  société,  qui  peut  le  révo- 
quer et  le  punir  comme  tout  autre  citoyen,  s'il  manque  à 
ses  devoirs. 

55.  On  ne  peut  se  dissimuler  néanmoins  que  ses  fonc- 
tions lui  donnent  un  grand  pouvoir  et  une  grande  influence, 
surtout  si  elles  sont  de  longue  durée.  Et  l'on  est  naturelle- 
ment conduit  à  les  faire  telles,  parce  qu'elles  demandent 
un  apprentissage  sérieux,  et  qu'il  ne  serait  pas  dans  l'inté- 
rêt de  la  société  de  changer  un  fonctionnaire  au  moment 
où  il  commence  à  lui  être  réellement  utile,  La  durée  de  ce 
service  ne  doit  donc  pas  être  trop  courte,  mais  il  faut  qu'elle 
soit  irrévocablement  fixée. 

Le  remplacement  de  ce  chef  produira  toujours  une  cer- 
taine agitation  dans  la  société.  Cette  haute  position  sera 
toujours  l'objet  de  l'envie  de  bien  des  ambitieux,  et  leurs 
intrigues  pourront  donner  lieu  à  des  troubles,  si  les  prin- 
cipaux candidats  réunissent  des  nombres  considérables  de 
partisans  dévoués.  Ces  troubles,  que  bien  des  citoyens  re- 
doutent, comme  on  le  voit  encore  de  nos  jours,  les  portent 
à  désirer  quon  en  supprime  la  cause  ;  ils  demandent  que 
le  chef  supérieur  soit  inamovible,  et  qu'à  sa  mort  il  soit 
remplacé  par  un  membre  de  sa  famille,  désigné  d'une  ma- 
nière positive  parla  constitution  fondamentale. 

Celte  opinion  a  beaucoup  de  partisans;  mais  malheu- 
reusement ceux  qui  l'ont  fait  réussir  jusqu'ici  se  sont  plus 
préoccupés  d'éviter  le  désordre  que  de  limiter  efi'ectivement 
le  pouvoir  du  chef  liéréditaire  et  de  le  mettre  hors  d'état 
de  tyranniser  la  société,  et  de  mettre  son  bonheur  et  son 
existence  même  à  la  merci  des  passions  et  des  caprices  du 
souverain. 
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En  se  plaçant  dans  l'iiypothèse  de  rhéredité,  il  faudra 
donc  que  la  société  prenne  des  mesures  efficaces  pour  que 
cette  fonction  conserve  le  caractère  que  nous  lui  avons 
donné  dans  l'iiypothèse  de  l'amovibilité.  Le  chef  ne  doit 
jamais  être  que' l'exécuteur  des  volontés  de  la  nation,  ma- 
nifestées par  l'assemblée  souveraine  :  il  ne  peut  faire  les 
lois,  ni  prendre  des  résolutions  qui  engagent  la  société,  si 
elle  ne  les  a  pas  ratifiées  auparavant. 

Enfin,  comme  il  est  contraire  à  la  raison  que  les  généra- 
tions nouvelles  soient  enchaînées  par  la  décision  prise  par 
une  génération  qui  n'est  plus,  il  serait  à  propos  qu'à  cer- 
taines époques  désignées  d'avance,  ou  commandées  par  les 
circonstances,  on  consultât  la  nation  pour  savoir  simple- 
ment si  elle  veut  continuer  cet  état  de  choses  ou  le  modi- 
fier. C'est  là  le  seul  moyen  d'éviter  les  révolutions  violentes 
que  les  empiétements  du  pouvoir  exécutif  amèneraient  iné- 
vitablement. 

Cette  nécessité  de  consulter  quelquefois  la  nation  suffit 
pour  montrer  qu'il  est  préférable  de  ne  pas  constituer  un 
pouvoir  héréditaire,  mais  de  reviser  à  des  époques  fixées 
la  constitution,  et  de  choisir  en  même  temps  celui  qui 
devra  la  faire  exécuter.  Cette  marche  est  la  seule  sincère, 
et  l'établissement  d'un  pouvoir  héréditaire,  que  l'on  sait 
qu'on  discutera  un  jour  et  qui  pourra  être  renversé  paci- 
fiquement ou  violemment,  n'est  qu'une  dangereuse  illu- 
sion. 
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DE  LA  GUERRE  ET  DE  L'ARMÉE . 


56.  Du  droit  de  mort.  —  Tout  homme  a  non-seulement 
le  droit,  mais  le  devoir  de  conserver  sa  vie.  Si  donc  elle 
est  injustement  attaquée,  il  doit  la  défendre  au  risque  de 
donner  la  mort  à  1  agresseur.  Ce  droit,  qui  appartient  h. 
tout  individu,  comment  la  sociélë  ne  l'aurait-elle  pas  ? 

Si  donc  un  peuple  est  attaqué  par  un  autre  qui  cherche 
A  s'emparer  de  ses  propriétés  de  tout  genre,  à  le  chasser  de 
ses  terres  et  n.  donner  la  mort  à  tout  ce  qui  lui  résiste,  le 
droit  de  ce  peuple  est  d'opposer  la  force  à  la  force,  et,  s'il 
en  a  les  moyens,  d'exterminer  les  agresseurs. 

Si  la  lutte  se  prolonge  et  survit  à  la  première  attaque, 
il  y  a  ce  que  l'on  appelle  état  de  guerre.  Cet  état  a  ses 
lois  qui  n'ont  jamais  été  bien  précisées  ;  nous  ne  cherche- 
rons point  ici  à  les  établir,  nous  nous  bornerons  à  dire 
que  pendant  toute  sa  durée  le  droit  de  défense  subsiste 
complètement,  et  autorise  des  attaques  ayant  pour  objet 
de  mettre  l'enuemi  liors  d'état  d'entreprendre  de  nouvelles 
agressions. 

Ces  événements,  malheureusement  trop  fréquents,  obli- 
gent toute  société  à  se  tenir  constamment  en  mesure  d'y 
faire  face,  et  surtout  de  les  prévenir  en  donnant  une  haute 
idée  de  sa  force  aux  brigands  qui  voudraient  y  porter  le 
pillage  et  la  destruction. 

Il  est  nécessaire  poui'  cela  que  tout  citoyen  valide  soit 
prêt  à  prendre  les  armes  aussitôt  que  la  société  sera  mena- 
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cée  parmi  ennemi  extérieur;  il  faut  que  par  un  exercice 
suffisant  il  se  soit  mis  en  état  de  lutter  avec  avantage  contre 
des  troupes  aguerries.  Dans  ces  conditions,  les  agressions 
sont  peu  à  craindre,  parce  qu'elles  auraient  peu  de  chances 
(le  succès,  et  que,  lors  même  qu'elles  réussiraient,  elles 
coûteraient  si  cher  aux  assaillants  qu'ils  jugeront  dans  leur 
intérêt  de  ne  pas  les  entreprendre. 

57.  On  pense  généralement  que,  pour  rendre  la  défense 
plus  sûre,  il  est  à  propos  de  former  un  corps  de  citoyens 
qui  n'aient  pas  d'autre  occupation  que  l'art  de  la  guerre, 
qui  constitue  ce  que  l'on  appelle  une  armée  permanente.  Il 
est  incontestable  que  ces  militaires  seront  plus  habiles  dans 
leur  art  que  les  citoyens  livrés  à  des  occupations  indus- 
trielles, scientifiques  ou  artistiques,  sans  cependant  négli- 
ger entièrement  l'art  de  la  guerre  ;  mais  il  y  aurait  un  grand 
inconvénient  à  ce  que  l'armée  fût  assez  nombreuse  pour 
pouvoir  dominer  la  partie  civile  de  la  nation.  L'expérience 
a  trop  de  fois  prouvé  que  le  chef  de  l'armée  peut  la  faire 
servir  à  renverser  l'ordre  établi,  et  substituer  son  pouvoir 
absolu  à  la  constitution  fondée  par  l'autorité  souveraine  de 
la  société.  Cette  trahison  est  aussi  possible  dans  un  Etat 
où  le  chef  est  héréditaire  que  dans  celui  où  il  est  électif. 
Son  succès  dépend  seulement  du  rapport  de  l'armée  per- 
manente à  l'armée  civile.  Une  nation  sage  établira  donc  ce 
rapport  de  manière  que  sa  liberté  ne  soit  pas  à  la  merci 
d'un  chef  ambitieux,  et  elle  sera  suffisamment  garantie 
contre  les  agressions  criminelles  de  ses  voisins  si  elle  a  su 
se  donner  des  lois  qui  assurent  le  bonheur  général;  pas  un 
seul  de  ses  membres  n'hésitera  à  exposer  sa  vie  pour  la  dé- 
fendre, et  il  ne  se  trouvera  pas  un  ennemi  assez  audacieux 
pour  l'attaquer. 
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CHAPITRE  VII. 

D'UNE  SOCIÉTÉ  SOUMISE  DEPUIS  LONGTEMPS  A  UN 
GOUVERNEMENT  DESPOTIQUE. 


58-  La  société  dont  nous  avons  suivi  le  développement 
avait  été  formée  dans  des  conditions  exceptionnellement 
favorables.  Nous  avions  supposé  la  réunion  successive  de 
familles,  venant  se  fixer  dans  un  pays  fertile  d'une  éten- 
due indéfinie,  pouvant  produire  beaucoup  plus  que  la 
subsistance  des  agriculteurs,  et  permettant  ainsi  à  une 
grande  partie  de  ses  membres  de  se  livrer  à  d'autres  tra- 
vaux que  ceux  de  la  terre.  Dans  une  pareille  société,  les 
institutions  se  sont  faites  facilement  à  mesure  que  son  dé- 
veloppement en  a  fait  sentir  le  besoin,  et  elles  ont  toujours 
été  dirigées  vers  le  bonheur  général,  qui  était  le  but  de 
l'association. 

Considérons  maintenant  une  nation  qui,  sous  l'influence 
de  causes  quelconques,  a  perdu  sa  souveraineté,  et  so 
trouve  depuis  un  long  temps  soumise  à  la  volonté  arbi- 
traire d'un  maître  qui  possède  tous  les  moyens  de  l'impo- 
ser. Quels  sont  ses  droits  et  ses  devoirs  ?  Vers  quel  avenir 
tend-elle  ?  Pour  résoudre  la  question,  il  faut  remonter  aux 
données  fondamentales  de  l'humanité  et  aux  conditions 
que  nous  avons  admises  comme  inhérentes  à  la  nature  de 
l'homme,  c'est-à-dire  comme  conformes  aux  desseins  du 
Créateur. 

Tous  les  hommes  naissent  avec  le  droit  d'être  heureux 
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en  obéissant  à  la  volonté  de  Dîeu;  nul  n'a  ïn  droit  de  les 
en  priver  et  de  les  opprimer  dans  son  mtérêt  personnel.  La 
durée  de  l'oppression  ne  saurait  la  légitimer,  et  toute  société 
privée  de  sa  liberté  et  de  sa  souveraineté  par  la  violence  a 
le  droit  de  la  reprendre,  et  la  reprendra  nécessairement  un 
jour,  puisque  son  bonheur  est  dans  les  desseins  de  la  Pro- 
vidence. Il  reste  à  savoir  quand  et  comment;  car  tous  les 
moyens  ne  sont  pas  bons,  et  toutes  les  circonstances  ne 
sont  pas  favorables. 

S9.  L'étude  du  passé  peut  donner  quelques  lumières  à 
cet  égard.  Plusieurs  nation.s,  après  avoir  subi  pendant  des 
siècles  un  despotisme  plus  ou  moins  dur,  suivant  le  carac- 
tère de  ses  rois,  sont  en  voie  de  conquérir  la  souveraineté 
à  laquelle  elles  ont  droit,  et  l'on  peut  espérer  qu'elles  y 
parviendront  pacifiquement.  Les  progrès  qu'elles  ont  faits 
jusqu'à  ce  jour  ont  été  chèrement  achetés,  parce  que  ceux 
qui  possèdent  le  pouvoir  n'ont  pas  toujours  assez  de  lu- 
mière ou  de  vertu  pour  faire  les  concessions  que  l'état  de 
la  civilisation  demande  dans  l'intérêt  de  la  nation,  et  que, 
d'un  autre  côté,  la  majorité  qui  souffre  injustement  et  qui 
en  a  la  conscience  cherche  à  renverser  violemment  les 
obstacles  qui  s'opposent  à  ce  qu'elle  jouisse  des  avantages 
auxquels  elle  a  droit.  Nous  pourrions  citer  l'exemple  de 
nations  dont  l'histoire  est  bien  connue,  et  en  tirer  d'utiles 
leçons  pour  l'avenir;  mais  toute  discussion  particulière 
nous  éloignerait  de  notre  objet  :  nous  n'avons  en  vue  que 
les  principes,  et  nous  laissons  aux  traités  spéciaux  la  re- 
cherche des  causes  qui  préparent  lentement  les  grands 
événements  qui  pourraient  se  produire  naturellement  si 
chacun  faisait  son  devoir,  et  qui  ne  sont  ordinairement  que 
le  résultat  d'une  explosion. 

Nous  nous  bornons  donc  à  cotte  conclusion  :  dans 
quelque  état  que  soit  une  nation  sous  le  rapport  de  la  civi- 
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lisation  et  du  gouvernement,  elle  parviendra  toujours, 
après  un  temps  plus  ou  moins  long,  à  prendre  possession 
d'elle-même,  et  à  mareher  avec  ealme  et  fermeté  dans  la 
voie  qui  est  dans  les  desseins  de  la  Providence,  en  ne  re- 
connaissant d'autre  souveraineté  que  la  sienne  propre. 


Hosted  by 


Google 


CHAPITRE  Vin. 

DE  L'OPINION  QU'IL  FAUT  PLUS  DE  VERTU  DANS  UNE 
RÉPUBLIQUE  QUE  DANS  UNE  MONARCHIE, 


60.  De  profonds  politiques  ont  prétendu  qu'une  société 
dont  le  clicf  est  électif,  et  qu'on  appelle  généralement  une 
républiijue,  exige  de  tous  ses  membres  plus  de  vertu  et 
d'abnégation  que  celle  dont  le  chef  est  héréditaire  et  qu'on 
désigne  ordinairement  sous  le  nom.  de  monarchie.  De  là 
naturellement  ils  concluaient  que  la  vertu  étant,  sinon  peu 
commune,  du  moins  peu  constante  et  sujette  à  défaillance, 
la  forme  républicaine  n'avait  pas  une  solidité  assen;  assurée, 
et  qu'une  nation  sage  devait  s'arrêter  à  l'autre  forme  de 
gouvernement.  Cette  opinion  a  beaucoup  de  partisans  de 
très-bonne  foi;  elle  rallie  ia  plupart  de  ceux  qui  craignent 
beaucoup  le  désordre  et  n'ont  qu'une  médiocre  confiance 
dans  la  constance  du  dévouement  patriotique.  Il  est  donc 
très-important  de  l'apprécier,  et  c'est  ce  que  nous  allons 
essayer  de  faire  brièvement. 

61.  Nous  étudierons  d'abord  la  question  en  cUc-mêmc, 
puis  nous  appellerons  à  notre  aide  l'expérience.  Pour  eela 
considérons  deux  sociétés  tellement  identiques,  que  1  ime 
soit  en  tous  points  la  reproduction  de  l'autre;  admettons 
qu'elles  soient  dans  un  état  de  civilisation  assez  avancé , 
qu'elles  aient  une  constitution  fondée  sur  l'intérêt  général 
et  suffisamment  protégée  par  les  citoyens  pour  qu'une  con- 
spiration, appuyée  de  l'armée  permanente,  ne  puisse  la 
renverser;  supposons  maintenant  qu'à  un  certain  moment 
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elles  décident,  l'une  que  le  chef  du  pouvoir  exécutif  sera 
périodiquement  électif,  l'autre  qu'il  sera  héréditaire.  Sui- 
vons-les l'une  et  l'autre  à  partir  de  ce  moment. 

L'idcniité  subsistera  jusqu'à  la  fin  de  la  première  pé- 
riode élective,  car,  lors  même  que  le  monarque  mourrait 
dans  l'intervalle,  nous  accordons  que  son  successeur  pren- 
drait le  pouvoir  sans  secousse  et  continuerait  sans  aucune 
différence  à  l'exercer  conformément  à  la  constitution.  A 
rapproche  de  cette  élection,  il  y  aura  sans  doute  une  cer- 
taine agitation  dans  la  société;  il  y  aura  plusieurs  préten- 
dants au  pouvoir,  leurs  amis  intrigueront,  quelques  dés- 
ordres pourront  s'ensuivre;  mais  dans  chaque  localité  les 
suffrages  seront  comptés  exactement,  et,  dès  que  l'élu  sera 
proclamé,  il  possédera  la  force  avec  le  droit  et  tout  ren- 
trera dans  l'ordre  jusqu'à  l'élection  suivante.  On  ne  voit 
là  aucune  cause  sérieuse  d'instabilité.  On  n'y  voit  pas  sur- 
tout la  nécessité  d'une  grande  abnégation  ni  d'une  vertu 
exceptionnelle. 

Dans  la  monarchie,  on  n'a  pas,  il  est  vrai,  l'élection  d'un 
chef,  mais  on  peut  avoir  bien  pis  :  on  peut  avoir  l'élection 
d'un  régent,  et  à  la  suite  un  interrègne  plus  ou  moins  long 
et  plus  ou  moins  orageux.  De  quel  coté  est  l'avantage  P 
D'ailleurs  nous  avons  supposé  les  deux  sociétés  d'abord 
identiques;  mais  cette  similitude  peut-ellc  subsister?  Une 
famille  dont  tous  les  membres  sont  susceptibles ,  suivant 
le  caprice  de  la  mort,  de  devenir  chefs  de  l'Etat,  ne  sera- 
t-ellc  pas  entourée  de  flatteurs?  ne  chercher a-l- elle  pas  à  se 
faire  des  partisans  qu'il  faudra  qu'à  son  tour  elle  protège, 
en  leur  donnant,  au  détriment  des  plus  méritants,  les  em- 
plois et  les  positions  dont  dispose  le  monarque?  Celui-ci 
ne  profitera- t-il  pas  de  son  influence,  prolongée  pendant 
de  longues  années,  pour  faire  modifier  la  constitution  et  la 
faire  dévier  de  l'intérêt  national  à  l'intérêt  dynastique? 
Certainement,  s'il  est  un  état  social  où  la  vertu  soit  néces- 
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saire,  c'est  colui  où  les  complaisances  coupables,  l'oubli 
des  devoirs  et  de  la  dignité,  la  servilité  à  l'égard  du  mo- 
narque et  des  princes,  peuvent  conduire  à  la  ricliesse  et  à 
l'élévation.  Que  dans  cet  état  l'absence  de  vertu  ne  mène 
pas  iniinédlalemeni  à  l'abîme,  cela  est  possible  :  mais  elle 
éloigne  plus  rapidement  que  dans  tout  autre  de  la  voie  pro- 
videntielle. Il  n'est  donc  pas  durable,  et,  n'étant  pas  régu- 
lièrement perfectible,  il  ne  peut  être  cbaugé  que  par  une 
catastrophe. 

L'état  monarchique  aurait  donc  besoin  de  plus  de  vertu 
et  offre  moins  de  stabilité  que  l'état  républicain. 

62,  Citons  maintenant  quelques  faits,  et  bornons-nous 
à  la  France.  Après  des  siècles  de  monarchie  despotique,  la 
nation,  convoquée  en  89  pour  venir  au  secours  du  gouver- 
nement obéré  par  les  prodigalités  de  tout  genre  dos  règnes 
précédents,  cherclia  à  conquérir  un  peu  de  liberté  et  des 
garanties  pour  son  honneur  et  sa  fortune.  Elle  déclara 
qu'elle  ne  se  séparerait  qu'après  s'être  donné  une  constitu- 
tion. L'accord  fiit  complet  d'abord  entre  le  monarque  et  les 
différents  ordres  de  la  nation  j  la  constitution  fut  faite  et 
jurée.  11  n'entre  pas  dans  notre  objet  de  discuter  les  causes 
qui  troublèrent  une  harmonie  si  heureuse  ;  l'entente  ces- 
sant d'exister,  la  guerre  intérieure  éclata  avec  violence  et 
la  royauté  fut  emportée. 

La  république  fut  ainsi  établie  en  92  ;  elle  résista  à 
toutes  les  attaques  du  dehors  et  à  quelques  tentatives  d'in- 
surrection, et  s'établit  enfin  solidement.  Elle  restait  néan- 
moins sous  les  armes  par  suite  de  la  malveillance  des  rois 
que  l'exemple  de  la  France  inquiétait  pour  eux-mêmes. 
De  là  ces  grandes  armées  permanentes  dont  nous  avons 
précédemment  signalé  les  inconvénients.  Entre  tous  les 
généraux  qui  les  conduisirent  à  la  victoire,  il  y  en  eut  un 
qui,  par  ses  succès  militaires,  son  génie  incontestable  et 
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une  sorte  de  prestige  attaché  à  sa  jeunesse,  disposait 
d'une  manière  absolue  de  ses  troupes ,  et  pouvait  à  son 
gré  les  mener  à  la  conquête  d'un  royaume  étranger  ou  au 
renversement  du  gouvernement  de  son  propre  pays.  Il  fit 
l'un  et  l'autre,  renversa  la  république  et  rétablît  la  mo- 

On  voit  ainsi  que  la  république  fut  renversée  par  l'armée 
dont  l'existence  était  rendue  nécessaire  par  l'Lostilité  des 
rois,  tandis  que  la  monarcbie  avait  été  renversée  par  la 
grande  majorité  de  la  nation. 

Cette  nouvelle  monarcbie  prospéra  jusqu'au  moment  où 
son  chef,  enflé  de  ses  succès  militaires  et  confiant  dans  la 
valeur  de  ses  troupes,  projeta  l'asservissement  de  l'Europe 
entière  et  fut  enfin  renversé  par  elle. 

L  ancienne  monarchie  succéda  a  celle-ci  en  j8i4)  et  prit 
possession  de  la  France  comme  d'une  propriété  inaliénable, 
lui  octroya  une  constitution  sans  la  consulter,  et  blessa 
ainsi  la  nation  dans  ses  droits  et  sa  dignité.  Aussi  ne  fut- 
elle  pas  soutenue  quand  le  danger  revint  pour  elle. 

L'empereur  déchu,  connaissant  le  peu  d'aO'ectîon  que 
ses  successeurs  s'étalent  concilié  dans  les  masses,  conçut 
l'audacieux  projet  de  remonter  sur  son  l(-ône  perdu,  de  sou- 
lever la  France,  sans  année,  sans  combats,  par  le  simple 
prestige  qui  l'entourait  encore  et  que  les  fautes  des  nou- 
veaux maîtres  n'avaient  fait  qu'augmenter.  Il  débarqua 
avec  une  faible  suite  ;  son  voyage  à  travers  la  Finance  ne 
fut  qu'une  marche  triomphale  ;  les  villes  lui  ouvraient  leurs 
portes,  les  troupes  se  joignaient  à  lui;  il  avait  une  armée 
en  arrivant  à  Paris.  Celle  qu'on  envoya  contre  lui  l'ac- 
clama, et  il  reprit  possession  de  la  capitale  et  de  la  France 
comme  s'il  ne  l'avait  jamais  quittée. 

Nouvel  cxem.ple  d'une  monarchie  renversée,  principa- 
lement par  l'armée  permanente,  mais  avec  l'acquiescement 
de  la  majorité  de  la  nation. 
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Cette  conquête,  merveilleuse  et  insensée,  ne  pouvait 
avoir  une  longue  durée.  La  France  épuisée  devait  succom- 
ber de  nouveau  sous  la  coalition  qui  l'avait  déjà  abattue, 
et  que  son  succès  avait  exaltée.  Ce  ne  sont  pas  quelques 
ignobles  traliisons,  c'est  la  force  des  choses  qui  a  amené  la 
chute  du  nouvel  empire  ;  elle  était  inévitable,  et  sa  promp- 
titude a  presque  été  un  bienfait. 

Voilà  donc  encore  une  monarchie  renversée  par  les  ar- 
mées permanentes,  La  précédente  avait  duré  un  an,  celle-ci 
n'eut  qu'une  existence  de  quelques  mois. 

Le  roi  fugitif  fut  ramené  par  Jcs  armées  victorieuses  des 
coalisés  et  régna  assez  tranquillement  pendant  près  de  dix 
ans.  Son  successeur  n'imita  pas  sa  prudence.  Après  avoir 
fait  passer  des  lois  cruelles,  odieuses  à  l'immense  majorité 
de  la  nation,  il  voulut  porter  atteinte  à  la  constitution  elle- 
même,  et  ce  fut  le  signal  d'une  insurrection  que  ses  troupes 
ne  purent  réprimer.  II  fut  forcé  de  sortir  de  la  capitale,  et, 
n  osant  pas  ou  ne  voulant  pas  soutenir  la  guerre  contre  la 
population,  il  abandonna  le  tronc  et  la  France,  et  pendant 
quelques  jours  la  nation  se  trouva  gouvernée  par  la  Cliambre 
des  députés. 

Cette  asseniblée,  pressée  de  faire  sortir  la  France  d'un 
provisoire  dangereux,  trancha  la  question  sans  la  consul- 
ter, élut  un  nouveau  roï  et  modifia  quelque  peu  la  consti- 
tution précédente. 

Dans  cette  révolution,  on  voit  une  monarchie  renversée, 
malgré  I  armée,  par  le  peuple  qui  a  commencé  là  à  con- 
naître sa  force. 

Le  nouveau  règne,  commencé  en  i83o,  dura  jusqu'en 
i848.Le  peuple,  préparé  depuis  longtemps  à  l'insurrection, 
profita  de  circonstances ,  insignifiantes  au  fond ,  et  de 
troubles  imprudemment  produits  par  des  hommes  qui  n'en 
prévoyaient  pas  les  conséquences;  il  parvint  à  établir  des 
conflits  avec  la  force  armée,  et,  la  guerre  une  fois  engagée, 
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CHAPITRE  VIII.  Si 

l'issue  ne  se  fit  pas  attendre  ;  le  roi  recula  devant  l'effusion 
du  sang,  il  abdiqua  en  désignant  son  successeur,  qui  fut 

Ici  encore  on  voit  une  monarchie  renversée  par  le  peuple, 
devenu  de  plus  en  plus  confiant  en  sa  force,  et  qui,  depuis 
celle  époque,  se  regarde  comme  l'arbitre  des  destinées  de  la 
France. 

A  ce  moment  aucun  pouvoir  ne  se  présentait  naturelle- 
ment. La  famille  royale  expulsée,  les  Chambres  dissoutes, 
le  gouvernement  appartenait  à  celui  qui  aurait  pu  le 
prendre.  Aussi  les  chefs  du  mouvement,  qui  n'avaient 
pas  projeté  le  renversement  de  la  royauté,  se  trouvèrent 
fort  embarrassés.  H  s'établit  cependant,  en  quelques 
jours,  un  gouvernement  provisoire,  et  la  nation  fut  con- 
voquée. 

Comme  nous  ne  voulons  pas  faire  l'histoire  de  cette 
époque,  nous  nous  bornerons  à  dire  qu'une  Asscmblce  na- 
tionale fit  une  constitution  par  laquelle  la  république  était 
la  forme  consacrée.  Le  chef  du  pouvoir  exécutif  devait  être 
élu  tous  les  trois  ans,  el  non  rééligible  immédiatement. 
Celui  qui  fut  élu  par  le  suffrage  universel  ne  montra  d'a- 
bord aucune  ambition  ;  il  eut  le  commandement  de  l'ar- 
mée, qu'il  parvint  à  gagner,  et,  avant  l'expiration  de  ses 
fonctions,  il  dispersa  l'Assemblée  nationale,  contint  avec 
SCS  troupes  bien  disciplinées  les  citoyens  qui  ne  l'étaient 
pas,  et  fit  sanctionner  son  coup  d'Etat  par  un  plébiscite 
dicté  par  la  crainte  de  l'anarchie.  Le  simulacre  de  Répu- 
blique qui  fut  établi  dura  quelques  mois;  un  nouveau 
plébiscite  décréta  l'empire. 

Cette  nouvelle  monarchie  fut  donc  établie  par  la  force 
militaire,  et  son  existence  fut  assez  longue.  Elle  vécut  de 
i85a  à  1870,  et  fut  renversée  sans  effort  par  le  peuple  à 
la  suite  de  désastres  militaires. 

La  république  succéda  alors  à  l'empire;  elle  subsiste 
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depuis  deux  ans,  et  rien  ne  porte  à  croire  qu'elle  ne  sera 
pas  déflnitivement  adoptée. 

Ce  tableau  rapide  des  révolutions  opérées  en  moins 
d'un  siècle  dans  un  seul  pays  montre  l'instabilité  de  tous 
les  gouvernements  monarchiques  ou  républicains  où  la 
force  matérielle  n'est  pas,  ainsi  que  la  force  morale,  entre 
les  mains  de  la  nation  même.  Quand  la  partie  intelligente 
et  laborieuse  de  la  société  n'est  pas  prête  à  tout  moment  à 
repousser  l'attaque  d'une  armée  permanente  ou  des  masses 
ignorantes  et  paresseuses,  le  sort  de  la  nation  est  momen- 
tanément entre  les  mains  d'un  chef  militaire  ou  d'un  tri- 
bun. Mais,  quelque  peu  durable  que  soit  un  pareil  boule- 
versement, il  produit  de  grands  malheurs  et  fait  rétrograder 
la  civilisation. 

Le  principe  auquel  nous  nous  arrêterons,  ne  voulant 
nous  livrer  à  aucune  discussion  de  détail,  est  doue  (fue  la 
nation  soit  maîtresse  d'elle-même,  qu'elle  se  protège  et 
se  gouverne  elle-même. 
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QU'UNE  NATION  NE  DOIT  PAS  SE  SAUVER  PAR  UN  CRIME. 


64.  Les  Romains  avaient  pour  principe  que  le  salut  du 
peuple  est  la  loi  suprême.  Cela  veut-il  dire  que  le  crime 
même  était  admissible  pour  atteindre  ce  but?  Platon  fon- 
dait sa  république  sur  l'intérêt  général  et  tenait  peu 
compte  des  sentiments  individuels;  il  accordait  à  la  société 
le  droit  de  vie  et  de  mort  sur  les  enfants,  et  voulait  qu'on 
laissât  mourir  ceux  qui  naissaient  infirmes  et  ne  pouvaient 
être  qu'un  embarras  pour  la  société. 

Nous  repoussons  de  pareils  principes  et  n'admettons 
pas  qu'une  nation  ait  plus  qu'un  particulier  le  droit  d'em- 
ployer tous  les  moyens  pour  son  intérêt  ou  même  pour  son 
salut.  Si  elle  a  le  droit  de  mort  sur  ses  membres,  c'est  tout 
au  plus  pour  la  punition  d'un  crime  et  non  pour  son  avan- 
tage propre;  la  théorie  de  Platon  sur  ce  point  est  donc 
odieuse. 

Quant  aux  circonstances  exceptionnelles  où  l'on  peut 
croire  qu'il  s'agit  du  salut  de  la  patrie,  nous  n'hésitons 
pas  à  dire  que  tout  moyen  n'est  pas  bon,  et  qu'il  y  a  des 
limites  qu'il  ne  faut  pas  franchir,  au  risque  même  de  la 
voir  périr. 

Cela  étant  bien  posé,  nous  ajouterons  qu'il  n'est  même 
pas  dans  l'intérêt  d'une  nation  d'essayer  de  se  sauver  par 
un  crime.  Les  suites  en  seraient  probablement  plus  fâ- 
cheuses qu'une  ruine  momentanée,  dont  elle  peut  se  re- 
lever si  elle  a  conservé  l'estime  des  autres  nations  :  au  con- 
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traire,  le  mépris  et  la  méfiance  qu'elle  inspirerait  dans 
l'autre  cas  lui  porteraient  un  préjudice  durable,  et  pour- 
raient même  la  conduire  à  sa  perte. 

Nous  ne  voulons  pas  dire  cependant  que,  dans  les  cir- 
constances graves,  les  mêmes  lois  doivent  être  observées 
que  dans  les  temps  ordinaires;  mais  ces  différences  doi- 
vent avoir  été  prévues  et  réglées,  et  renfermées  dans  cer- 
taines limites.  Ce  n'est  pas  manquer  aux  principes  du 
juste  et  du  bien-,  c'est,  au  contraire,  les  interpréter  dans  le 
vrai  sens  qu'il  faut  leur  attribuer.  Ce  point  sera  éclairei 
par  les  considérations  exposées  dans  le  Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  X. 

DE  L'OPPOSITION  APPARENTE  DES  PBIKaPES. 


6S.  Dans  les  sciences  mathématiques  il  y  a  beaucoup 
de  formules  qu'on  appelle  générales  et  qui  cependant  sont 
soumises  à  certaines  exceptions  :  comment  n'en  serait-il 
pas  de  môme  dans  les  sciences  morales,  dont  les  données 
sont  beaucoup  moins  précises  que  celles  des  premières? 

L'avantage  qu'il  y  a  à  réunir  sous  un  même  énoncé  le 
plus  grand  nombre  possible  de  vérités  ou  de  préceptes 
conduit  aux  propositions  générales,  et,  lorsqu'il  y  a  des 
cas  particuliers  où  ces  propositions  sont  en  défaut,  cela 
n'empêche  pas  de  les  maintenir,  en  indiquant  les  excep- 
tions. C'est  ainsi  que  les  formules  algébriques,  qui  don- 
nent les  solutions  des  questions  de  nombres  et  sont  d'un 
usage  indispensable,  deviennent  illusoires  lorsque  les  nom- 
bres donnés  se  trouvent  dans  certaines  conditions  particu- 
lières bien  déterminées. 

Il  en  est  de  m6mc  de  tout  précepte  de  morale,  qui  est 
l'indication  de  ce  qui  est  bien,  dans  un  «ombre  indéfini 
de  cas  analogues.  Le  précepte  n'est  pas  moins  utile  à  for- 
muler, parée  qu'il  y  aura  des  circonstances  exception- 
nelles où  il  devra  èlre  modifié  i  il  est  nécessaire  de  donner 
aux  hommes  une  règle  qui  soit  dans  presque  tous  les  cas 
applicable,  au  lieu  de  les  laisser  dans  l'incertitude  dans 
ces  cas,  parce  qu'il  s'en  rencontrera  par  hasard  quelques- 
uns  où  la  règle  sera  en  défaut.  Seulement,  il  pourra  être 
bon  de  les  avertir  avec  beaucoup  de  circonspection  que 
ces  cas  exceptionnels  pourront  quelquefois  se  présenter, 
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nion  sur  la  question  de  savoir  si  Dieu  cbàtie  pendant  leur 
vie  ceux  qui  commettent  le  mal,  et  préserve  dans  les  dan- 
gers les  liommes  vertueux  :  or,  la  conscience  seule  ne  pou- 
vant nous  éclairer  à  cet  ëgard,  nous  sommes  obligés  d'ob- 
server les  faits  et  de  faire  usage  de  la  raison  qui  nous  a  été 
donnée.  Et  nous  croyons  n'être  pas  téméraire  en  exprimant 
ainsi  notre  opinion  : 

Dieu,  en  nous  inspirant  l'amour  du  bien,  a  voulu  qu'il  y 
eut  pour  nous  des  inconvénients  à  faire  le  mal,  mais  il 
nous  a  laissé  à  tous  la  liberté  de  faire  l'un  ou  l'autre;  il 
n'influe  donc  pas  sur  nos  actes  particuliers,  car  ce  serait  la 
destruction  de  la  liberté  ;  et  quant  à  la  punition  des  fautes, 
son  principe  remonte  à  la  création  de  l'espèce  humaine,  et 
elle  n'est  pas  décrétée  par  Dieu  dans  chaque  cas  particu- 
lier; aussi  se  trouve-t-elle  soumise  aux  défectuosités  que 
l'homme  aperçoit  en  toutes  choses  et  qu'il  serait  téméraire 
déjuger  :  car  ce  qui  est  imperfection  aux  yeux  de  l'homme 
peut  être  un  élément  nécessaire  d'un  ensemble  qu'il  ne 
connaît  pas. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  chaque  homme  en  par- 
ticulier s'applique  à  une  société  considérée  comme  un  être 
collectif.  Si  elle  abandonne  la  voie  qui  conduit  au  but  qui 
lui  est  assigné,  il  en  résulte  toujours  des  suites  fâcheuses, 
qui  pourraient  la  conduire  à  sa  ruine  si  elle  persistait  dans 
le  mal.  Ces  punitions  ne  sont  pas  infligées  directement  par 
un  acte  de  la  volonté  de  Dieu;  le  principe  qui  les  produit 
est  dans  la  nature  même  de  l'homme  et  lui  a  été  imprimé 
dès  son  origine.  C'est  toujours  Dieu  qui  punit,  mais  d'une 
manière  plus  conforme  à  l'idée  que  l'homme  se  fait  de  sa 
grandeur. 
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